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REZONANSE PARAMETRYCZNE W UKLADACH
OPISANYCH ROWNANIAMI BLOCHA-TORREYA

Streszczenie. W pracy oméwiono zagadnienie roz-
wigzania uktadu réwnan Blocha-Torreya. Jest to
uogo6lniony uktad réownan Blocha na przypadek
przestrzennie niejednorodnych p6l magnetycznych.
Rozpatrzono cztery zatlozenia o czasowej zmien-
nosci p6l magnetycznych, odpowiadajace przypad-
kom spotykanym w technice rezonans6w jadrowego
i elektronowego. Praca niniejsza jest czeScia
pierwszg. W pracy tej przedstawiono uktad row-
nan Blocha-Torreya w postaci macierzowej (8) i
nastepnie dla przypadkéw 1 i 2, w ktorych pole
magnetyczne jest sinusoidalne, przyjmujac roz-
wigzanie w postaci szeregu Fouriera sprowadzono
rownanie (8) do postaci (26). ROwnania przypad-
ku 3 i 4, odnoszgacych sie do impulsowych metod
badania rezonansu, posiadajg rowniez posta¢ (26).
Roéwnanie (26), w ktéorym dochodzg do gtosu prze-
strzenne wtasnos$ci uktadu, omowiono w czesci
drugiej pracy pt. 0 catkowaniu pewnego réwnania
macierzowego, wystepujacego w teorii parame-
trycznych rezonansow jgdrowych i elektronowych.

le Wstep. ROwnania Blocha-Torreya
Najogllniejsza posta¢ réwnah opisujacych zjawiska rezonansu

jadrowego i elektronowego z uwzglednieniem przestrzennej nie-
jednorodnosci pola magnetycznego jest nastepujaca [2, 4]:
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dM/dt = i|(M x H) - MIT2 +%q H/T1 + [(M H) H/|H|2]
(/T - 1UT.,) +VDV(M -% H) (1)

przy czym ostatni skitadnik jest rozumiany jako wektor o skia-
dowych

div —Ild grad (MX —%O Hx)il itd.

Oznaczenia:

M - makroskopowy wektor namagnesowania,

H - wektor natezenia pola magnetycznego,

n - wspdltczynnik giromagnetyczny,

X - statyczna podatno$¢ magnetyczna,

T.j, Tg - podtuzny i poprzeczny czas relaksacji jader atomo-
wych,

D - wspbiczynnik samodyfuzji molekut zawierajgcych

rozpatrywane jadra.

Réwnanie (1 ) mozna napisa¢ w nastepujgcej postaci macierzo-
wej:

dM/dt - VDW - (A) M= (X /T5j) H- VDV(X H) (2)

gdzie:
M - wektor kolumna o skifadowych |\4( l\/g/ I¥I
H - wektor kolumna o sktadowych I—g( Hy’ 'E' .
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Macierz (A) posiada nastepujace elementy

all = " VT2+(HAH2)(L/T)f  al>2  ="Hz+(HxH /|H j2)(1/T),
al,3 = " 1Hy+(Hx V TH|2)(VT) a2, =-"jHA+(HyH/jH [2)(1/T),
a2,2 = ' V V (EATH2H1A),  a2,3 = 1Hx+(HyHz/ 1112) CUT ) »
a3jl =r|Hy+(HzHx/[H [2)(V T), = -~ x+(HzHy/AH | 2)(1/T),
a3,3 5 “ UT1+H2/|11]2)(1/T) (3)
przy czym

UT = 1/12 - 1T1 (3a)

OS$rodki badane metodami rezonansu jadrowego i elektronowego
sg charakteryzowane przez wielkos$ci: Oh, Tp oraz wielkosé D,
ktorg w pierwszym przyblizeniu przyjmuje sie jako wielkos¢
statg, w dalszym mozna przypisa¢ jej anizotropowo$¢ przez
przyjecie trzech statych w trzech prostopadiych kierunkach:

Dx’ V. Dz*

Podang przez Blocha posta¢ réwnali otrzymuje sie przez od-
rzucenie wyrazen, zawierajgcych wspotczynnik D oraz wyrazéw
nieliniowych w H, w macierzy (l). Pominiete wyrazy majg wte-
dy sens, gdy uwzgledniamy przestrzenng niejednorodnos$¢ po6l ma-
gnetycznych: statego i zmiennego.

2, Zalozenia o postaci p6l magnetycznych dziatajacych na ukiad

Poniewaz w metodach pomiarowych zjawisko rezonansu musi byc¢

powtarzane, aby wyniki byty mierzalne, stosowane sg dodatkowe
pola rozstrajajgce ukiad i w pewnych chwilach doprowadzajac go
do rezonansu. Mogg one by¢ natozone na state pole, z zatozenia
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dziatajgce w kierunku osi z prostokgtnego uktadu wspétrzed-
nych, w postaci pola sinusoidalnego zwykle niskiej czestosci,
arbo tez w postaci pola o ksztaicie pity, ktéore mozna opisaé
przy pomocy dwu odcinkOw prostych. Istnieje tez inna mozliwos$¢,
mianowicie przy statym polu magnetycznym w kierunku osi z,
natozy¢ pola roztrajajace na skladowe Hx i Hy np. w posta-

ci modulacji czestosciowej oraz pola pitowego.

W przypadku metod impulsowych przy statej skladowej Hz za-
ktadamy sktadowe Hx i Hy w postaci impulséw cosinusoidal-

nych lub prostokatnych.

Odpowiednio do tego mozna wyr6zni¢ nastepujace przypadki:

Przypadek 1

Hg + Hg cos (O + H K(0,tQ) + HA(tQ-t) K (t™,t™ ) + ...

cos co "t (4)

T
1

- IL sin 05.t
1 1

Przypadek 2

Hxk = j cos”™t + Acosino”t) + HA K(0,tQ) +

tee*

FHF(E ) K(t fe )+ oo (5)
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Przypadek 3

Hx = Hl1 cos co,t [K(O,to) + K(t1,t2) +

T
1

H, sin to.,t [K(Ofto) + K(tr t2) +

Przypadek 4

HX - H1 [K(0,to) + K(t1ft2) + ..... ]
(7)
H . H2 [K(0,to) + K(t1ft2) ... ]
tA, i =0, 1, 2, ..... - chwile zataczenia lub wytgczenia
pola,

K(tif ti+l1 ) - funkcja réwna 1 miedzy warto$ciami t = i

t - th"+1, poza tym réwna O.

Wielkosci Hq, H., H2, Ey sg funkcjami wspéitrzed-

nych przestrzennych. O postaci ich nie wiele wiadomo. Sag one
zalezne od konfiguracji pola w danej aparaturze czyli sa zwig-
zane z konstrukcjg aparatury. Tylko przy bardzo specjalnych
zatozeniach o konfiguracji tych p6l zostaly rozwigzane réwna-

nia typu (1).
3. Rozwigzanie zagadnien

Rozwigzanie zagadnien sformutowanych réwnaniami (i ) - (7)
przeprowadzimy w trzech etapach:
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w czesci pierwszej zostanie wyprowadzone rOwnanie macierzowe
na wyznaczenie wspotczynnikdw szeregu Fouriera, stanowigcego
rozwigzanie w przypadku 1 i 2. Te samg posta¢ mozna nadac¢ row-
naniu odnoszgcemu sie do przypadku 3 i 4,

w czedci drugiej zostanie doprowadzone rdyman ie macierzowe
do postaci réwnania catkowego,

w czesci trzeciej zostanie rozwigzane réwnanie catkowe.

4. Czes¢ pierwsza. Wyprowadzenie réwnania na wyznaczenie
wspotczynnikbw szeregu Fouriera

4.1. Przeksztatcenie rownania (1 ) w przypadku 1
W tym przypadku réwnanie (1) z uwzglednieniem warunkéw (4) mo-
ze by¢ napisane w nastepujgcej postaci?

dM/dt - v2(d m) - (a)m= (xg/tl)h - v 2(dxg H) (8)

gdzie macierz (a) posiada nastepujacg postac:

(A) = (la) + (Ab)sincolt + (lc)cos(olt + (Ad)coscopt +

2 , O n
+ (A )cos 2co™t + (a )sin2co”t + (a )sincolt . cosco2t +
+ (AS)cos(o”™t . cosco2t (9)
(Aa) = (A) + [U/IH 2] (1/T2 - 1/~ ) [(ALl) + (Al2)]

(10)

(AN) (A" )Y+ [UIH 2] (2/T2 - 1/~) [(A5) + (A9)]
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(Aj = (A ) + [I/|H |2 (L/T2 - 1/T1) [(A4) + (AL10)]

a0

(Ad) = (A7) + [1/|H|Z(1/T2 - I/TACAB) + (All)]
Macierz (a’) posiada rozne od zera elementy

*1,1 = a2,2 = -1°2* a3,3 = *1,2 = _a2,1 =

4[H, + TA)]

Macierz (a”) posiada rézne od zera elementy

al,2 = "a2,1 =1H2

Macierz (a”’ ) posiada rdzne od zera elementy

a2,3 = "a3,2 = 1H1

) posiada rozne od zera elementy

*1,3 ' "a3,1 ’ 1H1

Macierz (A ) jest diagonalna o elementach
H2/2, H2/2, H2 + H2/2

Q
Macierz (A ) jest diagonalna o elementach

H2/2, -H2/2, H2/2
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Macierz

*1,2

Macierz

1,3

Macierz

az2,3

Macierz

a3,3

Macierz

az2,3

Macierz

al,3

Macierz

a2,3 "

Macierz

al,3

3
(A ) posiada r6zne

“az2fl = “*V 2

(A”) posiada rdzne

3,1 1 o

(A”) posiada rozne

“a3,2 " Hl H

r
(A ) posiada rozny

2 Ho H2

n
(A ) posiada rdzne

“a3,2 “ ~HL H2

(A ) posiada rdzne

= a3,1 = H1l H2

~g . ..
(A" ) posiada ré6zne

a3,2 ' -Hl f(t)

od

od

od

od

od

od

zera

zera

Zera

zera

zera

zera

zera

elementy

elementy

elementy

element

elementy

elementy

elementy

(A_ ) posiada r6zne od zera elementy

Jézef Szpilecki
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. 11 . -
Macierz (a ") posiada rézny od zera element

a3,3 - 2 Ho
. 12 . .-
Macierz (a” ) posiada rézny od zera element

a3>3 = 2 Ho f(t) + [f(t)]2

f(t) = H3 t K(O,tQ) + H A A -t)!IA A )+ .. (11)

4.2. Przeksztatcenie rownania (1 ) w przypadku. 2
W tym przypadku réwnanie (1) z uwzglednieniem warunkéw (5)
moze by¢ napisane w postaci (8), przy czym

(a) = (A ) + (Ab)sinoC + (Ac)cos cC+ (A ) cos 2C +

+ (A3)sin 2« (12)

gdzie:

dC=ab” + Acosinto"t (13)

4.3. Przeksztalcenie rownania (1 ) w przypadku 3

W tym przypadku rownanie (1) z uwzglednieniem warunkéw (6)
moze by¢ napisane w postaci (8), przy czym w zaleznosci od od-
cinka czasowego mamy dwojakie przedstawienie macierzy wspot-
czynnikéw (a)
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1-17T o 1Hr 'H1 sino57t>
(A ) ..1 HC '1/T2, rjEA CcoSs w\it )[K(to»t| ) +
sinco-jt, *“ cosc”™t, -1/T.,
15
3 ‘] (15)
H~(l+cos 2co,t )/2, “HM sin 2037/2, Hg H1 coso”tX
(a2 -HA sin 2tolt/2 f H~(I"Cos 2037/2, -Hg B, sinc™t
H It cosO03.t, -H It sin 03, t, H
o i o 1 1
e [(1/12 - 2/T, )/(HM + HM][K(to>t1) + K(t2,t3) + ..... ] (16)
albo
f' It 2 H
1 0 o N
(A "y’ e 0 [K(0,to +K(tr t2 (17)
VO 0 1/
(o, 0 0
(a2) 0 0 (18)

0 E(l/TZ-l/T, Y/H j(0, to)+K(tl, t2)+...]
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4.4, Przeksztatcenie réwnania (1 ) w przypadku 4

W tym przypadku obowigzuje réwnanie (8) z dwojaka postacig ma-

cierzy wspéiczynnikéw zaleznie od odcinka czasowego,

przy czym

obowigzuje relacja (14)-

i-yt2
(a) = i Ho’
\P 2’
2
p *
(a2, = hlh2,
\h al,
c p
albo
f-1/T2
(A)=1]-H g,
0,
ro,
(A2)= o,

1HO*
"1/T-,,

*

hlh2,

H2

HoH2"’

+ K(12,t
3

: Ho,
-1/T2,

0,

S1H2
Ly VIK(0 t1)+K(12,13) +

"1/TY

HoHI\
[O/t2-i/tD)/(n +

HoH2

Ho /

Go)

0 [K (0,t0)+K(t1,t2) +

-1/TJ

£(1/T2~1/Tn)/H [[K (0,to>K (t1,t2)+....] (22)
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5. Rozwigzanie réwnania (8) w przypadku 1 do 4
Ze wzgledu na obrang metode szeregdw Fouriera, zastosujemy ja

tylko do réwnah przypadku 1 i 2, by nastepnie w drugiej czesci
potraktowaé wszystkie przypadki jedng metoda. Przyjmujemy [Jj3]

M = A Mkti (x,y,z,t)cos(o5k”"1t +V k>1) +

k,I
+ M (X,y,z,t) (23)
gdzie:
co, , = koa + Ico k,I| =0 (nie réwnoczesnie),
il 2, (24)

I\/rl i(x,y,z ,t) niewiadome funkcje do wyznaczenia,

Jezeli oznaczyny

Z
Il

cos 'y

1, c k1 |

(25)

Ts lk,’l va’k,l

Z
Il

oraz wykorzystamy relacje parzystosci (nieparzystosci) funkcji
trygonometrycznych, otrzymujemy réwnanie nastepujgcej postaci

dft/dt - v2(Djjl) - (b)ja=jx* (26)

gdzie 41 wektor-lcolumna utworzona z wektorow kolumn UL k c,

MX,Q,S' ’
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Sg one uporzadkowane nastepujaco: M .
., MM M, M, M, it
kj 1,s o, 1,0,kt* ,0,3 1,0 1s ,1,c*
¢ fo, ................. podobniejest utworzona wektor-kolumna &*
(] (] S
z wektorow kolumn prawych stron réwnan. Macierz (b) jest utwo-
rzona wedlug podanego nizej przepisu. lloczyn (dM) oznacza,
ze kolejne sktadowe wektora M sg mnozone przez odpowiednio

D D D .
x* Ty* Tz

6. Wielkosci (b) i I-i* dla przypadkéw 1 i 2

6.1. Wielkosci dla przypadku 1

Mozna napisac

H :TC1 COS co 0t +7C8 sinos Ot + 'IC3 cososo t +

1, 1, N
+ TC(x,y,z,t) (27)
gdzie:
/o
TC. HI | * *o tc3 =l o , QC(x,y,z,t) =
\o, \o /
/Ho + f(t),
0] (28)
\0

Wektor-kolumna j~ posiada wiec jako jedyne elementy rdozne

od zera, elementy odpowiadajace MO’O, Ml,O* Mo,l"
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Jezeli z nieskonczonego uktadu réwnan 'wybierzemy odnoszace
sie tylko do co , O . , cO . , coO , to i ominiem

¢ oo’ .o J 5 f b y
inne czestos$ci otrzymamy macierz (b) « nastepujgcej postaci:

J<tis -A(b,c), -A(d,0), -A(8,7), -A(8,7)\
/A (0.b), A(Mi,0), \ g- a(d), 0
-A’(d,0), 8 Ao .1 Ac.b 0 =(b) (29)
A(8.,7), 0 0 0
V '(S,7), A(d), 0 0 awi, 3

Wprowadzono tu nastepujgce oznaczenia:
A(bfc) = ((1/2)(a"), - (1/2)(A~)) macierz prostokatna,
CO)'(,k macierz diagonalna, o elementach co).(
rzedu co Ar,

A(d,0) = (-(12/2)(A"),0) macierz prostokagtna,

K tego samego

A(d,0) macierz przestawiona macierzy A(d,0),

A(c,b) macierz przestawiona macierzy (Ag,-A”) prostokatnej,
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A(8,7) = (-(1/4)(A8), (1/4)(A7)) macierz prostokatna,
A(8,7 macierz przestawiona macierzy a(8,7),

| a
(1/2) = AC b
\'V "Pel
(a8. A\
(1/4) = A7 8
w . -A8/
-A N
(1/4) = A},S
(a7, A8/
6.2. Wielkos$ci dla przypadku 2
W tym przypadku mozna napisad
H = cosaC+ " sin C+ F (31)

przy czym

%l = 0 oL p—t)t) (32)
\oi W k/
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gdzie: f(t) i f'(t) funkcje wystepujagce w réwnaniach (5).
W dalszym ciggu zaktadamy, ze sg one ponad to funkcjami zmien-
nych przestrzennych.

Rozwigzanie przyjmujemy w postaci:

"=Z (VW ,c « "m *' + “o0 (33)
k,I
gdzie:
co. t = koC+ Icogt, k, = O (nie rbwnoczesnie),
rigf X
-1, ~ 2 (34)
Podstawienie do réwnania (8) z uwzglednieniem (12) i (32)

daje na wyznaczenie wspo6tczynnikOw szeregu Fouriera réwnanie
typu (26) z tym, ze ograniczono sie do sktadowych Myj, ,
1-1,015,; Mo,i,c' Mo,i,s"’ M'l,'l,c' MT, 1s’ Nie wystepuje iu
sktadowa réznicowa poniewaz o rezonansach parametrycznych decy-
duje wtasciwie jedynie skiadowa MJFjO,C‘ J/ldjojs. Macierz (B)
posiada nastepujgcg postac

Aa A(c,b), 0
A(c.b), Afcol ), 0 A(052)
(35)
© 0 A(a), Al
VO A(«2), Ac b’ A(031)/

przy czym 0znaczono:
A(c,b) = ((2/2)(A ), -(I/2)(Ab)) macierz prostokgtna,

A(c,b) macierz przestawiona macierzy A(c,b),
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\-co
A(a) macierz diagonalna zbudowana z dwu macierzy (Ad) (36),

/0 000 Aco\
A(w2) =

. -cu2 Ato,

0 macierz, zbudowana z zer, o podobnych witasnosciach, jak
stojgce w odnosnym wierszu i kolumnie,

co.l,(O&Aco macierze diagonalne tego samego rzedu co Ass
zbudowane z elementéw 007, (O®, ACO .

I ( Ac) (A,)

Acb - {1/2)

W wektorze-kolumnie wystepuja jedynie elementy, odnoszace
sie do sktadowej MO oraz I\/& 0c’ I\/& 0s " Pozostate elemen-

ty sg réwne zeru.
Wyznaczenie rezonanséw parametrycznych sumowego i réznico-
wego jest mozliwe ze skiadowej o wspétczynniku M . Miano-

wicie *

cosac =cos™t + Aco sinco2t) = cosco”™t cos(Acosin cont) -

- sin co”™t sin ( Aco sin co2t) (37)
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przy uwzglednieniu znanych relacji [3]

00
JQX) + 27~ J2mAXA °0S A A

cos (x sin f)

(38)
00
sin (x sin ) = 21 J2m -1~ Sxn ~2m* 17
nsl
Przy czym J (x), J2m(x)* J2m-1~ funkcje Bessela pierwsze-

go rodzaju. Mniej doktadnie mozna by przeprowadzi¢ obliczenie,
ograniczajgc sie do macierzy (b) zawierajgcej tylko dwa wiersze
i dwie kolumny.

Maszynopis ztozono w Redakcji dnia 15.V.1966 r.
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NAPAMBTPMECKHE PE30HAHCU B CHCTEMAX OIffiCAHHUX
yPABHEHHHVM BJIOXA - TOPPET

Pe3Mme

B padOTe paccMaTpmaeTCH peraemie ckctsmh ypaBHeHHE BJioxa - Toppea.
3to CHCTewa ypaBHeHHz Baoxa, ododiaeHHaa m cayqaii npocTpaHCTBeHHo He-
oshopojtHHX MarHHTHHX noJdieE. PaccMaTpMBajoTCH aeTupe JipejyroxeHHH o Bpe-
MeHHOE 3aBHCHMOCTH MarHHTHHX [10JieE, KOTOpHe BCTpeqaiOTCH B TeXHHKe H-
aepHoro h 3JieKTpoHHoro pe30HaHca. B nepaofi aacTH, KOTopoS HBJiaeToa
HacToamafl padoTa, cHCTewa ypasHemi Baoxa - Toppea npHBefleHa b Bnne
(8) n jyvi cjiygaa 1 nh 2 «odaBOHHHX ycaoBHE CHHyconnaji&Horo MarHHTHoro
noma, ecjni peraeHEe npHHHTO b BHEe paaa Be, m)asHeinie (8) CBeaeHO
(26). ypaBHeHHH cayaaa 3 n 4. jmh HWny HX MeiojMB HccjresoBaHHa
pe30HaHca, HVEoT Toxe bhu (26)« YpaBHeHHe (26), b kotopom BupaxeHH
npooTpaHCTBeHHHe ocodeHHOCTH CHCTeMH, paccMaTpHBaeTca bo BTopoE ga-
CTH: od HHTerpHpOBaHHH HSKOTOporO MaTpHHHOrO ypaBHeHHH, KOTOpoe BH-
CTynaeT b teopHH napaMeTpagecKHX aaepHHX nh 3aeKTpohhhx pe30HaHCOB.

PARAMETRIC RESONANCES DESCRIBED BY THE BLOCH TORREY
EQUATION SYSTEM

Summary

In the paper the solution of Blooh Torrey equation system has
been discussed. It is generalised for spatially non homoge-
nous magnetic fields Bloch equation system. There are four
suppositions discussed concerning time dependences of magnetic
fields, encountered in the nuclear and electronic resonance
technique.

This is a first part. In the paper is the Bloch Torrey
aquation system in matrix form (8) given. For the cases 1 and
2 with sinusoidal magnetic fields, assuming solution in Fou-
rier series form is the equation (8) brought to the form (26).
The equation for the cases 5 and 4 for pulse methods of reso-
nance investigation, can be also in the form (26) given» The
equation (26), where the spatial system peculiarities are in-
cluded, is in the second part discussed: "About matrix equa-
tion integration, appearing in the theory of paramagnetic nu-
clear and electronic resonances"”.



