
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ

Seria,: MATEMATYKA -  FIZYKA, z . 11

_______ 1966
Nr k o l. 172

TADEUSZ ZAKRZEWSKI 
Katedra F iz y k i A

MATEMATYCZNE ROZWAŻANIA NAD TEORIĄ JONIZACJI 
W KOLUMNACH

S tr e s z c z e n ie . W p rzed łożon ej pracy au tor omówił 
na w stęp ie  dokładnie podstawowe za ło ż e n ia  t e o r i i  
J a ffeg o  zwracając uwagę na zgodność t e o r i i  z do
św iadczeniem . N astępn ie autor przeprow adził ma
tem atyczne rozw ażania nad te o r ią  jo n iz a c j i  w ko
lumnach w wyniku czego otrzym ał nową p ostać  wzo
ru na g ę s to ść  jonów,wytworzonych w p r o c e s ie  jo 
n iz a c j i ,  przy zaniedbaniu  zjaw iska d y fu z j i .  Przy 
tym zw ró c ił uwagę na is to tn e  z a ło żen ie  dotyczą
ce występowania s i ł  typu kulombowskiego.

1 . Przewodnictwo y/zbudzone c ie k ły c h  d ielektryków

Ze w zględu na dużą a n a lo g ię  w mechanizmach przewodnictwa e le k 
trycznego gazów zjonizowanych i  c ie c z y  d ie lek tryczn ych  celowym 
j e s t  przypom nienie podstawowych w ła sn o śc i przewodnictwa gązów 
f  1 , 2 j . Gazy w warunkach normalnych n ie  przewodzą prądu e le k 
trycznego'. N atom iast w przypadku, gdy zostan ą  poddane d z ia ła 
n iu  czynników jo n izu jących  jak np. prom ieni x , prom ieni ^ , 
cz ą ste k  oC, protonów i t d . ,  gazy zaczną przew odzić prąd. Proces 
ten  jak  wiadomo tłum aczy s i ę  w ten  sposób, że kosztem e n e r g ii  
prom ieniowania jon izu jącego  padającego na gaz zostaną oderwane 
pojedyncze e lek tro n y  od obojętnych  atomów.lub te ż  m olekuły  
gazu (p roces j o n iz a c j i )  d z ię k i temu n a stą p i r o z d z ie le n ie  ła 
dunku e lek tr y czn eg o . Ładunek dodatni p o zo sta je  przy r e s z c ie  
atomu lub m olekuły, tworząc jon  dod atn i, natom iast swobodny 
elek tron  po pewnej l i c z b ie  zderzeń z obojętnym i atomami lub  
molekułami z o s ta n ie  przyłączony do obojętnego atomu lub czą
s te c z k i i  utworzy w te n  sposób jon  ujemny.
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Po każdym a k c ie  jo n iz a c j i  p o w s ta je  je d n a  p a ra  jonów : d o d a tn i 
i  u jem ny, ta k  że e n e rg ia  ja k a  z o s ta je  na te n  c e l zużytkow ana 
p o z o s ta je  p ra w ie  s ta ła  i  równa o ko ło  32 eV. W p rzypad ku  gdy 
e n e rg ia  c z ą s tk i  p a d a ją c e j je s t  znana ła tw o  można w tedy o b l i 
czyć l ic z b ę  p a r  jonów ja k ą  zd o ła  ona w ytw orzyć na swej drodze 
n p . c z ą s tk a  oC o e n e r g i i  3 ,2  MeV w ytw o rzy  na swej drodze 1 ( r  
p a r  jonów . W p rzyp adku  gdy jo n izo w a n y  gaz z n a jd u je  s ię  w komo
rz e  jo n iz a c y jn e j ( ro d z a j ko n d e n sa to ra ) p o łą c z o n e j z b a te r ią  
z a s ila ją c ą ,  to  wówczas jo n y  tam w ytworzone na s k u te k  is t n ie n ia  
p o la  e le k try c z n e g o  podążą do e le k tr o d  komory, w k tó r e j  obwo
d z ie  można s tw ie r d z ić  za pomocą czu łego  u rz ą d z e n ia  e le k tro m e - 
try c z n e g o  [3 ]  obecność p rą du  e le k try c z n e g o  (p rą d  jo n iz a c y jn y ) .

Z a leżność p rą d u  jo n iz a c y jn e g o  od n a tę ż e n ia  p o la  E w gazach 
p rz e d s ta w ia  r y s . 1 .

R ys. 1 . Z a le żność p rą d u  jo n iz a c y jn e g o  od n a tę ż e n ia  p o la  w ga
zach
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Jak je s t  w idoczne z r y s .  1 d la  m a łych  p ó l (o b s z a r i )  n a tę 
że n ie  p rą d u  ro ś n ie  ( n ie  l in io w o )  ze w zrostem  n a tę ż e n ia  p o la  E
do pewnej w a r to ś c i i  n oszą ce j nazwę p rą du  n a syce n ia .

b
D a ls z y  w z ro s t n a tę ż e n ia  p o la  w p rz e d z ia le  (E ^ , E g) n ie  po

woduje zm iany w a r to ś c i p rą du  (o b s z a r I I ) .  Po p rz e k ro c z e n iu  
w a r to ś c i Eg n a s tę p u je  gw ałtow ny w z ro s t p rą d u , początkowo

l in io w y ,  p ó ź n ie j w y k ła d n ic z y , aż do w yładow an ia  iskrow ego 
(o b s z a r I I I ) .

W obsza rze  I  znaczną r o lę  odgrywa z ja w is k o  re k o m b in a c ji 
jonów , k tó r e  p o le g a  na tym , że jo n y  gazu u c z e s tn ic z ą c  w ru c h u  
c ie p ln y m  je g o  c z ą s te k  t ra c ą  ła d u n k i e le k try c z n e , gdy p rzyp adko 
wo zd erzą  s ię  z jo n a m i znaku p rze c iw n e g o . D la  m a łych  p ó l,  gdy 
czas p r z e jś c ia  jonów m iędzy e le k tro d a m i je s t  dość znaczny, 
z ja w is k o  re k o m b in a c ji n e u t r a l iz u je  pewną część jonów , k tó r a  
je s t  tym  w ię k s z a  im  m n ie js z e  je s t  n a p ię c ie .

W obszarze  I I  w s z y s tk ie  jo n y  w ytw orzone w g a z ie  zo s ta n ą  do
prowadzone p rz e z  p o le  do e le k t r o d .  Powyżej p rą d u  n a s y c e n ia  na
s tę p u je  ponowry w z ro s t p rą d u  ze w zrostem  n a tę ż e n ia  p o la .  F a k t 
te n  w yn ika  s tą d , że jo n y  za czyn a ją  n a b ie ra ć  ta k  dużych p rę d ko 
ś c i ,  że ic h  e n e rg ia  je s t  d o s ta te c z n a  do z jo n iz o w a n ia  p o z o s ta 
ły c h  o b o ję tn y c h  atomów lu b  c z ą s te k  gazu.

O znaczając p rz e z  N aktyw ność jo n iz a to r a ,  a p rz e z  N'5 -  
l ic z b ę  p a r  jonów  u le g a ją c y c h  re k o m b in a c ji w je d n e j se kun dz ie  i  
w 1 cnP, To w p rzyp adku  rów now agi s p e łn io n e  je s t  rów nan ie

o£n + ,,.. —l/H + ■ , (1 • 1 )
eba f ebd '  J

■Ti r

g d z ie :

oc -  w s p ó łc z y n n ik  re k o m b in a c ji,  

n -  k o n c e n tra c ja  jonów obu znaków, 

d -  o d le g ło ś ć  e le k tr o d ,  

e -  ła d u n e k  jo n u ,

S -  p o la  ka żd e j z e le k tr o d .
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2 i
J e ś l i  p rą d  je s t  Jaały (o b s z a r i )  to  cen ^  — - r r  i  z ró w n an ia

2 i  ^  2
(1 .1  ) w y n ik a , że N i«  ocn . N a to m ia s t gdy ^  oCn to  z

ró w n an ia  ( 1 . 1 )  można o trzym ać w a rto ś ć  p rą d u  n asyce n ia  i  =
= N e S d . 3

Mechanizm ty c h  z ja w is k  zachodzący w g a z ie  zjonizowanym  pod 
c iś n ie n ie m  normalnym u le g a  znaczne j k o m p lik a c ji  w p rzyp a d ku , 
gdy c iś n ie n ie  gazu ro ś n ie ,  a tym  b a r d z ie j k o m p lik u je  s ię  w 
c ie c z a c h  d ie le k try c z n y c h »

Rys. 2 . Z a le żno ść  p rą d u  jo n iz a c y jn e g o  od n a tę ż e n ia  p o la  w c ie 
czach d ie le k tr y c z n y c h

Jedną z n a jb a rd z ie j c h a ra k te ry s ty c z n y c h  ró ż n ic  je s t  b ra k  
c a łk o w ite g o  n asyce n ia  w c ie c z a c h  w s i ln y c h  p o la c h  e le k t r y c z 
nych  ( r y s .  2 ) .  W tedy począwszy od pewnej w a r to ś c i n a tę ż e n ia  
p o la  E * n a s tę p u je  l in io w y  w z ro s t p rą d u  jo n iz a c y jn e g o  ze w z ro -
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stem n a tę ż e n ia  p o la . Z ależność prądu jon izacyjn ego  od n ap ię
c ia  v/ obszarze I I  można nap isać w p o s ta c i [4]

i  — i  + cE ( 1 . 2 )s '

g d z ie  c j e s t  pewnym w spółczynnikiem  zależnym od n a tężen ia  
źród ła  j o n iz a c j i ,  od e n e r g ii  prom ieniowania jon izu jącego  oraz  
od o d le g ło ś c i  e le k tr o d . Z ależność [1, 2] zn a lez io n a  z o s ta ła  
już w p ierw szych  pracach dośw iadczalnych z cieczam i d ie le k 
trycznym i, a n a stęp n ie  potw ierdzona w szeregu  pracach p ó ź n ie j
szych  £5 , 6] , le o z  do c h w ili  obecnej n ie  j e s t  jednoznacznie  
in terpretow ana. Do najw ażniejszych  k o n cep cji teoretyczn ych  wy
ja śn ia ją cy ch  to  zjaw isko na leżą: t e o r ia  G. Ja ffego  bazująca na 
p o ję c iu  j o n iz a c j i  kolumnowej i  wpływie rekom binacji w yróżnio
nej [7 , 8] oraz t e o r ia  H. I .  Plum leya [ 9] uw zględniająca m o żli
wość d y s o c ja c j i  czą stek  śladowych za n ieczy szczeń  lub te ż  czą 
s te k  w łasnych c ie c z y  pod wpływem p o la  e lek try czn eg o .

2 . Podstawy t e o r i i  J a ffe g o

T eorią  j o n iz a c j i  kolumnowej z o s ta ła  podana przez G. J a ffeg o
[7] w oparciu  o w cześn ie jsze  z a ło ż e n ia  P. Langevena [10 ].

Podstawowym założeniem  t e j  t e o r i i  j e s t  p rzyp u szczen ie , że 
droga każdej c z ą s tk i jo n izu ją ce j  j e s t  p ro sto lin io w a  oraz że 
jony wytworzone przez taką czą stk ę  n ie  są  rozłożon e równomier
n ie  w p r z e s tr z e n i ,  le c z  zgrupowane z o s ta ją  wzdłuż drog i tych  
cz ą ste k  jo n izu ją cy ch  wewnątrz pewnych kolumn, których o s ią  
sy m e tr ii j e s t  to r  c z ą s tk i .  Średnica tych  kolumn j e s t  początko
wo bardzo m ała, le c z  w m iarę d z ia ła n ia  zjaw iska d y fu z j i po
w iększa  s i ę  w c z a s ie .  Obraz ta k i j e s t  potwierdzony p rzez fo to 
g r a f ie  torów c z ą s te k  jon izu jących  w komorze W ilsona.

W przypadku i s t n ie n ia  ta k iego  niejednorodnego rozkładu jo 
nów, zjaw isko rekom binacji jonów odgrywało znacznie w iększą  
r o lę  n iż  w przypadku ic h  równomiernego ro zm ieszczen ia . W tym 
przypadku n a leż y  m ieć na uwadze następujące-typy rekom binacji 
[19]: a )  elektronow a, b ) wyróżniana, c )  początkowa, k tóre mo

gą odgrywać tu  pewną r o lę ,  oprócz rekom binacji kolumnowej.
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N ależy te r a s  zbadać ja k ie  p rocesy  f iz y c z n e  zachodzą w tak  
p ow sta łej kolum nie. W momencie j o n iz a c j i  jony dodatnie i  ujem
ne zostaną wzajemnie r o z d z ie lo n e . W przypadku n ieo b ecn o śc i 
zewnętrznego p o la  e lek tryczn ego  w kolumnie pow stają pewne zmia
ny na k tóre sk ład ają  s i ę  dwa procesy; m ianowicie kolumna ro z
szerza  s i ę  na skutek  d y fu z j i,  a jed n ocześn ie  l ic z b a  i s t n i e j ą 
cych jonów u leg a  zm niejszen iu  na skutek  procesu  rekom binacji. 
Oba te  p rocesy  są  scharakteryzowane przez zwykłe prawa d y fu z j i  
i  rekom binacji, d la  których miarodajne są  w spółczynnik i odpo
w iednio d y fu z j i D i  rekom binacji^.Zatem  prawo charakteryzu
ją ce  proces d y fu z ji będzie:

= D div grad n = ńn.D (2.1 )

gd zie : n -  g ę s to ś ć  obu rodzajów jonów.

Prawo rekom binacji o k reś la  równanie Rutherforda:

| f = - c c n 2 ( 2 . 2 )

Zakładając, że oba rodzaje jonów p osiad ają  jednakowe prędkości 
oraz w ybierając za o s ie  kolumny, o s ie  układu współrzędnych cy 
lind ryczn ych , z r y s .  3 można wnioskować:

a ) szybkość zmiany g ę s to ś c i  n ie  za le ż y  od kąta ,

b) szybkość zmiany g ę s to ś c i  n ie  za le ż y  od w ysokości kolumny.

R ozpisując równanie ( 2 . 1 )  w u k ład zie  współrzędnych w alco
wych mamy:

d n  , ^  / h^n 1 9 n  1 d ^n  9 j i - .  / 0  _ \
d t  = ~ ^  2 + r  ' d r  „2 ^  + * 2^  ̂ *3 /d r  r  a f  dz

Z powyższych za łożeń  wynikają równania
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J e s t w ięc  w ido czn e , że w ró ż n y c h  k ie ru n k a c h  w ars tw  p o z io 
mych p ro s to p a d ły c h  do o s i  ko lum ny, szybkość zm iany g ę s to ś c i 
jonów obu znaków je s t  jednakow a, n a to m ia s t d ru g ie  z a ło ż e n ie  
pozw ala na ro z p a try w a n ie  t y lk o  kolum ny o dow olne j w yso ko śc i 
n p . ró w n e j 1 oo zn aczn ie  u p ra szcza  ra c h u n k i.

Rys. 3 . Obraz kolum ny w u k ła d z ie  w sp ó łrzę d n ych  walcowych
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Po u w z g lę d n ie n iu  równań ( 2 .4 )  rów nan ie  d y fu z j i  we w sp ó ł
rzę d n ych  w alcow ych p rz y b ie rz e  p o s ta ć :

Zatem ogó lne  rów nan ie  różn iczkow e  p rz e d s ta w ia ją c e  p roces za
chodzący w ko lum n ie  ma p o s ta ć :

9 n  ■nfśÓ l . 1 9 n '; w- 2 f  rs r \
d t  ^0 2 r  d r ^  “  ( 2 - 6 )

r

Równanie to  można ro zw ią za ć  metodą p rz y b liż o n ą ,  p o le g a ją c ą  
na szu k a n iu  c a łk i  rów nan ia  ( 2 .6 )  po zredukow aniu  c z ło n u  d ru 
g ie g o . Zatem w idoczne je s t ,  że rów nan ie  ( 2 .6 )  re d u k u je  s ię  do 
rów nan ia  ra d ia ln e g o  p rzew odn ic tw a  c ie p ln e g o  w c y l in d r z e :

dn ’ 1 9 n \  , .
5T - d<—  +

r

C a łka  szczegó ln a  tego  rów nan ia  ma p o s ta ć :

n* =
N

3T(4Dt + b )
exp ( -

4Dt + b
( 2. 8 )

g d z ie : N -  oznacza tzw . l in io w ą  g ę s to ść  jo n iz a c y jn ą  tz n .  l i c z 
bę jonów w ko lum n ie  p rz y p a d a ją c e j na 1 cm d łu g o ś c i ko lum ny, to  
je s t  pewną s ta łą  za le żn ą  od ś re d n ic y  kolum ny.

Ś re d n ia  o d le g ło ś ć  w s z y s tk ic h  jonów  od o s i w danym c z a s ie  
w ynosi ^

r  .  (x ( 4 D y , b2 ))2 (2 .9)



Matematyczne rozw ażania nad te o r ią  j o n i z a c j i . . . 93

Równanie ( 2 . 8 )  poka zu je  ja k  zm ie n ia  s ię  g ę s to ść  jonów  w 
ko lum n ie  pod wpływem samego z ja w is k a  d y f u z j i .  Lecz w rz e c z y w i
s to ś c i  ja k  wiadomo d z ia ła  je s z c z e  re k o m b in a c ja , co p o c ią g a  za 
sobą, że z je d n e j s t ro n y  k s z t a ł t  k rzyw ych  ro z k ła d u  zm ie n ia  s ię  
in a c z e j z czasem, n iż  w yn ika  to  z ró w n an ia  ( 2 . 8 ) ,  a z d ru g ie j 
s t ro n y  l ic z b a  c a łk o w ita  N zm n ie jsza  s ię  z czasem. Z a k ła da 
ją c ,  że na k s z t a ł t  k rzyw ych  ro z k ła d u  wpływa ta k ż e  l ic z b a  i s t 
n ie ją c y c h  jonów  N, w tedy rów nan ie  ( 2 .8 )  n a le ż y  uważać za 
ro z w ią z a n ie  ró w n a n ia  ( 2 . 6 ) ,  gdy N b ęd z ie  o k re ś lo n e  ja k o  
fu n k c ja  czasu .

Z a k ła d a ją c  zatem , że rów nan ie  ( 2 .8 )  je s t  ro zw ią za n iem  rów 
n a n ia  ( 2 . 6 ) ,  gdy N zm ie n ia  s ię  t y lk o  z czasem. Aby tę  fu n k 
c ję  w ła ś c iw ie  wyznaczyć podstawmy ( 2 . 8 ) do ( 2 . 6 ) otrzymamy 
ró w n a n ie :

dN  _______oCN2

d t 23T(4Dt + b2 )
( 2 . 1 0 )

Po s c a łk o w a n iu  ró w n an ia  (2 .1 0 )  o trzym a  s ię :

( 2.11 )

Po p o d s ta w ie n iu  ( 2 .1 1 )  do ró w n a n ia  ( 2 .8 )  o s ta te c z n ie  o trzym a 
s ię :

2

* — 2 )___________ o_____________  4Dt + b

1  * * 0  - i , i 4 D t  +  k 2  > X ( 4 D t  +  b 2 )
+ 83CD  ̂ , 2  '

b

D y fu z ja  spowoduje wyrównanie początkow o is tn ie ją c y c h  n ie 
je d n o ro d n o ś c i w ro z k ła d z ie  jonów , k tó r e  można uważać za zakoń
czone, gdy n a s tą p i z e tk n ię c ie  dane j kolum ny z s ą s ie d n im i.
0 i l e  w tedy  je s z c z e  z n a jd u je  s ię  w ko lu m n ie  część początkowo

( 2 . 1 2 )

exp(

N =
No  _

8JD v v 2 
b
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is tn ie ją c y c h  jonów , to  można p o w ie d z ie ć , że ta  część "u c h o d z i"  
w ko lum n ie  re k o m b in a c ji p rze z  d y fu z ję .  Te u c ie k a ją c e  jo n y  pod
le g a ją  je s z c z e  no rm a ln e j re k o m b in a c ji tz n .  że d la  każdego z 
ty c h  jonów  je s t  jednakowo prawdopodobne, że p o łą c z y  s ię  o n .z  
jonem innego  znaku, k tó r y  p o ch o d z i z in n e j kolum ny ja k  i  z tym , 
k tó r y  p och o d z i z t e j  samej ko lum ny. M o u lin  [12 ] p o k a z a ł ja k  
można z badań przeprow adzonych d la  gazów wyznaczyć w p r z y b l iż e 
n iu  l ic z b ę  jonów uchodzących.

D la  c ie c z y  o b l ic z e n ia  są d o k ła d n ie js z e  ch o c ia ż  w p rzypadku
1

j o n iz a c j i  p rz e z  p ro m ien iow an ie  oc t y lk o  o ko ło  " qq początkow o

is tn ie ją c y c h  jonów u c ie k a  z n ie j .  Aby w y n ik i te  można b y ło  po
równać z dośw iadczeniom , n a le ż y  d o k ła d n ie  sprecyzować co s ię  
rozum ie  p rze z  jo n  uchodzący. W tym c e lu  n a le ż y  s o b ie  w y o b ra z ić , 
że każda kolum na je s t  o toczona  walcem współosiowym  o p ro m ie n iu  
R r y s .  4 , p rz y  czym R b ęd z ie  porównywalne z ś re d n ią  o d le g 
ło ś c ią  dwóch kolum n.

I

Rys. 4 . W alec w spó łos iow y o to c z a ją c y  kolumnę

Każdy jo n ,  k tó r y  p rze z  p o w ie rz c h n ię  S w y jd z ie  na ze w ną trz  
n a le ż y  uważać za "u ch o d zą cy". C a łk o w ita  l ic z b a  jonów , k tó r e  
u s z ły  z ko lum ny nazywa s ię  " s t r a t ą  d y fu z y jn ą "  t e j  ko lum ny.
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L iczba  jonów dyfundujących  p rz e z  pow ie rzch n ię  S w c z a s i e  bę
d z ie  równa;

/mi « ~ s  . D . ¿-t ( 2 . 1 3 )

zatem

^ 1 „ - d s (2S) ( 2 .1 4 )
a t  va r ' R

90

dt  ( 2 .1 5 )« , -  - / » < ■ *

ponieważ

S » 23ER, (h  -  1 )

to  o ,

N. -  - f  ,2*RD(— ) dt (2.16)
' {  R

P o d s taw ia jąc  do ( 2 . 1 6 ) równanie ( 2 . 8 ) j e s t :

co 2
12d /    T ~o e x p ( -  -----   5-) d t  ( 2 .1 7 )

o ( 4Dt +
N. -  4R D #  - s - p  exp^- ------------ 2

Wprowadzając zmienne:
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równanie ( 2 . 1 7 )  p rzyb ierze postać:

/
N1 = -  J N + exp(-i$)d§ ( 2 . 1 9 )

U względniając równanie ( 2 . 1 1 )  b ęd zie:

l i  _ .  /  exp (-§ )d §___  / ,

i . < « o .  « o  1 '

1 + a m  ln  T

N ajdogodniej ca łk ę  ( 2 . 20 )  można zn a leźć  s to su ją c  całkowanie 
geom etryczne. W t a b e l i  I  przytoczono dane wynikające z obserwa
c j i ,  doświadczalnych oraz o b liczo n e  na podstaw ie wzoru ( 2 . 2 0 ) ,

.  r 2
przy za ło żen iu  * = ~  = 550, k tórą  to  wartość znaleziono

°  b
do świadc z a ln ie .

T ab lica  I

Rodzaj
środowiska

» i / s o
w artość dośw iadczalna w artość teore ty czn a

t / 2 1 ,0 0,97

pow ietrze 0,65 0,62

O
J

00

0 ,4 3 0,39

cs2 1,30 10"3 1,43 10"3

hexan 1,10 10"3 1,11 1 o”3

CCI.4 1,04 10“3 1,05  10"3
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Z powyższej t a b l ic y  j e s t  widoczna bardzo dobra zgodność war
t o ś c i  dośw iadczalnych z teoretycznym i zarówno d la  c ie c z y  jak  
i  d la  gazów. ^

N ależy zaznaczyć, że d la  c ie c z y  > 1 0 0  i  d la tego  war-
cCN ojiJL/

to śó  1 w porównaniu z -r-r- w c a łc e  ( 2 . 2 0 )  można zaniedbać,

zatem otrzym uje s i ę  równanie:

N1 8MD i exp(-!i)d& SMJD ? 1 \
T  = d T j  i  = oCN , Co o l  . O ON "  oCN ,o ov„ "o  o

1 T

gd zie : C oznacza w artość s t a łą ,  k tóra  d la  I = 550 wynosi 
C = 0 , 150 .  °

1 . S top ień  p r z y b liż e n ia  otrzymanego rozw iązania

Aby wzór ( 2 . 2 0 )  można było  porównać z doświadczeniem , n a leży  
ocen ić  s to p ie ń  p r z y b liż e n ia  ja k i j e s t  możliwy do o s ią g n ię c ia  
przy wybranym rozw iązaniu  równania ( 2 . 6 ) .

R óżniczkując rozw iązan ie ( 2 . 1 2 )  łatwo zn a le źć , że sp e łn ia  
ono n astęp u jące równanie różniczkowe:

2r

o r

Przedłożone równanie można in terp retow ać następująco: pro
ces d y fu z j i zachodzi według normalnego prawa i  również rekom
b in a cja  j e s t  proporcjonalna do n2 » le c z  w spółczynnik  remom-

1 , 2b in a c j i  ¡6 = — oCexp (----- ------—) n ie  j e s t  s t a ły .  W każdej c h w ili
4Dt + b

j e s t  on wewnątrz pewnego ko ła  m niejszy  od ot a poza tym kołem 
w iększy n iż  oC .
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2
Prom ień tego  k o ła  d a je  s ię  o k r e ś l ić  z ró w nan ia  exp( - )  =

4Dt+b
= 2. P rz e c ię tn ie  zmienny w s p ó łc z y n n ik  re k o m b in a c ji (?> zgadza 
s ię  z oC .

Ze sposobu o trz y m a n ia  ro z w ią z a n ia  (2 .1 2 )  w yn ika , że c a łk o 
w i ta  s t r a t a  re ko m b in a cy jn a  w c a łe j  ko lum nie  b ęd z ie  dobrze od
dana p rze z  rów nan ie  ( 3 .1 ) •

Łatwo je s t  s p ra w d z ić , gdy p o d s ta w i s ie  ro z w ią z a n ie  (2 .1 2 )  
do o s ta tn ie g o  c z ło n u  rów nan ia  ( 2 .6 )  lu b  ( 3 .1 )  i  n a s tę p n ie  
s c a łk u je  po c a łe j  k o lu m n ie . Można t u t a j  o trzym ać w a rto ś ć  l i c z 
bowej g ra n ic y  d la  b łę d u  p rz y  o b l ic z a n iu  s t r a t y  d y fu z y jn e j,  gdy 
to  o b l ic z e n ie  p rze p ro w a d z i s ię  ra z  na po d s taw ie  ró w n an ia  ( 2 .6 )  
potem na p o d s ta w ie  ró w n an ia  ( 3 .1 ) .

C a łk u ją c  ( 2 .6 )  po c y lin d rz e  o w yso ko śc i 1 od 0 do R i  na
s tę p n ie  c a łk u ją c  w edług czasu od 0 do co , to  można o trzym ać 
p rz y  zasto so w a n iu  prawa Gaussa na s t r a tę  d y fu z y jn ą  w y ra ż e n ie :

c o

*1 -  - f  ’D2t* $ ? ) s dt
*b

a n a lo g ic z n ie  z (3 .1  )

-R co ~R
=j [n ]  2r3Tdr -  J * 1^oCn''~2rXdr ( 3 .2 )

co /•* c o
R2 = y*D2R 3T(§^)r  d t J  [n ]^  2r3Tdr -

2 
r

e

- / d t / m i 2 — 4- - ‘,-2+ -°—  2r3Tdr ( 3 .3 )
o o



Matematyczne rozważania nad teorią jon izacji. 99

Podstaw iając do obu tych  równań rozw iązanie ( 2 , 1 2 ) ,  n astęp n ie  
ca łk u jąc według r  potem według t  oraz wprowadzając zmienne
( 2 , 1 8 )  to z ( 3 , 2 )  wynika

2 2
- S I -  R_ o t  ,

2 " ,  2 /  N e"5 dS, 2  ”  2 /  N ©

Ri = wo (e _ e  ) ”/ — r  (3,4)

1 +

a n a lo g ic zn ie  z (3*3)

R2

o

/

N e"  ̂ dl
o
oCN Ś

( 3 . 5 )

' +  83CD 1 §  I

Wyrażenie na R zgadza s i ę  z wyrażeniem ( 2 . 2 0 )  otrzymanym 
bezpośrednio z ( 2 . 1 2 ) .  Wartość ( 3 . 4 )  otrzymana z równania ró ż
niczkowego ( 2 . 6 )  j e s t  n ieco  różna od w a rto śc i ( 2 . 2 0 ) .  Gdyby 
( 2 . 1 2 )  było  śc is ły m  rozwiązaniem  równania ( 2 . 6 )  to  otrzymana 
bezpośrednio w artość ( 2 . 1 2 )  byłaby id en tyczn a  z w a rto śc ią
( 3 . 4)4 R óżnica pomiędzy ( 3 . 4 )  i  ( 2 . 2 0 )  o k reś la  zatem w artość  
osiąganego b łęd u .

Z otrzymanych w arto śc i liczbow ych wynika, że d la  rozp atry
wanego zakresu (I  zawarte między 500 i  1000) w yrażenia
( 3 . 4 ) i  ( 3 . 5 )  n iezn a czn ie  ty lk o  ró żn ią  s i ę  ty lk o  od s i e b ie .

cCN
Dla gazów (g d z ie  -r—  j e s t  m ałe) od ch ylen ie wynosi ty lk o  1-2%.

<*N
W przypadku c ie c z y  (7—y- > 1 0 0 )  od ch ylen ie j e s t  w ięk sze , wyno-

o X L )

s i  około 6-8%, a le  n a leży  w tym przypadku m ieć na uwadze że
1

s tr a ta  dyfuzyjna wynosi około -  -Q-- s t r a ty  rekombmacyjnej .
Im większe § to  znaczy im w iększa  śred n ica  c y lin d r a  C w

O
porównaniu z początkową śred n icą  kolumny, tym m n iejsza  będzie
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ró ż n ic a  m iędzy w yraże n iam i ( 3 .4 )  i  ( 3 . 5 ) .  D la  rz e c z y w is ty c h  
stosunków  ro zp a tryw a n ych  w ie lk o ś c i b łą d  n ie  p o w in ie n  p rz e k ro 
czyć wspomnianych w a r to ś c i g ra n ic z n y c h .

Z podanych w a r to ś c i lic z b o w y c h  w t a b l i c y  I  w yn ika  bardzo 
dobra  zgodność t e o r i i  z dośw iadczeniem , je d n a k  n ie  może być 
ona uważana za p o tw ie rd z e n ie  p rz e d ło ż o n e j h ip o te z y .  L ic z b a  
jonów, k tó re  u n ik n ę ły  re k o m b in a c ji na s k u te k  d y fu z j i  je s t  oczy
w iś c ie  pewną f i k c j ą ,  gdyż p rz y  jednakow ej p rę d k o ś c i obu ro d z a 
jów  jonów o ra z  p rz y  b ra ku  p o la  e le k try c z n e g o  o s ta te c z n ie  żadne 
jo n y  n ie  u n ik n ą  re k o m b in a c ji,  w tym k r y je  s ię  ta kże  niepewność 
z a ło ż e n ia  § = c o n s t.

4 . Rozważania matematyczne

Ze w zg lędu  na n ie zna czn ą  r o lę  d y f u z j i  ja k a  ma m ie js c e  w p rz y 
padku jo n iz a c j i  kolumnowej można z a ło ż y ć , że w s p ó łc z y n n ik  dy
f u z j i  jonów obu znaków je s t  w p r z y b l iż e n iu  równy z e ro . Z a ło 
że n ie  to  p o c ią g a  za sobą in n ą  p o s ta ć  w zoru  o k re ś la ją c e g o  ro z 
k ła d  jonów w o kó ł o s i  kolum ny, w tym p rzypadku  w zór ( 2 .8 )  
p rz y jm ie  p o s ta ć :

nc » ~^2  exP ("  % )  ( 4 * 1 )
3Cb b

Jak w idoczne je s t  ro z k ła d  te n  n ie z a le ż n y  je s t  od czasu , k tó 
rego ś re d n ia  o d le g ło ś ć  dana je s t  p rz e z  w yrażen ie

( 4 .2 )

P o d s ta w ia ją c  do rów nan ia  (4 .1  ) b = 0 to  w tedy w id a ć , że
l ic z b a  jonów N zachowuje sw oją w a rto ś ć , a n a to m ia s t n b ę -

c
d z ie  w szędzie  równe z e ro , oprócz w a r to ś c i r  = 0 , w tym p rz y 

padku n  b ę d z ie  re p re ze n to w a ło  n ieskończoną  g ę s to ś ć  o b ję to -  
c

śc io w ą . J e s t to  zatem p rzypadek id e a ln y ,  że w s z y s tk ie  jo n y  
będą d o k ła d n ie  m atem atyczn ie  rozm ieszczone na o s i  ko lum ny.
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Ponieważ w rz e c z y w is to ś c i b £ 0 , zatem n  b ę d z ie  w a r to ś c iąc
skończoną.

Równanie ( 4 . 1 )  p oka zu je  w ięc  ja k  zm ie n ia  s ię  kolumna w za
le ż n o ś c i od o d le g ło ś c i r  bez u w z g lę d n ie n ia  z ja w is k a  rem om bi- 
n a c j i .  A n a lo g ic z n ie  ja k  p o p rze d n io  można wyznaczyć za le żn o ść  
g ę s to ś c i l i  od czasu . Z ró w n a n ia  (2 .1 0 )  w yn ik a , że rów nan ie  
ró żn iczko w e  d la  N ma p o s ta ć :

dN cCN2 / .

= ( 3 ) 21b

R ozw ią zu ją c  to  rów nan ie  metodą zm iennych ro z d z ie lo n y c h  
otrzymamy

N
II = ----------- —---------  ( 4 . 4 )”t  OCR

1 -   f  . t
23Tb

Zatem rz e c z y w is ty  k s z t a ł t  k rzyw ych  ro z k ła d u  p rz y  u w z g lę d n ie n iu  
z ja w is k a  re k o m b in a c ji można ju ż  ła tw o  o trzym ać, gdy p o d s ta w i 
s ię  rów n an ie  ( 4 . 4 )  do w y ra że n ia  ( 4 . 1 ) .  O s ta te c z n ie  w ięc

N
n.oC oCN

1 -

23tb

exp ( -  ~ )  
________ b

3Tb2
( 4 .5 )

Jak w idoczne  je s t  l i c z b a  jonów  z m n ie jsza  s ię  w tym  wypadku 
s z y b c ie j z czasem n iż  w yn ika  to  z w y ra ż e n ia  ( 2 .1 2 ) .  Ze w zg lędu 
na t o ,  że w ko lu m n ie  i s t n i e j ą  jo n y  obu znaków w ięc  w yda je  s ię  
oczyw istym  z a ło ż e n ie  do tyczące  is t o t n e j  r o l i  s i ł  ty p u  ko lum - 
bowskiego, d z ia ła ją c y c h  m iędzy p oszcze g ó lnym i jo n a m i. Można 
zatem n ie  u w z g lę d n ia ją c  d y f u z j i  ro z p a try w a ć  t y lk o  wpływ s i ł  
kulom bówskich, k tó r e  pow odują n ie zna czn e  ro z s z e rz e n ie  kolum ny 
a co s ię  z tym  w iąże  o g ra n ic z a ją  wpływ  re k o m b in a c ji.
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W zw iązku  z tym  a u to r  za k ła d a , że s i ł y  tego  ty p u  spowodują 
wyrównanie początkow o is tn ie ją c y c h  n ie je d n o ro d n o ś c i w u po rząd 
kow aniu jonów , k tó re  można b ęd z ie  uważać za skończone, gdy ko
lumna z e tk n ie  s ię  z s ą s ie d n im i o to c z a ją c y m i ją  kolum nam i. "Za 
s t r a t ę "  kulom bowską" można by w tym  p rzypadku  uważać jo n y , 
k tó re  zo s tan ą  u s u n ię te  z kolum ny na s k u te k  d z ia ła n ia  s i ł  ty p u  
ku lom bow skiego. W p rzyp adku  s łu s z n o ś c i ty c h  za ło że ń  można by 
uważać, że w p rz y b l iż e n iu  s to su n e k  jonów  uchodzących do pow sta
ły c h  w ew nątrz kolum ny p o w in ie n  być o k re ś lo n y  w m yś l w zoru
( 2 . 1 9 ) równaniem j

'  N e^ d§

N1 = ~ f  cCN
1 -  - 2 -  t  

23Tb

zatem

( 4 .7 )

Po w ykonan iu  ca łko w a n ia

_ r£

r - — fc2) < ♦ • « )

0 ' - - 4 *
2Xb

Również można ta kże  te ra z  za ło ż y ć  a n a lo g ic z n ie  ja k  w p rzypadku  
ró w nan ia  ( 2 .1 2 )  że w yra że n ie  ( 4 .5 )  s p e łn ia  n a s tę p u ją ce  równa
n ie  ró ż n ic z k o w e j

§ f = - ( ? » n 2 ( 4 . 9 )



Matematyczne rozw ażania nad te o r ią  j o n i z a c j i . . . 103

g d z ie :  2
exp ( - p  

b
(?> = oC  r -----

2
Jak je s t  w idoczne  re k o m b in a c ja  je s t  p ro p o rc jo n a ln a  do n , 
le c z  w s p ó łc z y n n ik  re k o m b in a c ji n ie  je s t  s t a ły ,  w ka żd e j c h w i l i  
z a w a rty  on je s t  w ew nątrz pewnego k o ła  k tó re g o  p rom ień  o k re ś la  
rów nan ie

r  = b ^ l n  2 (4 .1 0 )

W tym p rzyp a d ku  ró w n ie ż  można o b l ic z y ć  w a rto ś ć  lic z b o w ą  b łę d u  
g ra n iczn e g o  p rz y  o b l ic z a n iu  s t r a t y  ku lo m b o w sk ie j, gdy o b l i 
cze n ie  to  p rz e p ro w a d z i s ię  ra z  na p o d s taw ie  ró w n an ia  ( 2 .6 )  a 
n a s tę p n ie  na p od s taw ie  ró w n an ia  ( 4 . 9 ) .  W o p a rc iu  o w y ra że n ie
( 3 .4 )  b ę d z ie :

e”^ d l o _
oCN 

 2_  t
2

23tb

Po w ykonan iu  ca łko w a n ia

/ 2RV / R‘
exp ( -  -= ■)  -  exp ( ------ ■i - iJ o 1

- r k  [ 
“  2

23Tb

(4.11 )



104 Tadeusz Zakrzewski

W o p a rc iu  o w zór ( 3 .5 )  można b ęd z ie  n ap isa ć

c 

/

iIQ e x p (-§ )d §

2 ™ ~JL ocF
’o 1 -  — 1 1  

23Cb

N
4R2 =

oCN
1 -

[ i  -  e x p ( -  ¿ ) ] (4 .1 2 )

23Tb

W yrażen ie  (4 .1 2 )  zgadza s ię  z wyrażeniem  ( 4 . 8 ) .  W artość 
(4 .11  ) je s t  n ie c o  ró żn a  od ( 4 . 8 ) .  R óżn ica  pom iędzy w a rto ś c ia m i 
(4 .11  ) o ra z  ( 4 .8 )  je s t  m ia rą  ja k ą  może osiągnąć b łą d . W p rz y 
b l iż e n iu  za g ra n ic z n ą  w a rto ś ć  b łę d u  można uważać w yra żen ie

¿B  = No je x p ( -  ™ )  -  e x p ( -  ~ ) j  ( 4 .1 3 )

W idoczne je s t ,  że otrzym ane z a le ż n o ś c i ró ż n ią  s ię  znaczn ie  
od w yrażeń o trzym anych  p rze z  G. J a ffe g o , je d n a k  n ie  są one o - 
p a r te  na nowym rów nan iu  różn iczkow ym , k tó re  by o p isyw a ło  w ła 
ś c iw ie  ro zp a tryw an e  z ja w is k a  i  d la  teg o  n a le ż y  do n ic h  podcho
d z ić  z dużą to le r a n c ją *

5 . Uwagi ogó lne

N a leży  p o d k r e ś l ić ,  że otrzym ane w zory są o p a rte  na o g ó ln e j 
t e o r i i  podanej p rze z  G. J a ffe g o  d o ty c z ą c e j jo n iz a c j i  kolumno
w e j.  A u to r  p o d k r e ś l i ł  w podanych ro zw ażan iach  m ożliw ość w ys tę 
powania s i ł  ty p u  ku lom bow skiego, podczas za n ie d b a n ia  d y f u z j i  
jonów . Jednak n ie  z o s ta ły  t u t a j  uw zg lędn ione  podstawowe z a ło 
ż e n ia  w yp ływ a jące  z p r z y ję te j  h ip o te z y .  Ze w zględu na to  w yra 
żen ie  ( 4 .8 )  a ta k ż e  rów nan ia  ( 4 .1 1 )  i  ( 4 .1 2 )  o k re ś la ją c e  g ra -
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n ic z n ą  w a rto ś ć  b łę d u  z o s ta ły  o k re ś lo n e  dosyć in t u i c y jn ie  w 
o p a rc iu  o ro z w ią z a n ie  podane p rz e z  G. J a ffe g o .

Chcąc ś c iś le  p o d k re ś lić  r o lę  s i ł  ku lom bow skich  n a le ż a ło b y  
w prow adzić nowe z a ło ż e n ia , k tó re  by d o ty c z y ły  ru c h u  jonów  w 
ic h  w łasnym p o lu  e le k try c z n y m . Z tym w iąże  s ię  podan ie  nowego 
ró w n an ia  różn iczkow ego , k tó re  u w z g lę d n ia ło b y  dwa zasadn icze  
z ja w is k a  t z n .  z ja w is k o  re k o m b in a c ji o ra z  z ja w is k o  ru c h u  jonów  
pod d z ia ła n ie m  s i ł  ty p u  ku lom bow skiego. W ydaje s ię  być bardzo  
in te r e s u ją c e  p rzeprow a dzen ie  a n a lo g ic z n y c h  rozważań d o ty c z ą 
cych  t e o r i i  j o n iz a c j i  w kolum nach w p rzypad ku  d z ia ła n ia  s t a łe 
go p o la  e le k try c z n e g o  odpow iednio  sk ierow anego do o s i  ko lum ny.

M aszynopis z łożo no  w R e d a k c ji d n ia  1 8 .11 .1966  r .
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TSOPBTIWECKME' MCCIĘHOBAHM TEOPHH H0HH3AIJHH ß KOJIOHKAX

P e 3 io M e

Ab t o p  om paH C L  Ha Teopm o Mo^Äoe n p o â ë jr  M aTeMaTonecKHe HCCJieÄOBaHHH 
TeopHH H0HH3aiXHH B K3JT0HK9K. IIpH 3T0M OÓpaTHJI BHHMaHH® Ha HaOTHHe 
c h ji KyjtoHOBCKoroi T a n a ,  a ^ a i a c e  y K a3aji b o sm o k h o ctb  nocTpoeHH H  hobhx 
ypoBHeHHM yHHTHBanmus poJtb aoieKTpHnecKux c iu r  a  ¿uiBJieKTpiiaecKioc 
ÄHJCKOCTHX.

MATHEMATISCHEN BETRACHTUNGEN ÜBER DIE 
IONISATION IN KOLONNEN

Z u s a m m e n f a s s u n g

Nach e in e r  eingehenden Besprechung der Theorie von J a f f e ,  be
sonders ih r e r  Übereinstimmung m it dem Experim ent, wird danach 
der Io h isa tio n sv o rg a n g  in  Kolonnen mathematisch u n tersu ch t.
Die D iffu sio n sersch e in u n g en  ausser Acht la ss e n d , werden fü r  
d ie  Ion en d ich te  während der I o n is a t io n , Formeln von neuer Ge
s t a l t  a b g e le i t e t .  D ie Voraussetzungen h in s ic h t l ic h  der Wirkun
gen von Coulomb-Kräfte verden d is k u t ie r t .


