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ROAMAZYWANIE ROANAN CRUGIEGD STOPNIA
SUNAKIEM

Wstep

W podreczniku autora "Sumek logarytmiczny” [1], przeznaczonym
dla inzynieréw, nawet bardziej zlozone zadania, jak liczenie
z dokfadnoscig do szesciu miejsc, wymegajg pamietania tylko
najprostszych wzorow, ktérymi inzynier stale sie po-
stuguje. Ta zasada, zeby (przynajmniej V odniesieniu do pewne-
go kregu czytelnikdw) radzi¢ sobie ogoélnie stosowanymi wzorami
i Srodkami, jesli inne nie dajg szczegodlnej korzysci, nie jest
niestety bynajmniej ogolnie stosowana i czesto dla rozwigzania
najprostszych rzeczy wyrega sie nawet od inzyniera praktyka
(zupeinie niepotrzebnie!) prawdziwej "ekwilibrystyki" metene-
tycznej. Tak jest miedzy innymi z rozwigzywaniem na suwaku
rownan drugiego stopnia metodg probowania. Metoda ta nie nada-
je sie do pierwiastkow zespolonych, wrega przyswojenia sobie
poza tym nie uzywanych regut rozmieszczenia pierwiast-
kdw, ktore sie momentalnie zapomina, a nawet przy ich znajo-
mosci znalezienie pierwiastkdw nie zawsze jest fatwe.

W niniejszym artykule zatozono, ze wspotczynniki rownania
sg dane tylko "z doktadnoscig suwaka' (tj. majg 34 mlejsca
Znaczace), przy czym pokazano, w jaki sposob, rozwigzujac row-
nanie wprost (nie przez prébowanie), nmoza szybko uzy-
ska¢ takg dokladnos$¢ rozwigzania, jaka jest przy danych wspoét-
czynnikach réwnania w ogéle mozliwa.

Teoria

Posta¢ rownania drugiego stopnia nadajgca sie do rozwigzywania
sumeakiem jest

X +px+q =0 @)
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(wspdiczynnik przy drugiej potedze niewiadomej rowny jeden,
dalsze wspoditczynniki rzeczywiste).

Przepisujemy to rOGwnanie w postaci

x+7 -(¢D) +q=0

czyli

Wielkosé
A = (g0

nezywary "wyréznikiem rownania’. Otrzymamy rozwigzanie

gdzie:
, X2 sg pierwiastkami réwnania,
Dla » >0 nany pierwiastki rzeczywiste, przy czym x>
(dla +Y) jest wieksze od X2,
dla » =0 - pierwiastek podwgjny,
dla . < O - pierwiastki zespolone.
Porownujac réwnanie (1) z rownaniem napisanym w formie

(x - x1)(x - x2) =0



Rozwigzywanie réwnan drugiego stopnia suwakiem 133

otrzymamy zwigzkKi;

XN+ X2

©))

ktérych uzyjemy do sprawdzenia rozwigzania i zwiekszenia jego
doktadnos$ci, w nastepujacy sposob.

Poniewaz pierwiastki sg

* __f+1*

zatem suma ich musi wypas¢ rowna - p. Ze wzgledu na b te -
dy wspoétczynnikow rownania iloczyn
pierwiastkow moze wypas¢ mniejszy lub wiekszy od q. Chcac po-
wiekszy¢ jego bezwzgledng wartos$¢, powigkszamy nieco bezwzgle-
dng wartosS¢ mniejszego pierwiastka, zmniejszajac
réownoczes$nie o tyle samo bezwzgledng warto$¢ wiekszego, tak
zeby ich suma pozostata niezmieniona. Przyrost wzglednie uby-
tek stanowi wiekszy procent w stosunku do mniejszego pierwiast-
ka niz w stosunku do wigkszego, zatem bezwzgledna wartos$¢ ilo -
czynu wzro$nie. Gdy bowiem oznaczymy ten przyrost przez +35
otrzymamy;

(I1X1] +6)(|x2] -6 ) = |X . x2| +5 (|x2] - ) - fi2

%2 mozna poming¢. Zatem gdy |x2j>jx~j to iloczyn wzroS$nie.

Pierwiastki zespolone

Xl2=a+"b
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mozeny zapisa¢ w formie wykladniczej;

X1l =r sr e+j]c
(r =Vg, "= arc cos — )

x2 =r =r gl” "

Stad:

X1 +x2 =2a =r+ r =2Re [r] =2r oo™ =- p

2 (G

x1 .x2:a2 +b2 =r° =q

tatwo wiec sprawdzi¢ tu rozwigzanie tak w formie algebraicznej
jak wykitadniczej.

Wykresline przedstawienie rozwigzania na rysunkach
1-5 wynika z rown. (2) po napisaniu Zamiast Q.

Przy tynmgdy -q jest ujenne, to

q=- ld

Czyli wtedy

Stad - w skrocie - nastepujgce zasady dla sporza<™
dzenia tych rysunkéw, ponocre do ich zapamietania:

1) odcinek o dtugosci rysujemy zawsze z poczatku wspot-
rzednych, Ya z punktu o odcietej ~\ ~ patrz rysunki
1-5 (wykonane dla dodatniej wartosci wspéiczynnika p).
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Pierwiastki zespolone: xr2 2~2 ~7"»

Rys. 4
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2) Dla dodatnich g

a) Gy < N (rys. 1-3 narysowane dla coraz wieksze-
g YY) to & i I[A sa przyprostokatnymi trojkata
prostokatnego w potkolu zakreSlonym na  j™|. Pier-
wiastki sg rzeczywiste.

b) Gdy tH tl (rys. 4) to »f przeciwprosto-
katng trojkata prostokatnego. Pierwiastki sg zespo-
lone.

3) Dla ujermnych q (rys. 5)s
my&jest przeciwprostokatng trojkata prostokatnego. Pier-
wiastki sg rzeczywiste.
Iiglac w pamieci powyzsze rysunki i obliczywszy na suwaku
nozaty ocenicé natychmiast (row-

niez w pamieci) wartosci pierwiastkbw rownania. |1 tak dla do-
datnich q, gdy jest maly wobec |£] pierwiastki be-

da oddalone od siebie, lecz jednakowego znaku (rys. 1). Gy <4
bedzie bliski |+, otrzymany pierwiastki blisko siebie lezace
(rys. 2), gdy rowny j - pierwiastek podwojny (rys. 3). Gdy
A E | tQ pierwiastki sg zespolone (rys. 4). Przy uenmym
pierwiastki sg rzeczywiste, najbardziej od siebie oddalone i
przeciwnego znaku (rys. 5*

Mazeny tez wwielu wypadkach szybko oceni¢ w pamieci licz-
bong wartos¢ iA . Np. p - 1 jest nieco mniejszy od 5,
"\NoN + 1™ nieco wiekszy od 5, +4 & 1»4.45, - 4 -
=, , @ o3 =3

Oczywiscie przy dokladnym liczeniu liczymy rownaniem 72)

i sprandzamy przy ponmocy 2wiazkow (3).

Z rysunkéw 2-4 widaé, ze dla pierwiastkbw z b li z o -
nych do pierwiastka podwdéjnego
najmniejsza zmiana wartosci g w stosunku do |£] powoduje
bardzo znaczne zmiany \a , ktdérego warto$¢ zmienia sie nawet

rzeczywistej na urojong gdy Y| staje wiekszy od
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Zatem gdy wspotczynniki rownania sa dane tylko *z doktadnoscig
suwaka” (nmogg by¢ nawet dane dok+adn|ej, ale nie mozeny ich
dokladniefj uwzglednic na suwaku), musimy tu spe-
cjalnie zwroci¢ wege na mozliwe bledy. Podana poprzednio re-
guta zmiany wartosci iloczynu x* . x2 przez zmiane wartosci

mniej szego pierwiastka w jedng strone przy rowno-
czesnej zmianie wartosci wiekszego w strone przeciwng, nie
noze byC stosowana, gdy wartosci pierwiastkbw sg mniej wiecej
rowne. Chodzi o to, jak wyznaczy¢ dokiladnie réznice miedzy

a |f], gdy obie wartosci sg obarczone bledami, ktorych
znany tylko granice dodatnig i ujemng. ZAneary, ze wartos¢
wypada tu znacznie wieksza od bledow wielkosci j ™1 1 'F

Z drugiej strony widzimy ze zwigzkéw (3), ze wartosc ilo -
czynu X2, ktorej choemy uawaC do sprawdzenia pierwiastkow,

zalezy tylko od btedu wielkos$ci a.
Widzimy to takze z obliczenia wartosci z rown. (2):

Xix2=0\ +y™*x_\ -yi m(f) “ &~
-af -[(H2-.] =*

mcem bitgd wielkosci | | eliminuje sie z obliczenia tego ilo -
Czynu.
Liczymy zatemm VA w sposOb nastepujacy:
Oznaczajac bezwzgledne bledy wielkosci - |r i q przez —
i — (2, obliczamy najpierw wielkos¢

(-fii,)2~ CH2T Pi,
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'"doktadnie] metodg powiekszenia doktadnosci kwadra-
tu podang w [1], przy czym blad +pd™ pozwalatam oceni¢ licz-

be miejsc z jaka nmozeny liczy¢ (2. Np. (8+7?) =7208,

+7
co nweny zapisaC 7210 (trzy miejsca znaczace). Pomija-
+2
jac nastepnie btad liczymy

tylko z btedem o™

vie ) - (ax«2) =n[(f) - gl ¢«

Otzymanry stad nastgpujagce granice warto-

Sci pierwiastkow:
a) Gy jest rzeczywisty:
x1=-" o -&+
X2 =-]-~A ido -2 -iti'
2 2

XIX2=(8) -A=q+062 o () -A"=q-02

b) Gdy tP jest urojony:

C = - fm
1,2 2

X, :S@ +A =qg-<5b do @) +A'=qg+ &

Zatem granice iloczynu x™x, =q=* § wypadajg zgodne z za-
fozonymi.

W przyktadach przyjeto, ze dokfadnos$¢ wspot-
czynnikow rownania wynosi od 1 do 25%©0, zaleznie od gestosci
dzialek skali D swweka wroznych jej czesciach, zatem bt g d
wspolczynnikéw jest =+ 0,5 do—+ 1,25%w0, zgodnie z [1] .
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Przyktady

1) x2-3,978.x 42554 = 0
+2 +1

i =+ 1,98ﬂg + %,9592 - 2554 =+ 1,989 +
-aN3%6 - 255 =+ 1,980 — ™41 = Lfcl,989 (por. rys. 1,
I+1'188 lecz -\ jest
tu dodatnie)
x1 =+ 3,177 x1 + x2=+ 3,978

X2 a+ 0,801 X2 =+ 2,545

NapisaliSmy pod wspélczynnikami réwnania mozliwe ich bledy.
1,9892 czytamy na skali kwadratowe] wmiejscu gdzie nozna od-
czyta¢ tylko trzy cyfry, bierzemy wiec tez tylko 3 cyfry licz-
by g otrzymujemy ze znacznym bledem.

lloczyn pierwiastkéw wypadt za maly. Podwyzszajac wartosc¢
mniejszego pierwiastka o 0,003 i obnizajgc jednoczesnie o tyle
saro wartos¢ wiekszego otrzymany:

0,804 . 3,174 =2,554.

Zatem,
» + 3,174
+2
X_ «+0,804 (tj. nie 0,805 ani 0,803)
+5
Dokfadnos¢ nie da sie powiekszy¢, z ponodu bledu z jakim

jest dany wspotczynnik p.
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2) x2 + 3,955.x + 0,1616 =0
+2 +1

X, 2-" 1»9774 £ -\3,91 - 0,16 = -1,9775 £ 73,75 =

977
= 9 (rys. 1, lecz Vg« ™)

+1,937
x| = 0040™ X1l +Xx2=- 3,955
X2 = 3,914™ X2 =+ 0,1586

Poniewaz x1 jest kilkadziesigt razy mniejsze od X2,
zmieniamy tylko xj do wartosci takiej zeby iloczyn pierwiast-
kdw wypadt 0,1616, mianowicie X =-0,0413. Warto$¢ x2

45
przyjmujemy dla otrzymania sy -3,955 na X, =-3,914.
+2 +2
XN daje sie tu zatem obliczy¢ z wartosci iloczynu x™? =(

z dokiadnoscig do trzech miejsc znaczacych pewnych, w
miejsce niepewnych dwoch.

3) - 169,8.x - 45 =0 (q ujenne, por. rys. 5, lecz - 7
i1 +5 dodatnie)
X1,2 =+84»9 z + 425 = +849 £+ 7635 = [+87*4
nie- nie-
pewne panne

X1 =+172,3 X1 +x2 =-+69,8
X2 = -25 X™0 =-431 (za duzo)

Wartosci x™2 =-425 odpowiada x2 =-2,465 przy nie-
zmienionym x>,
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4) x2 +169,8.x + 7190 =0
+1 15

X =-84,9 + ~7208 - 7190 =-84,9 = -JI8 =
* 5 15 \+5

=-84,9+(3,6 do 4,8) (por. rys. 2).
Wyjasnienie:
Wbbec tego, ze pierwiastki sg bliskie pierwiastka podwojnego
®® w g, musiny liczy¢ dokfadnie. Kwadrat liczby 84,9 ob-

Vs
liczamy wedlug [1] w nastepujacy sposob:
842 = ' 7056
168,9.09 = 132
i  *8
7208
+8
2
Bierzemy Srednig =7208 1 liczymy A tylko z

bledem liczby q,rowym +5. Stad granice pierwiastkow:
3 =-81,3 do -80.1
x2 =-88,5 do -89,7

Sprawdzenie:

x™»2 liczymy doktadniej, wediug [2] w nastepujacy sposob:
Przesungwszy przecinki o jedno miejsce wstecz, rozbijjamy x»
na czes¢ catkowitg A i uamkowg X, na B +[3> x™N =
= (@a+0C)(b+]|?=) =AB + A@+ oc(B +£) =AB + AR + otb,
gdzie b =B +fi .
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Zaten

'AB = &4 &4
8,13.8,85 = <A = 6,8 8,01.8,97 = - 7,76
ocb = 1.15 .0.09
71,95 71,85
Otrzymujemy wiec: x™»2 =7190 (zgodnie z Q).
15

5) x2 + 0,2245.x + 0,01260 =0
+1 +1

11 22¢ + -»10,01260 - 0,01260 =
J 1 @) +

(rys. 2-4).
Wyjasnienie:
Kwadrat liczby 0,1122" obliczamy doktadniej wedtug [i] , liczac

35
kwadrat liczby 11,225 w nastepujacy sposob:
45

112 - 121
22,22.0,225 = 5,0
15 + 1
126,0

+ 1
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Zasadniczo wiec nmany pierwiastek podwdéjny x1 9=

= 01122, 0. Uwzgledniajac jednak btad wspoéiczynnika g,
mozeny tez mie¢ pierwiastki zespolone o skrajnych wartosciach

XI 2=0,112%i j 0,00316
albo dwa pierwiastki rzeczywiste o skrajnych wartosciach

c, - - 0,10909

X2 =- 0,11%4.,

Sprawdzenie:
X.,x0 =O,1122,2. =0,01260 przy pierwiastku podwojnym,

= (0,1122t)2 - (j 0,00316)2 =0,01260 skrajna wartos¢
B +1
przy pierwiastkach zespolo-
nych,

=(0,1122 )2 - (0,00316)' =0,01260 skrajna wartos¢ przy
-1 pierwiastkach rzeczy-
wistych.

6) x2 - 6,20.x - 0,2532 =0
45 +

x1 9=+4310i "\|960 + 0,25 =+3,10- 978 =
+5

=+3,10 — 3,14 (por. rys. 5).

X, =+46,24
xN = -0,04



144 Julian Bory
"Wartosci - -0,2532 odpowiada x2 =-0,406 przy nie-
Zmienionym

7) x2+159,7.x +21 220 0O
+1 +1

X, 0- -798~ + M6380 - 24 290 =-79,8™ = ‘N-14 8/0 =
1»2 _Js ' +1 5 1 1

=-79,8 - j 1219 - 1457 123 127 (por. rys. 4).
15

Sprawdzenie:

XIx2 - 145,72 =21 290.

8) x2 - 6,20.x - 10 020 =0

45 45
x1 =+4+3,10i -VI0+ 10 020 =+ 3,10 + W0 030 =
* +5 5 25 5
x1 = +103,25 x1l + x2 = 6,20

x2 = - 97,05 x1x2 = 10 020
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FEUBE yraE-HS 11 CTHHE-H HA IDrAPMNIECKORt JVHEIKE
PeskMe

CocTaBlJieHH npocTHe nepTexH, no3BOJiHBmHe cpa3y se opaemapoBaTLCH b
BeloiaHHax h Bimax KopHea ypaBHeHHE. 110Ka3aHO0, ksk mosho npa pemeHHH
ypaBHeHHH Ha JiorapH$MHHecKol jmeiuce upsMo (He npodyn) h npa ko3$$h-
mieHTax ypaBHeHHH, ashhhx c¢ tovhoctbio JiorapH$MHHecKo2 jaineMu, nony-
HHTB TaKyiO TOHHOCTB pemeHHH, K8K&H BO3MOSHa B ftaHHHX yCJIOBHHX.

THE SCLUTION CF SEOOND-DECGREE BQUATIONS BY MEANS CF
A SLIDE-RULE

Summary

Simple drawings were being.mede, which gave a clear picture of
size and kind” of the equations rogts. It wes that in the
equation solution by meas of a slide-rule, when a direct ne
thod has been used,” instead of a trial method and when the equa
tion coefficients were given with the slide-rule exactness, a
nmadmum presision possible in these conditions could be re



