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CESAN KLUCANY

0 PEVNYCH WARUNKACH STABILNOSCI DLA ROANANIA
RMNCKOAED X" + f(x,x") =0

Streszczenie. X pracy tej podano pewne warunki
stabilnosci dla rozwigzan réwnania rézniczkowego
drugiego rzedu (1). Dla uzyskania ich wykorzysta-
no w pewien specjalny sposob idee Lapunowa, tak
ze w otrzymanych warunkach sama funkcja Lapunonwa
nie wystepuje.. Ich charakter jest czysto jako-
Sciowy. Podane przykifady wskazujg, ze warunki te
mogg mieC liczne zastosowania.

1. Modyfikujac w pewien sposob metode Lapunowa otrzymujenty w
nocie niniejszej proste twierdzenia dotyczace stabilnosci roz-
wigzania zerowego rownania rozniczkowego

X+ f(x,xX) =0 @)

przy zalozeniu, ze rozwigzania tego réwnania rozwazane w
ptaszczyznie fazowej nawijajg sie dokotla poczatku ukiadu.

Podanmy najpierw nastepujaca definicje.
Definicja. Rodzine krzywych potozonych w ptaszczyznie
Xy nagwmany rodzing L , jezeli sg spelnione nastepujace we-
runki:

a) kazda krzywa rodziny jest krzywg Jordana ztozong ze
skonczonej liczby tukdw regularnych i zawiera w swoim
wnetrzu poczatek ukladu wspdélrzednych O,

b) jezeli krzywa nalezy do rodziny, to przez kazdy punkt
Jjej wnetrza poza poczatkiem uktadu O przechodzi do-
ktadnie jedna krzywa rodziny.
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Roanezmy teraz uklad dwoch rdwnan rézniczkowych:

x'=g(x,y), y'=h(xy). (2)

Zakladamy, ze funkcje g(x,y) i h(Xx,y) sa ciggte w zbio-
rze spojnym D, ktoéry za wyjatkiem poczatku ukiadu jest pokry-
ty przez krzywe rodziny L . Zakladamy takze, ze rozwigzania
uktadu (2) sa jednoznaczne w D, a punkt O jest punktem oso-
bliwym ukiadu (2).

Niech H(X,y) oznacza wektor prostopadty w punkcie (X,y)
do przechodzacej przez ten punkt krzywej rodziny L i skiero-

wany na zewnatrz krzywej. W przypadku, gdy krzywa przechodzaca
przez (X,y) hie maw tym punkcie okreslonej stycznej, wektor
H(X,y) jest prostopadly do stycznej prawej lub lewej.

2y jeszcze przez P(X,y) wektor o wsp6hzednych
g(xy) i h[x.y).

Jest oczywiste, ze jezeli wobszarze D iloczyn skalarowy
(F,.N) jest uermy lub rowny zeru, to rozwigzanie zerone ukia-
du (2) jest stabilne, a jezeli ponadto ten iloczyn skalarowy
jest yjenmy w co najmniej jednym punkcie kazdej krzywej rodzi-
ny to rozwigzanie zerone jest stabilne asymptotycznie.

2. Powyzsze uwagi zastosujemy teraz do rOwnania (1). Zastg-
pimy to réwnanie przez ukiad

x'=y, Yy =-f(x,y). )

Y/pronadzimy nastepujace zatozenia:
HIPOTEZA A

1° Funkcja f(x,y) jest ciggta w otoczeniu S poczatku ukia-

du O, a rozwigzania ukladu (3) sa w tym otoczeniu jed-
noznaczne ,,

2° rozwigzania ukladu (@) nawijajg sie okoto punktu O,
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Rodzine L krzywych nozna skonstruowaC w rézny sposob. Zau-
waaTy najpierw, ze istnieje liczba 6 > 0, taka ze dla o<lika
tuk catki ukiadu (3) wychodzacej z punktu (8,0) po vwykonaniu
pétobrotu dokota punktu O spotyka oS X w punkcie (17,0).
Jezeli 8< 0O, to ™ >0, a tuk catki zawarty miedzy punkta-
mi (8,0) i (E ,0) jest zawarty w poiptaszczyznie y 3» O.
Jezeli $>0, to 8§~ < 0, atuk, o ktérym nona jest za-
warty w drugiej potptaszczyznie.

Roanezmy najpierw pierwszy z tych przypadkow. ITiech
y = (X,8) S< x ™", bedzie rGwnaniem tego tuku. Bez 0-
graniczenia ogolnosci nweny przyjaé, ze dla 0, kazda
z krzywych przedstawionych rownaniem

y2 =*2(x,y), 8§ X £ |1t -6< &<0 (4)

jest zawarta w otoczeniu S .

latwo widaé, ze rodzina krzywych danych wzorem (4) jest ro-
dzing krzywych L w sensie definicji podanej w punkcie 1.

Przypus¢émy, ze punkt (X,y), y 5 0, lezy na jednejz krzy-

(4). Wektor 1I(x,y) okreslony w punkcie 1 na wspéirzedne

(f(x,y),y). Punkt (x,-y) lezy na tej samgj krzywej, a z uwagi
na symetrie krzywej wektor 1l1(x,-y) ma wspohzedne (f(x,y),-y).
Wynika stad, ze iloczyn skalarowy w punkcie (x,-y),(y5= 0),
wyraza sie wzorem

F.N) =y[f(x,-y) - f(x,y)]. )

Oczywiscie, ze w punkcie (X,y), y = 0) jest(P»>N) =0.

Postepujac podobnie w drugim przypadku, gdy 8§ >0, otrzy-
nmany inng rodzine L krzywych, lecz wartos¢ iloczynu skalaro-
wego w punkcie (X,-y), gdzie teraz vy 0, jest takze dana
wzorem (5), a w punkcie (X,y) jest rowna zeru.

Zaunezry, ze prawa strona wzoru (5) jest funkcjg parzysta
ze wzgledu na .
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Z tych rozwazan i poczynionych uweg wynika nastepujace
TWERDZENIE 1.

Jezeli zatlozenia Hipotezy A sg spetnione, to rozwigzanie
zerone rownania (1) jest stabilne, stabilne asymptotycznie lub
niestabilne odpowiednio do trzech warunkdw nastepujacych:

@ yIf(xy) -f(x,-y)]=0 w S,

& y[*C**) f(x,-y)I3»0 w Si istnieje tuk wycho-
dzqcy Zz punktu 0O, na ktorym poza sarym punktem O

jest y[f(x,y) - f(x,-y)] > O.

) yIfxy) - f(x,-yT| s 0 w S i na peanym tuku,
opisanym w (> Jesty(f(x y) - f(x,-y)I < O.

Rodzina krzywych L noze byC takzeskonstruowana, gdy wez-
memy pod wmege tuki rozwigzan wychodzacych z punktu (0,7),
i?7>0, (lub i?7< 0), zav/arte w polptaszczyznie x 0 (lub w
poiptaszczyznie x<0). Te przypadki nogg by¢ przedyskutowane
w sposéb zupetnie analogiczny. Wwyniku otrzymamy nastepujace
TWERDZENIE 2.

Jezeli zatozenia Hipotezy A sa spetnione, to rozwigzanie
zerone rownania (1) jest stabilne, stabilne asymptotycznie lub
niestabilne odpowiednio do nastepujacych trzech warunkow:

@) ylfxy) +H(-x,y)] 33 0 w S,

fy) yIf(x,y) H(-x,y)| 5 0 w 3 istnieje tuk wycho-
dzacy z punktu 0O, na ktérym poza samym punktem O

jest y[f(x,y) +f(-x,y)j = 0,

) Y[f(x,.y) H(-x,y)J ™ w S i na paanym tuku
Orgsanymwgfy)J)est y(Jf(Xy) +f(-x,y)] < 0.

Uwag a. Dla prostoty zakladaliSmy wHipotezie A ze
catki ukladu (3) nawijajg sie dokota poczatku uktadu wspoirzed-
nych. Wrzeczywistosci, dla donodu twierdzenia 1 wystarczy za-
fozy¢ zamiast tego, ze dla 8 dostatecznie matych, tuk caitki
wychodzacej z punktu (8,0) spotyka oS X po raz pierwszy w
punkcie o odcietej | takiej, zel*™ <O ize ™ da



O pewnych, warunkach stabilnosci dla réwnania. 151

zy do zera wraz z | . Analogiczng wage nozna uczyni¢ odnosnie
Twierdzenia 2.

Zastosowania. Stosujgc do nizej podanych funk-
cji Twierdzenie 1 (przypadki a) do e)) lub Twierdzenie 2
(d) -(f) przekonamy sie z fatwoscia, ze w kazdym z tych przy-
padkdw rozwigzanie zerowe réwnania (i) jest stabilne asympto-
tycznie.

a)

o)

d)

2 . 3 2
f(x,y) =oX+&Yy +gy~ +g(x,y") + h(xy),
gdzie cC(?,~ o0znaczajg state dodatnie dowolne,
g(x,y2) =0(r2), h(x,y) =o(r3), r2=x2+y2 X~

féx,y) =oox +6/2n+1o+ xg{x,xf} + y%]ﬁ’{x;y)‘f
>0, >0, gxy ) =0(r), h(x,y) =0(r),

f(X,y) =ocx +EX7Y +g(x.y>) +Xyh(x.y),
€> 0, {£>0, g(x,y2) =0(r2), h(x,y) =0(r),

f(x,y) =00 +@Xy +xg(x*,y) +xyh(x,y),
<€>0, @>0, g(x,y) =o(r), h(xy) =0(n),

f(x,y) = otx +£x4y +xg(x2,y) + xdyh(x.,y),
0oC>0, (Z==0, g(x2y) =o(r), h(x,y) =0(n),

f(x,y) =ox + <y +xg(x ,y)xy h(xy),
>0, "j=0,9(x2,y) =0(r), h(x,y) = 0(n).

Symbol p(x,y) =o(rn) oznacza, ze istnieje stata M taka,
ze dla dos¢ malych r jest p(x,y) sS Ml



152 Czestaw Kluczny

We wzorach tych mozna oczywiscie potozyé h(x,y) = O lub

g(x,y) = 0. Wystepujacy w kazdym z tych przypadkéw czton
csx ze wspoéiczynnikiem a dodatnim zapewnia nawijanie sie ca-
tek uktadu (3) dokota poczatku ukiadu wspoirzednych.
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O HEKOTOHIX yCJICBHHX yCTQJ'VBOOM HBVEFVH
JUR yPABHEHMA  x7= f(X,X- )

pe3Rme

B 9TO0 padote ;naHH HeKOTopne ycjroBHff ycToflnuBOCTH rjih t phbhhJtbHoro
pemeHHH ypaBHeHaa (1). 3th|‘écéJiOBHH noJiy*eHH no cnemJajtBHOM npraeHe-
hhh men J&myHOBa n y hhx ecTBeHHHit xapaxTep.

ON SOI}/EE ST;ABILITY CONDITIONS FOR THE EQUATION
X" = f(x,x

Summary

In this paper are given some stability conditions for the ze-
ro-solution of the equation above. They are obtained by appli-
cation in a special way the idea of Lyapunov and are of quali-
tative character.



