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W pracy tej zajmuję się oszacowaniem modułów współczynników w 
klasie funkcji analitycznych średnio jedno lirotnych o środku 0 
(w sensie M. Biernackiego)'' których rozwinięcie w szereg 
Laurenta dla |z| > 1 ma postać

jest analityczna w obszarze |z| > 1 z wyłączeniem bieguna w 
z " 0 0  i  średnio jednokrotna o środku 0 w tym obszarze, to

Korzystać będę z następujących twierdzeń:

Twierdzenie 1. Jeżeli funkcja

Z  “ M 2« 1-
n=t1

0 )
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Twierdzenie 2. Jeżeli funkcja

C
n  
nz

jest analityczna w obszarze |z| >1 z wyłączeniem bieguna w 
z = oo i  średnio p-krotna o środku 0 w tym obszarze, to

oo

2  “ N 2 < 0 -
n=-p

Twierdzenie 2 zastosuję do kwadratu funkcji f(z), który na 
mocy twierdzenia M. Biernackiego 2 jest funkcją średniodwu
krotną o środku 0 dla |z| > 1.

Mamy więc w tym przypadku 
oo

£  ( b - 1 )  2 ,  ( 2 )

n=1

gdzie

[ ¥ ]
1 - ( - 1  )n  2C , = > 2 b. b/ . N ., +  br n+ 2 b .n-1 k (n-1 ;-k 2 fn-11 n

k=1 L 2 J

Znane dotychczas oszacowanie modułu współczynnika b̂  otrzy
muje się z nierówności (1 ) pomijając po lewej stronie 
wszystkie nieujemne wyrazy oprócz wyrazu n-tego. Oszacowanie 
to ma postać

g ( z )

oo

= 2 -
I t a - P
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Lepsze oszacowanie modułu b można uzyskać wykorzystując 
łącznie nierówności (1 ) i  ( (3).

Rozważmy w tym celu nierówności

i— ]L 2 J  1 /  1 i  ?

^  2 bk b(n-1 )-k + 2 b[— ]+ 2 ^

+ n|b I 2 1I n|

^  —2 _
n-1

otrzymane z (1) i  (2 ) przez pominięcie po lewych stronach obu 
nierówności pewnej nieujemnej sumy wyrazów. Przy oznaczeniu

"I2 bk = \*  ^  b(n-1 )-k = b(n-1 ) - k ’  k  =  1 » 2 »  *  * * >[~]»

gdy n nieparzyste

b = b ., n-1 n-1

nierówności te przyjmują postać
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\  Ta, b /  1 \ , +  2  b  ^  — T .  /  k  (,n-1 ) -k  n  n-1
k = 1

2 (4)

Znalezienie z tych nierówności najlepszego oszacowania mo
dułu sprowadza się do znalezienia największej wartości
jakąjnoże przybierać ten współczynnik przy wszelkich układach 
|b̂  ,b-3, ... ,bn ĵ z zachowaniem warunków (3 ) i  (4)»

Nie pomniejszając ogólności możemy przyjąć, że współczynnik 
b jest rzeczywisty i  ujemny.

ii&HIstotnie, gdyby bn = |̂ n|e gdzie , to można by
zastąpić badanie modułów współczynników funkcji f(z) badaniem 
modułów współczynników funkcji

A s )  =

gdyż moduły współczynników tej funkcji są równe modułom współ
czynników bn funkcji f(z) przy czym n-ty współczynnik funk
c ji jest rzeczywisty i  ujemny.

V/ dalszym ciągu zakładamy, że n >3. Kres górny |b*| war
tości modułu współczynnika b ze względu na wszystkie układy

irtu pu  ̂ I 2
liczb ,b2,...,bn_2> jest większy od ~ •

Istotnie przyjmując bu = b„ = ... = Ta P = 0 otrzymujemy
«1 1 2  ^ n**

|bn| = — P̂ zy czym nierówność (3 ) jest ostra. Przyjmując
więc b̂  , b2, ... ,bn rzeczywiste, dostatecznie małe i  takie,

[ ¥ ] _  ^
żeb.y ^  bk b('rL_1 ^  > 0 otrzymujemy pewne bn < - -  .

k=1
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Lemat 1
Niech |b*| oznacza kres górny wartości modułu współczynni-

I ł l  I (rsJ ^
ka bn ze względu na wszystkie układy liczb |b ,̂b2,..., 
b̂  2} spełniające nierówności (3) i  (4). Irzy wszelkich 
b1,b',ł ...,b 2 spełniających wraz z b* nierówności (3 ) i
( 4 ) mamy

f f l

+ n b*n 1 , (5)

k=1

M
V  bv b, . v , + 2 b*> k (n-1 )-k n

k=1

n-1* (6)

Dowód
Rozważmy trzy przypadki.

1° Przypuśćmy, że przy pewnych b̂ ,b2, . . . ł̂ n-2

m

£  ł< k l \ | 2 + ) -k |2 ) + 11 <  U  O')
k=1

[ ^ ]

2
k=1

r\J r\j \u
b. b/ . \ . + 2 b ■*- — -r.k (n-1 J-k n n-1 (6’)
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Wtedy istniałoby takie 8 > O, że zwiększając |b*| o £ 
ostre nierówności (5) i  (6), wobec ciągłości ich. lewych stron, 
można byłoby zachować. To jest niemożliwe wobec maksymalności

2° Przypuśćmy, że przy pewnych b̂ ,b2, . . . f n̂_2

k»1

l
k=1

<V r\j u.

b, b/ -iNi + 2 b k (n-1 )-k n
2

n-1 * ( 6 ) M

Wówczas wobec ciągłości lewej strony nierówności (6)" można 
tak zmniejszyć , |b2| ,..., powiększyć PSI ażeby
ostra nierówność (6)” oraz równość (5 ) zostały zachowane, co 
wobec maksymalności PSI jest niemożliwe.

Przypadek jb̂  = *** = |°n~2| = 0 êst niemożliwy
ponieważ z (6)" otrzymalibyśmy, że

1 i 2|b * J <■ , co jest niemożliwe.

3° Przypuśćmy teraz, że przy pewnych b̂ ,b2,..»,bn 2

m

+ (n"1-k)P(n-1)-k|2) + n bn2<1' (5)”

k a ł
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W

I
OJ j,

b, b/ ,, \ , + 2 b* k (n-1 ;-k n

k=1

2
n-1 * ( 6 )"

rv> ojMożna tak zmienić argumenty liczb kj£*'b(rL  ̂  ̂  ̂ me zmie
niając ich modułów, ażeby suma

[ ¥ ]
rv» ryj

H - \ b , b /  \ , = R ek (n-1 ;-k

k=1

przybrała dowolny argument i  zachowała swój moduł. Ponieważ
1 I 2 ~ ~R > 0, wobec |b*| > — yYT więc przez powyższą zmianę, 

zmieniając 0 i  nie zmieniając b*, można by zmniejszyć lewą
stronę (6)'", gdyby 0 > 0 i  otrzymać przypadek 1°, co niemożli
we . A więc

0 * 0, H > 0.

I ryj |  ryj .  . f v  ■

* r  2 I * * * * * Pn-2l liczb
|b° | , |b°|, . . . , |b̂ _2| tak ażeby
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to wówczas suma H pozostanie nadal rzeczywista dodatnia i  
zostanie powiększona. Wobec tego na to, ażeby zachodziła rów
ność (6)'", moduł współczynnika |b*| musi być powiększony (przy 
czym dla C dostatecznie bliskich 1 nierówność (5)'" zostanie 
zachowana) wbrew temu, że jest on maksymalny.

Jeżeli kres górny |b*| jest osiągnięty przy pewnych b̂ , 
1d2 , . , .  *^n „ 2 * t o  i l o c z y n y

Lemat 2

są rzeczywiste i  nieujemne

Dowód
Z ostatniego dowodu wynika, że

m

ks1

Istnieje składnik

E e ( & 0 ) _ *  ) ł
'  '  O

(7 )
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Oznaczmy

~ ±Ak n o  i '̂ (n-1 )-k
bk = ?k e * (n-1 )-k = $ (n-1 )-k ;

\  +liS(n-1 )-k = k̂* k =

Udowodnimy, że każdy iloczyn b̂ n ^  ̂ jest rzeczywisty. 
Kiech y k =■ O,, k * ko, Im(bt  ?{n_, J_k) +

+ lm(\  ?(n-1 )-k 5 - VO o

®k?(n-l)-k sin ',’k +?k«(n-1)-k s in fk "°k- 
'  0 0 o

Oznaczmy dalej

- *^ k V -1  )-k> + Re(Sk Sn-1 )-k ) - 
'  0 0

= ?kS(n-i)-k • 003 V  ? ko9(; _ ^ k 0

Przyjmując (8) ze stałym jako warunek uboczny traktujemy

p(̂ k»̂ kô  âlco funkc^ zmiennej 
Rozważmy dwa przypadki
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Wówczas zachowując warunek (8) a więc i  rzeczywistość H 
można przez odpowiednią zmianę <fk i  zwiększyć wyrażę-
nie (9). Wtedy suma H także się zwiększy»

Możemy więc przez zmianę wartości ^  i  zwiększyć
sumę H, a następnie przywrócić jej dawną wartość przez odpo
wiednie zmniejszenie modułów , |b21,.»»,| 2|. Wtedy
równość (6) zostanie zachowana natomiast równość (5 ) przejdzie 
na ostrą nierówność co wobec Lematu 1 jest niemożliwe.

2° Niech dP(fk, f kQ)
d f k

a  0 .

Wtedy z (9) otrzymujemy

f t o )

 - -§k§(n-1 )-k sin- k̂ -

- § k 9 ( n - l ) - k S i n f k i r 1 -  °> <"> '  / r> O k

^ k o

natomiast z (7 ) i  (8) dostajemy

d f ,  ^
ko _?kg(n-1 Vk C°s f k

d̂ k £k§ (n-1 )“k cos'i7
o ' o

t

k
o

stąd

d ^ " " ....... "  “ ? k ? ( n - l ) ^ s i n f k “ C 0 S ^ k  *
0 .
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co daje w rezultacie

tg f k = tg fkQ,

stąd

^ k  = ^ k  + mk 9r’ ^“ k  = °*  1 * _1 ^

Wstawiając f k, k= 1,2,... do sumy H otrzymujemy

i f k P r ]  1)\ 3r
H = e 0 "/* ! Q k ? (n-1 )-k§ , m, = 0.

k=1 o

Ponieważ suma H jest rzeczywista więc

^k = m3C i  'P. = (m + m, )X.o k v -c'

Dalej pokażemy, że iloczyny bk b̂ n 1 ) k rLieuÓemne* 
Przypuśćmy a contrario, że istnieje takie jQ, dla którego

b. b/ . v . <  0. (10)
¿o ( n “ 1 )“ Jo

Ponieważ H > O, to istnieje taki wskaźnik ĵ , że
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Niech

b. %, ^ . + b. b, , = c1. (1 2 )D0 (n-1)-do D1 (n-1)-31

Wobec (10) i  (11 ) można tak zmniejszyć J , p(n_i)_j j ♦

|̂ j | * |̂ (n 1) j | * ażeby warunek (12) był zachowany. Wtedy

równość (6) będzie spełniona natomiast równość (5 ) przejdzie 
na ostrą nierówność, co wobec lematu 1 jest niemożliwe.

Lemat 3
Kres górny modułu współczynnika |b*| jest osiągnięty dla

¿Bi <v<*.pewnych rzeczywistych i  nieujemnych b*, b2,...,b  2*

Dowód
Z Lematu 2 wynika, że kres górny |b*| jest osiągnięty przy 

pewnych ,b2, . . . 2 takich dla których iloczyny

\  k(n-l)-k k = [V]
są rzeczywiste i  nieujemne. 

Jeżeli więc przyjmiemy

to równości (5 ) i  (6) zostaną zachowane.
Z Lematu 3 wynika, że poszukiwanie maksymalnej wartości 

(b ) sprowadza się do poszukiwania sup |bn| przy rzeczywistych
i  nieujemnych ^ ,b2, ... ,bn_2« Mamy więc znaleźć maksymalne 
|bn| spełniające układ nierówności (3) i  (4) przy rzeczyvis- 
tych nieujemnych b̂ , k = 1,2,...,n-2 i  ujemnym b̂ .
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Należy zauważać, że ¿eżeli nierówności (3 ) i  (4) zachodzą 
dla pewnych b̂  t...,bn__2 to zachodzą one również dla
ry j t y j  t y j  ~ 0  ^

ó1 ,b2, ... ,bk_1 *\ * \ +1»• • • *b(n_i )_k_i * (n-1 )-k’ (n-1 )-k+1 * * * * *

bn-2
takich, że

K

«VQ ^ 0  ^  *\J
bk b(n-1)-k = bk b(n-1 )-k

K  ł  i ”-1-11) h(n-1 )-k bk + b(n-1 )-k-

Stąd wynika, że przy ustalonych ^ ,b2, ... ,bk_̂ , b  ̂ o«»,

b(n-1 )-k-1’b(n-1 )-k+1’ *‘ ‘ ,bn-2 nierówności (3) i  (4) będą za
chodziły j eżeli przyjmiemy

\  ?(n-1 )-k = const- (l3)

i  że wyrażenie k b̂  + (n-1-lc) b^ -]  ̂ k minimalne.
Mamy więc do rozwiązania zagadnienie znalezienia ekstremum 
funkcji dwóch zmiennych b̂  i  b(n -j ) y z warunb::i-em ubocz
nym (1 3)- 
Przy oznaczeniu

-  /  *V \  « J ?  /  v » \iP  „ r y j  r y j(̂b, ,b/ . >. . ) = k b, + (n-1-k)b/ . \ . + X b. b/ . n ,1 ' k* (n-1 J-k7 lc v 7 (n-1 J-k k (n-1 J-k

mamy
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= 2<n- 1- k ^ (n-l )-k + ^(n-1 )-k (n - 1  )- 

x \

= O

3(n-1 )-k " " 2(ii-1-k) * ( U )

Jeżeli b, 4 O to K2 = 4k(n-1-k),

stąd

<v» ]£
b(n-1 )-k * 1n-1-k k' (14)'

Gdy b̂  = O, to vrobec (14) b̂ n  ̂  ̂  ̂ = O i  związek (14)‘ rów
nież zachodzi.

Podstawiając teraz (14 )' do lewych stron nierówności (3 ) i
(4 ) otrzymujemy

[ ¥ ]

k=1

fK>P O
k b, + n b < 1 lc n (15)

f e l l  
| L 2  J r

I2V
k ~2T T  bf + 2 b n-1-k k n n-1 (16)
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Wybierzmy dalej spośród wartości k  ̂ 1,2,..», j^” Jdowolne 
dwie nps i, j  gdzie i  < j.

Jeżeli nierówności (15) i  (16) zachodzą dla pewnych
b-j .. o i i  to zachodzą one także dla takich b-j,...,

r r Jr<j c° *yo ty ty -»-t -i i ' i
bi-1 >bi ,bi+1»• • • • i-1 * .1 * 1+1 * • * * * j~n-1 j których

<^r? ~2 • ry2
i  b. ł  j b ,  b . + 3 b . .

i  Ć] J

Wobec tego nierówności (15) i  ("16) będą zachodziły także wtedy, 
g d y

. ~2  . v2.1 b. + a b.

będzie minimalne, przy warunku

*• <17>

Mamy zatem znów zagadnienie znalezienia ekstremum funkcji 
zmiennych b̂ , b z warunkiem ubocznym (17 )•
Przy oznaczaniu
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otrzymamy

a f ( b . , b . )  r— r -
—U U -  - 2 b. ( i + - 0,db. x v 1n-1-x' *x

d < S , , b . )  i :----

— • f d r j ) = 0 -
c)

Gdyby b. i  0 i  b . ^0 to byłoby

(i-j)[(n-l) - (i+j )] = 0. (18)

Ponieważ i*j oraz i  + j < n - 1 warunek (18) nie może za
chodzić«

Wynika stąd, że co najwyżej jeden ze współczynników b̂ , 
k = 1,2,..., m  jest różny od zera. Otrzymujemy więc

k bf + n b̂  ^ 1,k n ’

M  - i d t ż  '’U l S r -

Przy maksymalnym jak łatwo zauważyć, ostatnie nierów
ności przechodzą w równości. Mamy więc

~2 *2k b. + n b = 1 k n

2^k(n-1 -k) |b* | - kb^ = ̂ Ęj^k(n-1 "k)‘
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Ostatecznie otrzymujemy

n|t*|2 ■: 2 f C ^ j  |b* | "̂ k(n-1»k) » 1 - 0 ,  (19)

ponieważ pochodna

ił -1' 2 k / 1 , i T  ■.

2 n y  2 ~]jk(n ^  - k )

gdzie

a funkcja y(k) określona równaniem

n y2 2~̂ k(n ó ■ k) y - n-1 -k) » 1 - 0 ,

y  >

jest niedodatnia, więc |h*| spełnia równanie (1 9 ) dla k=1. 
V/ohec powyższego otrzymujemy następujące oszacowanie na

( On
r

»”̂ n-2 -¡-'̂ n»2+n + O
h _n| n

Uwzględniając większą ilość wyrazów w nierównościach (3) i
(4 ) polepszyłem w przypadku funkcji o współczynnikach rzeczywis-
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tych oszacowanie na |b̂ |, a panowie A. Badura, R. Liguda i  C. 
Wojciechowski na M -  N  1 M 1 polepszenia tych oszacowań 
są jednak nieznaczne.

Rękopis złożono w Redakcji dnia 23.11.1966 r.
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HcnoJi30Byx)C HepaBsHCTBato (1) h (2 ) a  noaym/i oueincy

. + ^ n - 2 +n ( - f t e p + 1
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l n|

AK ESTIMATION OP THE n-th COEFFICIENT OF FUNCTIONS 
CIRCUMFERENTIALLY OUTSIDE THE UNIT DISC

S u m m a r y

In this paper I interest in the estimation of the moduli of 
the coefficients of the functions circumferentially univa
lent outside the unit disc with the origin as centre (in the 
sense of Biernacki)1 which Laurent series expansion is:

, U
f ( z )  = . * H

n=1 z

Due to the inequalities (1) and (2) I have obtained the 
estimation

\ \ \  J ----------------1------------n  —


