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OSZACONMNIE MODUU WEPGLCZYNNIKA U FUNKCII
ANALITYCZNYCH SREDNIO JHONCKROTNYCHAL
ZABANNATRZ KA HONCSTKOAESO

Wpracy tej zajmuje sie oszacowaniem moduldw wspotczynnikow w
klasie funkcji analitycznych $rednio jednolirotnych o srodku O
(w sensie M. Biernackiego)" ktorych rozwiniecie w szereg
Laurenta dla |z] > 1 ma postac

Korzysta¢ bede z nastepujgcych twierdzen:

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja

jest analityczna w obszarze
z "o

lzZl > 1 z wwylaczeniem bieguna w
i Srednio jednokrotna o $rodku O w tym obszarze, to

Z “M 2« 1- 0)
n=tl
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Twierdzenie 2. Jezeli funkcja

jest analityczna w obszarze |z] =1 2z wwiaczeniem bieguna w
Z =oo I Srednio p-krotna o srodku O w tym obszarze, to

00

2 “N 2<0-
n=p

Twierdzenie 2 zastosuje do kwadratu funkcji f(z), ktéry na
mocy twierdzenia M Biernackiego 2 jest funkcjg sSredniodwu-
krothng o srodku O dla |7 >1.

May wiec w tym przypadku

00

£ (b-1) 2, (2)
=1
gdzie
[¥ ] 1)
_ 1-(-1 )n 2
G = > 2 b(n—l E\lk"' -1+ 2 Dy
k=1 L2J

Znane dotychczas oszacowanie modutu wspolczynnika b™ otrzy-
muje sie z nieréwnosci (1) pomijajac po lewej stronie
wszystkie nieujemne wyrazy oprécz wyrazu n-tego. Oszacowanie
to ma postac
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Lepsze oszacowanie modulu b nmozma uzyska¢ wykorzystujac
facznie nierobwnosci L) i (  (3).

Roanezmy w tym celu nieréwnosci

+ nibdlz 1

i__2 ] 1/ 1i ?
)
~ 2bkb(1)k+ 2 bR ]+2~ nI

otrzymane z (1) i (2) przez pominiecie po lewych stronach obu
nierdbwnosci pewnej nieujemnej sury wyrazow. Przy oznaczeniu

"I2 bk =\* N bErL)K =b(rL, « o - 1o P[]

gdy n nieparzyste
n1’

n1

nierédwnosci te przyjmujg postac
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Y K% b/(,n-f)-k vz, R )

k=1

Znalezienie z tych nierownosci najlepszego oszacowania no-
dutu sprowadza sie do znalezienia najwiekszej wartosci

jakgjnoze przybiera¢ ten wspotczynnik przy wszelkich ukiadach
o™ b3, ... ,bn 1y z zachowaniem warunkow (3) i (4)»

Nie pomniejszajac ogolnosci mozeny przyjaé, ze wspolczynnik
b jest rzeczywisty i ujemjy.
Istotnie, gdyby bn = |’Y1|e"&H gdzie , to nmozma by
zastgpi¢ badanie mopdutdw wspolczynnikéw funkcji  f(z) badaniem
rmdulc};/v wspOtczynnikéw funkcji

A s) =

gdyz moduty wspétczynnikdéw tej funkcji sg rowne nmodulom wspot-
czynnikbw bn funkcji f(z) przy czym n-ty wspotczynnik funk-
cji jest rzeczywisty i ujemny.

V dalszym ciggu zakladamy, ze n >3. Kres gomy |b*] war-
tosci modulu wspdéiczynnika b ze vvzgleduAnall \Zlvszystkie ukiady

liczb e ,512,...,bn_2> jest wiekszy od —~ -
Istognilezprzyjmuja‘c u =b, =... Z-Eln**P =0 otrzymujemy
In|] =— P~zy czym nierownos¢ (3) jest ostra. Przyjmujac

wiec BN, b2,...,bn rzeczywiste, dostatecznie nmale i takie,

[ ¥ ] _ :
zeby ™ bk b(L1™ > 0 otrzymujemy pawe bn< - -

k=1
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Lemet 1

Niech ||b.ﬂ oznacza kres gorny wartosci modrquu wspotczynni-
ka bn ze Wwzgledu na wszystkie uktady liczb  [B~b2, .. .,
b™2} spehliajgce nierownosci (3) i (4). Irzy wszelkich
bl,b't...,b 2 spekiajacych wraz z b* nieréwnosci (3) i

(4) nay

ffl
+nby o ®)
k=1
M
V> bK b(n-l Y—k +2 bﬁ n-1* @)
k=1
Doncd

Roanezmy trzy przypadkKi.
1° Przypus¢my, ze przy pewych b™Nb2,...¢¥N-2

m
£ t<kl\|2 + )-k[2)+ 1L < U 0"
k=l

[~ ]

(AN} r\j

D o b2 b, (6)

k=1
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Wedy istniatoby takie 8> O, ze zwiekszajac |b*] o £

ostre nieréwnosci (5) i (6), wobec ciggtosci ich. lewych stron,
mozma: byloby zachowa€. To jest niemozliwe wobec maksymalnosci

2° PrzypusCmy, ze przy pewych b™Nb2,...fMm_2

kol

I By By 1iic + 2 by > (6)M

k=1

Wonezas wobec ciggtosci lewej strony nieréwnosci (6)" nozma
tak zmniejszy¢ , |b2],..., powiekszy¢ PSI| azeby

ostra nierownos¢ (6)” oraz rownos¢ (5) zostaly zachowane, co
wobec maksymalnosci PSI  jest niemozliwe.

Przypadek jo™ = = |'n2] =0 “est niemozliwy
poniewaz z (6)" otrzymalibysmy, ze

12 i . .
[o*J < , CO0 jest niemozliwe.

3° Przypusémy teraz, ze przy pewnych b™Nb2,..»,bn 2

+ (N"1-k)P(n-1)-k|2) + n bn2<1' B)”

kat
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W

2 "
g(n—:l:’\k"'Zb n1* (6)

k=1

Mozna tak zmieni¢ argumenty liczb I‘GE‘Qb(rL AN me zmie-
niajac ich moduldw, azeby sura

[¥ ]

H- \b| @? R e

(13K =
k=1

przybrata dowolny argument i zachowata swdj modut. Poniewaz

R> 0, wobec |b*] > £ 3'/Y2T wiec przez powyzsza zmiane,
zmieniajgc O i nie zmieniajgc b*, nozma by zmniejszy¢ lewg

strone (6)™, gdyby O > O i otrzymaC przypadek 1°, co niemozli-
we. A wiec

0*0, H=0O0.

|1 [ryj . fv =

*r 2 |*pn-2| liczb
Ib° |, |b°], ..., |p™ 2] tak azeby



160 Karol Pethe

to wowczas suma H pozostanie nadal rzeczywista dodatnia i
zostanie powiekszona. Wobec tego na to, azeby zachodzita row-
nos¢ (6)"™, modut wspdiczynnika |b*] musi by¢ powiekszony (przy
czymdla C dostatecznie bliskich 1 nierédwnos¢ (5)"' zostanie
zachowana) worew temu, ze jest on maksymalny.

Lemat 2

Jezeli kres gorny |b* jest osiggniety przy pewnych b7,

02,.,. *n,,2* to iloczyny

sa rzeczywiste i nieujemne
Doncd
Z ostatniego dowodu wynika, ze

Istnieje skiadnik

Ee(&0 Y * )t (7)
T oo
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Ozneczmy

~ +AK n o "n1)-k
bk =?ke * (@@m1)-k=%(1)-k ;

\ 1)k =% k =

Udowodnimy, ze kazdy iloczyn bm ™~ N jest rzeczywisty.
Kiech y k =0,, k *ko, In(bt ?{n, JKk) +

+In(\ , ?(1)-k 5-V
®k?(n-)-k sin’yk +?k«(n-1)-k = sinfk "°k-

Omeczy dalej
-*Nk V-1 Yk + Re(SkO Sn—l)—ko) -
=?kS(n-i)-k « 0BV  ?ko9(; _ "™ kO

Przyjmujac (8) ze stalym jako warunek uboczny traktujemy

p("™Nk»>™ko™  “dloo funke”™ zmiennegj
Rozwezimy dna przypadki
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Wonwezas zachowujac warunek (8) a wiec i rzeczywistos¢ H
nmozna przez odpowiednig zmiane <k i zwiekszy¢ wyraze-

nie (9). Wtedy suma H takze sie zwiekszy»
Mozermy wiec przez zmiane wartosci ™ i zwiekszy¢

sue H, a nastepnie przywréci¢ jej dawng wartos¢ przez odpo-
wiednie zmniejszenie moduldw , |b21,.»»,]  2]. Wtedy

rownos¢ (6) zostanie zachowana natomiast rownos¢ (5) przejdzie
na ostrg nierownos¢ co wobec Lematu 1 jest niemozliwe.

2° Niech dP(fk, f kQ)

a 0.
dfk

Wredy z (9) otrzymujemy

f to)
- -8k8(n-1 )-k sin-"k -

Nk o
—§kg(.n—|)—l§>8infkoi rkl— °>

natomiast z (7) i (8) dostajemy

df, A
ko _?kg(n-1 Vk Cs fk
"k £k(;§ ("1 )“ko cos'i7k

0

stad

... " «9k?2(n-1)rsinfk“C0SAk *
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co daje w rezultacie

tg fk =tg fkQ
stad
AK = Ak 4+ mkOr Atk = °x 1x 1A
Wstawiajac fk, k= 1,2,... do sy H otrzymujemy

ifk Pr] )\ 3r
H=e 0 '»~1Qk?(1)k8 , m =0.
k=1

Poniewaz suma H jest rzeczywista wiec

Nk =m3C i 'Pk=(/m+m_ex.

Dalej pokazemy, ze iloczyny bk brm 1) k rLieuGenme*
Przypus¢my a contrario, ze istnieje takie jQ dla ktérego

b. b/ .v . < 0. (10)
(0 (n*“1)“Jo

Poniewaz H > O, to istnieje taki wskaznik j», ze
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Niech

0 7\ =
O *(n-1)-co * P P(n-1)-31 = (12)

Wobec (10) i (11) nozma tak zmniejszy¢ J, p(ni jje
N 1> 1 j|* azeby warunek (12) byt zachowany. Wedy

rownos¢ (6) bedzie spetniona natomiast rownos¢ (5) przejdzie
na ostrg nierdwnos¢, co wobec lematu 1 jest niemozliwe.

Lemat 3
Kres gérny modulu wspélczynnika |b*[ jest osiggniety dla
pewnych rzeczywistych i nieujemnych b b2,....b 2*

Donad
Z Lematu 2 wynika, ze kres gorny |b*| jest osiagniety przy
pewnych ,b2,. . . 2 takich dla ktérych iloczyny

\ k(n-D-k k = [V]

Sg rzeczywiste i nieujemne.
Jezeli wiec przyjmiemy

to rownosci (5) i (6) zostang zachowane.

Z Lematu 3 wynika, ze poszukiwanie maksymalnej wartosci
(b ) sprowadza sie do poszukiwania sup |n| przy rzeczywistych
i nieujemnych  ,b2,... ,bn 2« Mary wiec znalezé meksymelne
|bn] spetniajgce ukiad nieréwnosci (3) i (4) przy rzeczyvis-
tych nieujemnych b™N k =1,2,..., n-2 i yenmym b
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Nalezy zauwazal, ze (,ezell nierownosci (3) i (4) zachodzg
dla pewnych ™ t ,bn 2 to zachodzg one rowniez dla

OLb2, ... bk 1A * \ +lmestr(n i) K i* (N1 )-K (-1 kel oo

bn-2
takich, ze
QQ ~0 NA
bk b(n-1)-k =bk b(n-1 )-k
KK t i7-1-1) h(n-1)k bk + b(n-1 )-k-

Stad wynika, ze przy ustalonych ~ ,b2,... bk b ™ oo,

b(n-1 )-k-1'b(n-1 )-k+1' * * ,bn-2 nieréwnosci (3) i (4) beda za-
chodzity j ezeli przyjmiemy

\ ?(1)-k =const- (13)

i ze wyrazenie k b™+ (n-1-Ic) b 7Nk minimalne.

Many wiec do rozwigzania zagadnienie znalezienia ekstremum
funkcji dwoch zmiennych b™ i b(n §) y z waub:ilanubocz-

rym (13)-

Przy oznaczeniu

/i/(bk*gl(n-I T—k>/ =k 5Ic * /91'1'k)vpilp(n-1 Yk * Xrﬁlﬁl(n-l NAS

nany
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(1)K = 2n-1-kA(md yk + ~ O
X\ (U)
1)k " " 2(ii-1-k) *
Jezeli b 4 0O to K2 =4k(n-1-k),
stad
w» E ,
b(n-1)-k * 1n-1-k k' (14)

Gy b~r=0, to wobec (14) bn ™M™ =0 i zwigzek (14) row
niez zachodzi.

Podstawiajac teraz (14) do lewych stron nierownosci (3) i
(4) otrzymujemy

el .
Izvﬁ( B¢ +2 b, 1 (16)
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Wybierzmy dalej sposrod wartosci k ™ 1,2,..», j° Jdowolne

dwe nps i,j gdzie i < j.
Jezeli nierbwnosci (15) i (16) zachodzg dla pewnych

bj ..0 il to zachodzg one takze dla takich b-j,...,
9 rrd g *yo ty ty » 40! i
bi-1 = ,bi+1»eeee -1 * 1* 14 *e** j1]] ktérych
bt o B s B2
i g J

Wobec tego nieréwnosci (15) i ('16) beda zachodzity takze wtedy,

gdy
18 +a¥.

bedzie minimalne, przy warunku

*e <17>

Maty zatem zndw zagadnienie znalezienia ekstremum funkcji
zmiennych b bz warunkiem ubocznym (17 )=

Przy oznaczaniu
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af(b.,b.) _ F—r -
U T 2B T anawe T O

d<S,,b.) i :
— 5 efdrj)=o0-
Gy b. i 0 i b.”~0 to byloby
(-PDL(n-1) - (+j)] =0. (18)

Poniewaz i*j oraz i +j<n- 1 warunek (18) nie noze za-
chodzic«

Wynika stad, ze co najwyzej jeden ze wspolczynnikow b
k=1,2,..., m jest rézny od zera. Otrzymujemy wiec

kb|12+nb(r;’\l,

M -idtz "U ISr-

Przy meksymeinym jak tatwo zauwazyC, ostatnie nieréw-
nosci przechodzg w réwnosci. Mary wiec

B rn i =1

27k(n-1-K) |b*| -kb~ =NEj~AKk(n-1 "K)*
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Ostatecznie otrzymujemy
njt*|2m2f C ~ j |b*| "N(-1»k) »1-0, (19
poniewaz pochodna
12k / 1,iT m

2 ny 2 ~]jk(n * - k)

gdzie
a funkcja y(k) okreslona rownaniem
ny2 2~"¥Ynomk) vy - n1-k) »1-0,
y >

jest niedodatnia, wiec || spetnia réwnanie (19) dla k=L
V/ohec powyzszego otrzymujemy nastepujgce oszacowanie na
(&

;
» Y2 -2 +0
" — n

Uwzgledniajac wigkszg ilos¢ wyrazdw w nierownosciach (3) i
(4) polepszytem w przypadku funkcji o wspdlczynnikach rzeczywis-
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tych oszacowanie na |b, a panome A. Badura, R. Liguda i C.
Wojciechowski na M - N 1 M 1 polepszenia tych oszacowan
sa jednak nieznaczne.

Rekopis zlozono w Redakcji dnia 23.11.1966 r.
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OliatkKA MOEJ 3! bn O/HKDIW OYHOIMCTTHUA B GPESEEM BHE EOTWHOIrO KP3TA

Pe3dme

anw O uenpe Nmﬁb%n(tqle )b%

JroeH e kotoptk b paa Jopema ecT

f(z) =z+2 g
n=1 2

HcnoJi30Byx)C HepaBsHCTBato (1) h (2) a noaym/i oueincy

+An-2+n (-ftep +1
I n

N(ES'I'II\/A'I'IG\ICP'I'I—En th COEFFICIENT CF RUNCTIONS
CIRCUMHERENTIALLY QUTSICE THE UNIT DISC

Summary

In this er | interest in the estimation of the moduli of
the coefficients of the unctl%ns circumferentially univa-
lent outside the unit disc with the origin as centre (in the
sense of Biernacki)l which Laurent serles expansion is:

, U
f(z) = . * H
n=1 z

De to the inequalities (1) and (2) | have obtained the
estimation




