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Streszozenie. Artykuł niniejszy stanowi próbą za­
stosowania teorii prooesów stochastyoznyeh do bada­
nia "losu" dyfundująoego w strefie aktywnej reak­
tora jądrowego neutronu termioznego. Statystyczny 
oharakter omówionyoh poniżej zjawisk, pozwolił za- 
modelować procesy dyfuzji, pochłaniania i rozszcze­
pienia tak, aby spełniały one kryteria stawiane 
procesom MARKOWA [1] , [2] . W dalszej ozęśoi pracy 
rozwiązano równania K0IM0G0R0WA [1] , [2] , metodą 
funkoji tworząoej C2]. Rozwiązanie problemu spro­
wadziło się do znalezienia całki równania RICCA- 
Tlego. Rozwiązanie otrzymano (rozkład prawdopodo­
bieństw poszozególnyoh prooesów w funkoji czasu), 
w postaoi szeregu funkcyjnego. Po sprawdzającym 
tok obliozeń zbadaniu zbieżności i sumy uzyskanego 
szeregu, znaleziono charakterystyki przejścia dla 
kilku stref aktywnych jednorodnych nieskończonych 
reaktorów na U-235, z moderatorem grafitowym. Dane 
liozbowe dotyczące przekrojów czynnych na występu- 
jąoe reakcje jądrowe zaczerpnięto z [3]• Porówna­
nie otrzymanych wyników z innymi istniejącymi roz­
wiązaniami wypadło pozytywnie, co pokazano w końoo- 
wej części artykułu.

1. Zjawiska z którymi spotykamy się w wielu dziedzinach 
współczesnej fizyki i teohniki można podzielić na dwie obszer­
ne grupy.

Do grupy pierwszej zaliczymy procesy zdeterminowane, procesy 
których przebieg przy znajomośoi pewnych parametrów możemy jed­
noznacznie określić. Za przykład tego typu zjawiska może posłu­
żyć sprężyste zderzenie dwóch kul. Znając ich masy, prędkości, 
oraz kierunku ruchu przed zderzeniem, możemy jednoznacznie 
scharakteryzować ioh ruoh po zderzeniu (oozywiśoie przy pew­
nych założeniach upraszczająoyoh).
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Drugą grupę zjawisk stanowią prooesy stoohastyozne (przy­
padkowe). Niemożliwym jest np. jednoznaczne odtworzenie ruchu 
cząstki materii dyfundującej pośród innych cząsteczek, właśnie 
z powodu przypadkówośoi tego prooesu.

Możemy tu jednak opierająo się na matematyoznej teorii opi­
sującej zjawiska tego rodzaju podać rozkład prawdopodobieństw, 
że omawiana cząstka w ohwili t znajdzie się w miejscu X. 
Podstawową częścią jądrowego reaktora na neutrony termiozne 
jest jego strefa aktywna składająca się z paliwa i moderatora 
(spowalniaoza).

Neutrony powstałe w wyniku rozszczepienia paliwa, zostają 
wskutek zderzeń z atomami moderatora spowolnione do energii 
termioznyoh (energii, przy któryoh pozostają w równowadze ter­
miozne j z atomami ośrodka)$ dyfundująo w strefie aktywnej mogą 
ulegać zderzeniom z atomami paliwa powodująo jego rozszoze- 
pienie połączone z emisją nowej generaoji neutronówj w ten 
sposób przy sprzyjająoych warunkach można uzyskać w reaktorze 
kontrolowaną reakcję łańcuchową.

W dalszej części artykułu zajmiemy się losem pojedynczego 
neutronu, od ohwili gdy został spowolniony do energii termicz­
nych do ohwili gdy wszedł w reakcję jądrową z atomem ośrodka. 
Tego rodzaju analiza może odzwierciedlić nawet całokształt 
zjawisk występująoyoh w strefie aktywnej reaktora jądrowego, 
przy założeniu dla niego nieskończonych wymiarów (prawdopodo­
bieństwo ucieczki neutronu z reaktora = 0), przy założeniu że 
strefę jego wypełnia mieszanina moderatora i paliwa, którym 
jest U—235 (brak wychwytu rezonansowego przy moderaoji) oraz 
jeżeli pominie się rozszczepienie jąder paliwa przez neutrony 
szybkie, prawdopodobieństwo tego zjawiska jest niewielkie wy­
nosi około 5fc [4]»

2. Aby omawiane zagadnienia wyrazić "językiem" teorii pro­
cesów stochastycznych wprowadzimy następujące oznaczenia i 
symbolikę

a) Wybrany do rozważań neutron (w chwili t=0) spowolniony 
do energii termicznych będziemy nazywać neutronem "w stanie 1",
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b) Neutron termiczny pochłonięty przez atom paliwa lub mo­
deratora (bez rozszczepienia) nazywać będziemy neutronem "w sta­
nie 0" a tego typu reakcję jądrową "przejśoiem 1-0".

o) Proces rozszozepiania jąder paliwa połąozony z generacją 
n neutronów będziemy nazywali przejśoiem 1-n. Przejście tego 
typu może być zrealizowane na wiele sposobów, w kilku genera­
cjach; neutron ze stanu nl" rozmoży się dając w k-tym pokole­
niu n neutronów.

d) Dla uproszczenia matematyoznej strony zagadnienia zało­
żymy w dalszym ciągu, że jednym możliwym przejściem podczas 
pojedynczej reakcji rozszozepienia jest emisja dwóoh nowych 
neutronów (reakcja 1-2).

e) Jeżeli neutron po czasie t nie zajdzie w żadną z oma­
wiany oh reakcji. będziemy nazywać to przejściem 1-1, - proce­
sem pozostania w reaktorze w stanie 1.

f) Podczas moderacji i dyfuzji neutron może ulegać licznym 
zderzeniom sprężystym z atomami ośrodka (stany pośrednie 1'
1" | 1” ••••) nie będą one miały jednak wpływu na jego osta­
teczny los.
Pojedyncze przejścia pomiędzy poszozególnymi stanami obrazuje 
rys. 1.
Zmodelowany w ten sposób proces dyfuzji neutronów nazywany 
jest procesem MARKOWA.

w

3. Rozpatrzmy proces MARKOWA o skońozonej liczbie stanów 
(0,1,2,.....n).
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Przez oznaczmy prawdopodobieństwo przejśoia od stanu
1 do stanu n, w czasie t. Ponieważ po czasie t neutron znaj­
duje sią na pewno w jednym ze stanów 1,2....n, wiąo dla praw­
dopodobieństw przejść zachodzi równość:

£  r1n(t> - 1 <1>
i=o

Wprowadzimy tu jeszcze wielkość nazywaną [1] - intensywnośoią 
przejśoia:

P.„(t)
V  * - T   dla n * 1 (2)

Parametr ten posiadająoy wymiar [1/s] fizycznie oznaoza 
prędkość wzrostu krzywej prawdopodobieństwa zajścia pewnego 
zjawiska z czasem. Praktyoznie intensywność przyjmuje się za 
stałą, wynikająoą z fizycznej analizy danego procesu. W oma­
wianym przypadku podozas pojedynozej reakoji jądrowej neutron 
albo jest absorbowany, albo generuje dwa nowe neutrony.

Wynika stąd, że intensywność A^n * 0 dla n >• 2.
Intensywnośoi prze jśoia i A1n w reaktorze jądrowym

przyjęto za proporojonalne do prędkośoi dyfundująoego neutro­
nu termicznego i makroskopowych przekrojów czynnych ośrodka 
na dane reakoje (obie te wielkości przyjęto dla pasma energii 
termicznych na stałe). Wobec tego:

V -  vth S n  [i] (3)

gdzie: p£j - średnia prędkość neutronów termicznych.

¿ż^n [om“] makroskopowy przekrój czynny na 1-n reakcję neutro­
nową.

Dla przejść 1 - 0 ,  1 - 1 , 1 - 2 ,  będzie wiąo:

*10 = Vth <5o (4)
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*12 " vth ^12 ^

*11 = “ V-th(5o + ^ 1 2 ) ^

makroskopowy przekrój ozynny paliwa i moderatora na 
poohłanianie,
makroskopowy przekrój czynny U-235 na rozszozepianie 
neutronami termicznymi

Intensywność pozostania wraz z pozostałymi musi oozywiśoie w 
sumie dać 0*

A. Możemy teraz przystąpić do obliczania poszczególnych 
prawdopodobieństw przejśoia prooesów P1n(t).
W tym oelu posłużymy się równaniami KOŁOMOGOROWA. Dla prooesu 
MARKOWA o skońozonej (0,1,2,...n) liczbie stanów przyjmą one 
postać!

P1n(t) = Y j ^ s Ps1(t) W
3=0

lub

■ £  V « ' 1*1

Wyprowadzenie tych równań można znaleźć w wielu [1],[2] książ­
kach poświęconych procesom stochastycznym i teorii prawdopodo­
bieństwa.

Otrzymamy więc w naszym przypadku dla obliczenia prawdopo- 
dopieństw przejśoia układ równań różniczkowych liniowyoh. Przy 
rozwiązywaniu tego układu posłużymy się metodą funkcji tworzą­
cych. Kiech P(t,z) będzie funkcją tworzącą prawdopodobieństw 
P1 n ^ ’ a fikcją tworzącą intensywności

gdzie t
S o -

P(t,x) = 2  
n=o

(9)



Punkeją tworzącą P(t,x) nazywamy [2] funkoję opisaną szeregiem 
potęgowym (9 ), gdzie |jc|«1.

Należy podkreślić, że
OO

P ( t , D  = ZZ P1n(-t) -  1 (13)
n=o

więo szereg po prawej stronie równania (9 ) jest zbieżny bez­
względnie i jednostajnie w przedziale |x| <1* Punkoja tworzą- 
oa prawdopodobieństw wyznacza jednoznaoznie rozkład 
gdyż da się w jeden tylko sposób przedstawić jako szereg po­
tęgowy.
Analogioznie

2

<P(x) = Z 2  Xin <1<>>n=o
Mamy więc

<PU) = -̂102O + + X12z2 (11)

(P ( x ) = ^-fchC^IO <¿¡0 + ^12^ x + <^12x ] (12)

Równanie KOUiOGOROWA z użyciem funkcji tworzącej przyjmie 
postać:
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a
Ól p(t,x) = <p[p(t,z)l (1 4 )

czyli:

-§T *(*»*> = VtŁ[ r i0 - ( Z J 0 + ¿ 4 2  ̂ +

+ P2(t,x)] (15)

Równanie to należy rozwiązać przy warunku początkowym:
00

p(0,x) = Z J  P-in<°) x? « x (16)
n=o
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ponieważ w chwili t=0, neutron nie zajdzie jeszcze w żadną 
reakcją typu 1-n(n?tl), natomiast z całą pewnością pozostanie 
w reaktorze w stanie 1, w stanie początkowym. Bądzie wiąc
P1Q(0) = P12(0) = •••• = = 0, natomiast P^iO) = 1.

Równanie (15) jest ze wzglądu na zmienną t równaniem
RICCAIIego. Łatwo sprawdzić, że jego całką szczególną Lądzie

(t,x) = 1  (17)

otrzymamy bowiem po wstawieniu do równania (15):

0 = vth (¿¡0 " “ ^12 + -^12^— I
Równanie (15) staje sią równaniem liniowym po podstawieniu; 

P(t,x) = u(t]x) + P1 U(t,x) * 0 (19)

oraz;

P(t,x) = - U(t,x)

Po podstawieniu (19) i (20), równanie (15) przyjmie postać:

4s U(t»x) “ vth (Ą o  " Ą 2) U(t»x) = -vt h ^ 2  (21)

Należy tu podkreślić, że równanie (21) jest równaniem cząst­
kowym; rozwiążemy je jako zwyczajne, traktując stałą całkowa­
nia otrzymaną z rozwiązania (21), jako funkcją x.
Całką równania (21) bądzie:
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Podstawimy otrzymaną wartość do przewidywanej w postaci (19) 
całko ogólnej równania RICCATIego, która po przekształceniach 
przyjmie wartość:

r , 0 + c w ( i ; 0 - Ą 2)eT^ ,

F(t,3° ■ 7 ^  r  r  ^  r  i23)
12 + ~ ̂ 12^ e  ̂ 10 ~ ^ 1 2 ^

Z warunku (16) otrzymamy:

¿To ~ ^ Z o x 
C M  .  ff— --- - (24)

2-J5j Q *• 2 * ™ 1 /

Wobec tego:

,  % Ą 0  (1 s
P(t,x) = — 12------------- — ---- — L2-— — - —    (25)

£¡2 d - i )  t (£J2x - i ^ 0) evthEio-2i2H

Po podzieleniu licznika przez mianownik i rozwinięciu reszty 
dzielenia w szereg potęgowy będzie:

i ; 0 - r 0
F(t,x) = -------------— (£» _ p  +

£ ^ 2 - i ^ 0 e t h 1 ° 12

* y 3 ( , . 5 ° ) 2
^12 T a ^ 0  -Vth^10~^2‘>:g

-1
n

S U

n+1

(26)
Porównując otrzymaną zależność z równaniem (9) znajdziemy 

szukane funkcje określające poszczególne prawdopodobieństwa 
przejścia:
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^0\2 „vth ^10 “ ̂ 2 ^
12

>
5 o32 J

(28)

P1n(t)=(1 T*— ' e"1 2

1 _evth ̂  0 ^ 2  Hjn-1
" 3 ^  vth ̂  0"i 2 ̂ n + 1

•̂ 12 T
(29)

Łatwo sprawdzić, że suma występująca w zależności (26), 
przedstawia sobą szereg funkcyjny zbieżny dla wszystkich 
t e(0,°°) ze wzglądu na to, że omawiany szereg jest szeregiem 
geometrycznym, a |x| «1. Prosty rachunek wykazuje, że sumą te­
go szeregu traktowanego łącznie z członem P1Q(t) jest 1.

5. Aby zorientować sią w charakterze przebiegu krzywych 
prawdopodobieństwa przejść w jednorodnych reaktorach jądro­
wych dokonano obliczeń dla kilku stref aktywnych wypełnionych 
mieszaniną U-235 i grafitu. Poszszozególne strefy aktywne róż­
niły sią stosunkiem liczby atomów grafitu do liczby atomów 
paliwa, a wiąc stosunkiem 2^^ : ¿^2* Danyc^ do obliczeń po­
szczególnych przekrojów czynnych zaczerpnięto v. publ, [3] i [4] 
Obliczane były P1Q(t) i P^tt). Pozostałe prawdopodobieństwa 
P1n("t) traktowano łącznie i wykreślano je jako dopełnienie 
P^it) i P^(t) do 1. Ponieważ charakterystyki były dla obli­
czonych stref bardzo podobne w zakresach .2̂ Q : ^ 2>1 i -Sj o : 
£|2< 1, wiąc podajemy ich orientacyjny przebieg dla powyższych 
przypadków zaznaczając jedynie charakterystyczne cechy i war­
tości asymptotyczne. Należy podkreślić, że przypadek <S)2=
= 1 nie może być rozważony przy pomocy zależności (27), (28) 
(29) - ponieważ dla tego przypadku zmieni sią wyjściowe równa­
nie (15).
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t
Rys. 2. Prawdopodob. przejść w funkcji czasu
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6. Na zakończenie zajmiemy się porównaniem otrzymanych wyni­
ków z innymi metodami obliczeń reaktorów jądrowych. Niemożli­
wym jest tu przeprowadzenie porównania bezpośredniego, ponie­
waż nie stosowano dotychczas równań KOŁMOGCSROWa przy zagadnie­
niach krytyczności reaktorów jądrowych - posługujemy się tu 
przede wszystkim współczynnikiem mnożenia k. Wykażemy, że wa­
runek krytyczności wynikający z użycia k oraz z przebiegu 
krzywych jest ten sam, jeżeli dla obu przypadków przy­
jąć założenia, że w wyniku pojedyńczego rozszczepienia jądra 
paliwa emitowane są dwa nowe neutrony. Z analizy krzywych 
n(t) wynika bezpośrednio, że przy stosunkuj ^ 2  >  ̂ ~

reakcja łańcuchowa nie zajdzie, ponieważ ze wzrostem czasu 
Pjn(t) dla n > 1 maleje do zera. Przeciwnie będzie gdy 
^ ¡ 2 < wówczas po pewnym czasie ustali się asymptotyczna war­
tość P^n (t) dla n 1, czyli przynajmniej "k" z ""i" neutro­
nów pierwotnych zrealizuje samopodtrzymująeą się reakcję jądro­
wą. Dla nieskończonego reaktora na U-235 współczynnik mnożenia 
k określa [4] zależność:

K = V ■ ■ ‘Tl 2̂ v  ■ (30)
■"1 0 "12

gdzie:
4 przeciętna ilość neutronów uzyskana w wyniku pojedyncze­

go rozszczepienia.
Przyjmując V = 2 oraz dzieląc licznik i mianownik wyrażenia 
przez otrzymamy:

k = --------------------------(31)

12
Z analizy wzoru (31) wynika bezpośrednio, że przy ‘̂"'i2>

>1, współczynnik k będzie mniejszy od 1, zaś gdyZ^g ^ 2< 

<1, k >1. Podobieństwo otrzymanych wyników jest uwarunkowa­
ne przyjęciem przy obliczaniu k, V = 2. Badania wykazały, że 
w przypadku roszczepienia jąder granu 2,5, w związku z czym



26 Bohdan Mochnacki

nawet przy stosunku Xj2 = 1»5 > 1, nieskończony reaktor
na U-235 będzie krytyczny - wobec czego analiza krytycznośoi 
w oparciu o obliczone wyżej P-|n ('t) ńaje wyniki zaniżone.

Lepszą zbieżność uzyska się dla reaktorów o skończonych wy­
miarach, gdy część neutronów ucieka z układu. Wprowadzając 
efektywną wartość V, jako iloczyn 2,5 x prawdopodobieństwo 
uniknięcia ucieczki z układu, można rozpatrywać układ skoń- 
ozony jako układ o nieskończonych rozmiarach, w którym do ob­
liczenia k użyjemy wartości Ve^. Zbieżność wyników z anali­
zą krzywych będzie dużo lepsza.

Za najistotniejszy wniosek wynikający z przeprowadzonych 
w niniejszej pracy obliczeń uważam fakt, że dyfundujący w re­
aktorze neutron termiczny nie jest przez cały czas jednakowo 
"podatny" na określone reakcje jądrowe (mimo praktycznie w tym 
paśmie energii stałych przekrojów czynnych); co więcej krzywa 
prawdopodobieństw wykazuje wyraźne ekstremum, czyli
w pewnym przedziale czasu zajście reakcji jądrowej między 
stermizowanym neutronem a atomem paliwa jest szczególnie praw­
dopodobne.
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n.HAXM3 TEP1ÜWECKHX HEÍÍTPOHÜB B HflEPHOM PEa KTOPE
HA OCHOBAHHH TEOPHH CTOXACT1PÍECKMX HPOHECCOB

P e 3 K) m e

CTaTbs a B J i a e r c a  nonuTKOfi npwMeHekhh TeopHH CTOxacTHvecicHX n p o -  
p ecco B  k HCJieaoBaHHH " c y ib ó H "  TepMnwecKoro HeKt poHa • Ct e t h c t h -  
HecKHÍi x a p a K T ep  BHCTynaiomHx HBJie hhM no3BOJiaeT c^e jiaT b  MoaeJib 
peaKTopHbix n p o u ecc o B  T a x ,  h to6 bi OTBeaajiH ohh ycjiOBHM n p o u ecco B  
MapKOBa0 CooTBeTCTBynmHe ypaBHehhh KojiMoropOBa pemeroi MeTOjOM 
np0H3B0j;Hmeñ $yHKUHH. Thkhm o6pa30M nojiyqeHO pacn pesexeH H e 
BepoHTHOCTefi n p on ecco B  x a x  (JyHKUHH BpeMeHH.

ANALYSIS OP THERMIC NEUTRONS DIFFUSION IN THE NUCLEAR REACTOR 
ON THE GROUND OF STOCHASTIC PROCESSES THEORY

S u m m a r y

The paper is an attempt to apply the theory of stochastic 
processes to the investigation of the thermic neutron in the 
active zone of teh nuclear reactor. This process has been 
modelled so that it should fulfil the conditions of Markov 
prooesses. The adequate Kolmogorov»*s equations have been sol­
ved. Thesearched probality distribution of individual proces­
ses in time function has been.


