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0 CALKOWANIU PEWNEGO ROWNANIA MACIERZOWEGO .
WYSTEPUJACEGO W TEORII PARAMETRYCZNYCH REZONANSOW
JADROWYCH | ELEKTRONOWYCH

Streszczenie. Wpracy [3] rozpatrywano problem roz-
wigzania uktadu réwnan Blooha-Torreya, to znaczy
uogOllnionego [5] na przypadek przestrzennie nie-
jednorodnego pola magnetycznego uktadu réwnan Blo-
cha, w czterech przypadkach spotykanych w techni-
ce pomiarowej. Wdwu z tych przypadkéw pole magne-
tyczne jest sinusoidalne, w dwu pozostatych impul-
sowe. Jezeli w pierwszych dwu przypadkach rozwigze
sie rébwnanie przy pomocy szeregu Fouriera, na ob-
liczenie amplitud tego szeregu oraz na rozwigzanie'
w dwu innych przypadkach otrzymuje sie réwnanie
macierzowe (1), w ktérym zalozono, ze pola magne-
tyczne sag funkcjami czasu i wspoétrzednych prze-
strzennych. Przy zatozeniu najprostszych konfigu-
racji (graniastostup, kula, walec) sprowadzono
rownanie (i) do postaci (21) rownania catkowego,
ktore zostanie rozwigzane w pracy: 0 pewnym row-
naniu catkowym, wystepujacym w teorii parametrycz-
nych rezonanséw w uktadach opisanych uogdlnionymi
rownaniami Blocha.

1. Wstep

W pracy [3, 4] dyskutowano problem rozwigzania uktadu réwnan
Blocha-Torreya, opisujgcego parametryczny rezonans jadrowy
lub elektronowy w czterech przypadkach najbardziej typowych
w doswiadczalnym badaniu rezonansoéw. Wdwu z nich przylozone
pole magnetyczne rozpatrywane jako funkcja czasu posiada sinu-
soidalne skiadowe, w dwu pozostatych ma charakter impulsowy.
Rozwigzujgc rownania dla dwu pierwszych przypadkdw metodg
szeregbw Fouriera, otrzymuje sie na wyznaczenie wspoétczynni-
kow szeregu pewne réwnanie, do ktdrego mozna rOéwniez sprowa-
dzi¢ rownanie odnoszace sie do dwu innych przypadkéw. Rozwig-
zaniu tego réwnania poswiecona jest niniejsza praca.
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2. Sformutowanie zagadnienia

W pracy [4] wyprowadzono nastepujgce réwnanie macierzowe
- V2 CDif) - (B)* =fjf (1)

gdzie: wektor-kolumna p jest zbudowany z wektoréw kolumn wspot-
czynnikbw szeregu Fouriera, zagadnienia [3, 4], wektor kolumna
Ix*jest analogicznie zbudowany z elementéw prawych stron row-
nan na wyznaczenie tych wspoitczynnikéw, (b) jest macierzg
zbudowang wediug pewnego przepisu z macierzy wystepujgcej w
rownaniu Blooha-Torreya. Macierz ta posiada czeé¢é¢ elementéw
niezaleznych od wspotrzednych przestrzennych i czasu, ktére
mozna ujg¢ w postaci macierzy diagonalnej. Jako jej elementy
wystepujg -1/T2, -1/T2T -1/T,j. Elementy drugiej macierzy za-
wierajg funkcje czasu oraz sktadowe polamagnetycznego z za-
tozenia bedace fun,kojami wspoétrzednych przestrzennych. Macierz
(B) moze wiec by¢ napisana w postaci

(B) = (B,) + (B2) (2)

przy czym przez (B”) oznaczono pierwszg z wyzej wymienionych
macierzy, przez (b2) druga.
Rownanie (1) moze by¢ napisane w nieco zmienionej postaci

S/</9t - V2(Dk) - (BL)fi = fS - (B82)// (3)

Jak z postaci tego rownania wynika, jest to réwnanie réz-
niczckowe czagstkowe drugiego rzedu typu réwnania dyfuzji lub
przewodzenia ciepta. Do rozwigzania tego rOwnania potrzebne
sg zatozenia o przyjetym uktadzie wspo6irzednych oraz warunki
brzegowe. W pracy przeprowadzono obliczenia dla nastepujgcych
uktadéw wspdtrzednych:

1) wspoirzedne prostokgtne Kartezjusza (x,y,2),

2) wspobtrzedne oylindryczne (r,z),

3) wspotrzedne cylindryczne (r, , z),
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4) wspoitrzedne sferyczne (r),

5) wspotrzedne sferyozne (r,n,-").
Poniewaz we wszysticioti przypadkach postepowanie jest podobne,
mozna je ujg¢ w postaci jednolitej przechodzgc nastepnie do
przypadkow szczegdlnych, przez odpowiedniga zmiane oznaczen.

Oznaczamy wieo wspoOirzedne przestrzenne przez 3*, i = 1,2,3,
ich wartosci na brzegu ciata a”», i = 1,2,3, ioh szczegllne war-
tosci i =1,2,3.

3. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe na powierzohni ciata otrzymujemy w formie
znanych z te orii Maxwella warunkéw ciggtosci skiadowej normal-
nej indukcji i skiadowej stycznej wektora natezenia pola magne-
tycznego. Dla kazdej wieo powierzchni granicznej otrzymujemy
trzy warunki graniczne, ktére mozna ujgé w postaci wektora-ko-
lumny i podobnie wektora-kolumny H. Ze wzgledu na to, ze po-
szczegllne skiadowe efektywnego pola magnetycznego sg propor-
cjonalne do skiadowych pola zewnetrznego wprowadzono w row-
naniach skiadowe tego ostatniego.

Warunki brzegowe mozna napisa¢ w nastepujgcej postaci

/(xit X., 0, t) = (k H(xx, x*, 0, 1))
(4)
/[*(*!» *k, ax, "O = (k H(xi, xk, ax, t))
gdzie: i, j, 1=1,2,3 i) 1 »

Poniewaz warunki (4) sa sformutowane przy pomocy wektorow-ko-
lumn zapis prawej strony nalezy rozumie¢ symbolicznie, miano-
wicie, ze kazda ze sktadowych pola magnetycznego jest mnozona
przez pewng statg k ktéra na ogo6t moze by¢ rézna dla poszcze-
g6lnych sktadowych.

W przypadku 2) i 4) liczba zmiennych jest odpowiednio mniej-
sza i to powoduje réwniez mniejszg liozbe warunkéw brzegowych.
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Jezeli x =r (promien walca lub kuli) wtedy ¢eden z warun-
kow (4) nalezy zastapi¢ warunkiem nastepujgcym

9/i(0, xk, x1, t)/ 9r =0 4"

Poniewaz elementy wektora-kolumny ju odpowiadajg pewnym funkcjom
czasowym, elementy prawej strony muszg odpowiada¢ takim samym
funkcjom, Jezeli nie ma jakiej$ funkcji po prawej stronie wte-
dy odpowiednia skladowa wektora fj, rowna sie zeru.

Warunek poczatkowy przyjmujemy w postaci nastepujgcej

le(x.j, 0) = MQ(x:j, 0), | =1,2, 3 ()

W wszystkich tych warunkach uwazamy wielko$ci prawej strony
za znane, wielkosci niewiadome figurujg w wektorze-kolumnie”

4. Modyfikacja zagadnienia brzegowego (3), (4), (5)
Przy pomocy podstawienia

(B. )t
e

li(xi, t) = t) (6)

sprowadzamy réwnanie (3) do nastepujacej postaci:

(30

Podobnie warunki (4) i (5) mozna napisa¢ w nastepujgcej posta-
ci
_(Bv)t ;
h'(xi, x., 0, t) = e (k H(Xi, x.., o, t))
(4)

-(bl)t .
/P(x., xk, al, t) = e (k I(xi, x.., . 1))
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i> d» 1 = 1> 2, 3 i#d 1
o/i'(0, x», x1, t)/0r =0 4"
Warunek poczatkowy nie ulega zmianie

0) = 0) d=1» 2, 3 (5)

5. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (30» (40, (50

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (30» (40» (5) przyjmujemy
w postaci [6]

/Uy t) =14 (" t) =/2U0y t),d = 1,2, 3 (7)

Funkcja ( (x ;, t) jest funkcjg spetniajgcg zerowy warunek
poczgtkowy i niejednorodne warunki brzegowe. Funkcje te wybie-
ramy w ten sposOb aby spetniata warunki brzegowe i np. byila
liniowa w zmiennych wystepujgcych w réwnaniu. Funkcja (x.,
t), d =1, 2, 3 spetnia niejednorodne réwnanie rézniczkowe (30»
warunek poczgtkowy oraz jednorodne (z prawymi stronami réwnymi
zero) warunki brzegowe.

Poniewaz czes¢ jednorodna réwnania (30 posiada catki szcze-
go6lne w postaci iloczynu trzech czynnikdw, mozna napisa¢ catke
0go6lng réwnania w postaci

a(x., t)y = ,n,m I X, (x., n)Xp(x?, m) Xp(x~, i) (8)
przy czym
X.(o) = 0, Xi(a ) =0
(9)
i -1, 2, 3

W przypadkach, gdy liczba zmiennych przestrzennych jest
mniejsza (przypadek 2) i 4)) liczba funkcji X~ jest rowniez
mniejsza.
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Warunki (9) pozwalaja wyznaczy¢ parametry n, m, 1. Jezeli
= r pierwszy warunek (9) zastgpimy warunkiem

dx1(0)/dr = 0 (90

Przez odpowiedni dobd6r funkcji czascwyoh u. ,, m4a(t) spet-
niamy rownanie niejednorodne (3), ktdre napiszemy wpostaci

8<l(xi, t)/ et - v2(d” (xi,-t)) = f(xi, t) (10)
gdzie
-(B.)t —-(B-)t (B, )t
f(xi, t) = e /1*-e (B2)e (xi, t) -
- 0N (xi, t)y/ dt + v2([Dr2(xi, t)) (11)
Funkcja t) rozwijamy w szereg funkcji wltasnych Xi (xi)

rownania jednorodnego

PO

f(xx,, t) = JEjfn,m,’i(t) Xl’(f" n) Xé_)(xg.f m) Xj-,(xﬂ_, 1 (12)

przy czym wedlug zasad obliczania wspéiczynnikbw szeregéw
Fouriera
ai

X3% ' X) ,dS <I3)

gdzie:
W - waga, zalezna od ukiadu wspotrzednych,
d$ = dS| ds2 di3
li - mi - ozynnik normujgcy, badaoy iloczynem czynnikéw
normujgacych dla poszczegdlnych funkcji X~ (xi),
w szczegdblnosci moze on by¢ réwny jednosci.
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Na wyznaczenie funkcji n 1(t) otrzymujemy nastepujace
rownanie

dxl,nfm ,IM'bN d't XIMZ1»n) X2 (x2>mM)X3 (x3»1) + ,nfm, 1A~ *

. v2 [x1(x1, n) X2(x2, m) X3(*3, 1)] = fnfBIfI(t) n)

. 2NX2, X3/ 3» (15)

W zaleznos$ci od uzytego ukitadu wspoétrzednych

7 [x,j (xi, n) X2(z2» m) X2(x,, 1)J wyraza sie w sposob liniowy
przez iloczyny funkoji Xiixi). Oznaczajgc czynnik wtej zalez-
nosci przez m otrzymujemy po przestransformowaniu wediug
Laplaoe*a rownania (15), przy czym transformate Laplaoe,a funk-
Oii /*1,n,m, I(t" oznaozono przez a (¢ , gdzie 7 oznacza
parametr transformacji, otrzymujemy'na transformate rozwigza-
nia

<Ei t <16 >

Zatozono przy tym zerowe warunki poczatkowe. Wyrazenie ujete
w nawias tamany oznaoza macierz diagonalng. Maoierz E jest
jednostkowa. ler{fn m 17~)) oznacza transformate laplaoe»a wiel-
kosoi fQ m -~(t). Wielkos¢ 6 m jest zalezna od stosowanego
uktadu wspoitrzednych.

Eunkoja czasowa posiada nastepujgcg postac

A , - R I (17)
0
Wystepujgca pod znakiem catki macierzowa funkcja wyktadnicza
jest maoierzg diagonalng.
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Okreslamy dla badanego obszaru zmiennos$oi zmiennych obra-
nego ukitadu wspoétrzednych funkcje Greena

Po

XL(x1,n)X1(i1,n)X2(x2,mX2(i2,m).

X3(x3,1) X3(i3,1) tl) (18)

Rozwigzanie problemu posiada nastepujgog postac

ot
fiu ,t) -f f (Q(xi,~1, t, t1)f(ii,t1)dj d t1 + ft2 (xit t)
00 (19/
i =1,2, 3
Ha wyznaczenie funkcji (xi, t) otrzymujemy nastepujgoe réwna-
nie catkowe
o, t
[ij(x™,t) = —=Ff f G(X™ th) (B2(t~)) ~A(in,th)dj o d ot +
0 0
rr -(Bjt.
+yy Gi,ii,t,tl) e 1 1<~ af2(iif th/at +
+ v2(D t1)> > dj dt1 (20)

Rozwigzanie réwnania catkowego (20) podano w czes$ci trze-
oiej: 0 pewnymrdéwnaniu catkowym wystepujacym w te orii parame-
trycznych rezonanséw w ukiadach opisanych uogdlnionymi réwna-
niami Blooha.

6. Zestawienie wielkos$ci wystepujgcych w roGwnaniach rozdziatu
5 w przypadku réznych uktadéw wspdirzednych
1. Wspoirzedne prostokatne Kartezjusza vx,y,z).
Funkcje wtasne: X1(x") = sin (nii/la”"
X2 (x2) sin (mJTy/a2) (21)

X~ (x3)

sin (ljrz/a™)
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Wspoitczynniki rownania: D . D, D
v

Wspétozynnik normujgcy mi = 8/ai a2 a3
Wyktadnik
~nm,1 = ~(nJi/la™~2 + Dy(m~/a2)2 + Dz (lfc/a3)2 (22)

Wreszcie funkcja /*2(x,y,z,t) okreslona jest nastepujaco:

-(B)t T
nt2(x,y,z,t) = e [(k H(O,y,z,t)(I - x/an)+(k H(al,y,z,t).

-(B jt
i/laj Ky(0,a2)Kz(°,a3)Kt (0,t)+ e ( 1J r[(k H(x,0,z,t)(1 - y/a2)+

+ (k H(x,a2,z,t)y/a2] Kx(0,a1)K2(0,a3)Kt (0,t) + e )%

Jk H(x,y,0,t)(I - z/a3)+(k H(x,y,a3,t)z/a3jI*"(0,aliKy¢O .a"Kj.ic"t)
(23)

przy ozym

Odla x =0 i x =a
1r(0n) 1 (24)
1dla 0 < x < a®

Podobnie zbudowane sa inne funkcje wystepujgce we wzorze (23)
Funkcja K]|.(0,t) zeruje sie tylko dla t = 0, dla pozostatych
wartosci przybiera wartosci 1.

Wymagane w rOwnaniu rézniczkowym rozniozkowania sa wykonal-
ne w otwartym przedziale poszczeg6lnych zmiennych, przy czym
gdy zmienna dazy do wartosci koncowej przedziatu, sa okres$lo-
ne pochodne jednostronne.

2. Wspotrzedne cylindryczne (r,z).

Funkcje wtasne: 17z7) = (j(O(nr/al)
X2 (x2) = sin(m~fz/a2) (25)

Wspébiczynniki: Dr, Dz.
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Wspdtczynnik normujacy: Nn m = (2/ [«lg (n)J2)

Liczby n sg pierwiastkami ré6wnania JO(a) = 0
Wyktadnik

A ,m =Dr(n/al)2 + Dz(m"/a2)2 (26)
W=r
Funkcja fu2(r,z,t) okresSlona jest nastepujgco:

9 o -(Bjt
2 (r,zft) = (r /larJe(k H(al,z,t))Kz(0,a2)Kt (0,t) +

+ e 1 |~k H(r,a2,t) (z/a2)+(kH(r,0,t))(1 -z/a2)JKr(0,al).
17.(0, t) (27)

3. Wspobtrzedne cylindryczne (r, <, z) [i, 2]
Funkcje witasne: X1(x") = n
p =d/2)m \~/\~
Jp(@>n) =0 (28)

X2(x2) = sin (my>/2), m= 1,2,3
X~ (x™) = sin (kfcz/a®), k =1,2,3....
Wspotczynniki rownania: Dr, D”, Dz.

Wspoiczynnik normujgcy: Nn* k = (4/a2a3)|2/[-Jp-1 (xa”

Jp+1U a i)}
gdzie:
X=1i,Qal
W=r
Shmk = D (R /a;)2 + D,Ctfk/al2 (29)
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Funkoja N * z.t) okreslona jest nastepujaco:

o ? -(B,)t
IN(r,?,z,t) » (rMa”Je (k H(al,j»,z,t))K”~(0,2a) Ka(0,a3).

-(B jtr -i
27 (0M)+ e Mk H(r,ji,a3,t) (z/a3)+(k H(r,~,0,t) (I-z/a™)! .

-(B jtr
KA"OMNKA"O ryzJMrMtd+ e 1 [(k H(r,0,zft) (p/2s-) +

+ (k H(r,2tf,z,t)(I -$i?/25T)] Kr(0,a1)KB(0,a3> K~ 0 1) (30)

4. Wspbtrzedne sferyczne (r,t).
Przy pomocy podstawienia
r/i'=1/1/ (31)
zagadnienie mozna sprowadzi¢ do przypadku jednowymiarowych

wspotrzednych Kartezjusza.

Funkcja wtasna:X1(x”) = sinimJ/r/a®) (32)

Wspotozynnik: Br

Wspoétozynnik normujgcy: 2/a®

Wyktadniki A 2 (33)

w=1
Funkcja ~,(r,t) przedstawia sie nastepujgco:
—(b )
le2(r,t) =(r2/a2) e 1 (kH(al,t))K fc(0,t) (34)

5. Wspoétrzedne sferyczne (r, 9 , ) [1, 2]
Zagadnienie rozwigzano w przypadku gdy wspotczynniki réwnania
sg hastepujace:



54 Jozef Szpileoki

Funkcje wtasne: X1(x1) = (1/ < [ ( > ) (35)
e >r [ N
N1+1/2 NN = Nz 0tlt2t

*k = k a1 ~

X2~AX2" = sin *  0<0<J? (35)
0 = <P/"
m= (n/2)",, n=12,2,.....

= P~(cosv*), m<|
Wspdtczynnik normujgcy: (2/a2){(2/(21 + 1))[(2 + m)! (I - m)!]j.

*(2ylal J1 ~"kMJI+1 Mk}
W=r1 sin0
vV 'V V ai>2 <36)

Funkcja /4(r, />,-»*, t) moze by¢ przedstawiona nastepujgco:

—(b )"t
In(r,y, ,t) = (r2/a2)e 1 (k Hia”,~,n~, t) Kp (0,23)

KAO,A) Z8(0,0)+ e 1 [(kH(r,0,At) I - <p/2di) +

+ (k H(r,2JT,-v>, t)) #™2JSrKr (0,al)Ky, (O "K~AC~"t) +

(B ,)tf
e 1

+ (k H(r,j>,0,t)(I - ~/5E)+(k K(r,<p,Jl,t) wm)J]

KpiO AjK A0~ K7O.t) (37)
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Dyskusji otrzymanych rozwigzan jak tez rozwigzaniu réwna-

nia (21) bedzie poswiecona nastepna praca.

Wplyneto do Redakcji dnia 14.11.1967 r.
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OB MHTErPKPOBAHMH HEKOTOPCTO MATPIWHOrO yPABHEHHH,
BUCTYVIIADIUEr O B TEOPMH 11aPAMETPIWECKHX HfIEPHUX
W 3JIEKTPOHHLIX PE30HAHCOB

Pe 3mue

B pafiOTe [3] paccuaTpHBajiacbh npo<5jievia peneHHH cHCTeuu ypaBHe-
hhH Exoxa - Toppea, oOotfnjeHHaa [5j na caynatl npocrpaHCTBeHHoro
Heoj,HopojHoro MarHHTHoro hojih CHCTeiibt ypaBHeHHii Eaoxa, » ne-
Tnpex cayHaax, n3Becthboc b N3MepnTelibHoS TexHHKe. B ,HByx H3
3thx caynaeB MarHHTHoe noae - CHHycoHjajibHoe, » XByx ocTaab-
nhhx - KiinyjibCHoe.

Eciih b nepBrnc SByx cjiywaax pemaeTca ypaBHeHHe c nouonjbD
paaa $ypbe, Ha BttHHcaeHHe aiuuiHTyi Toro paja u Ha pemenne »
XByx xpyrnx cjiyHaax noayHaeTca iiaTpHHHoe ypaBHeHHe (1) » koto-
pOM tarHHTHUe nQJIH - $yHKUHH BpeueHH H lipOCTpaHCTBeHHbDC KOOp-
*HHaT. ripHHHuaH bo BHHuaHHe npocTeitaHe KOH$HrypapHH (napajiaea-
-Bnanes, map, hhjihhSp) CBejeHO ypaBHeHHe (1) k $opue (21) hh-
TerpambHoro ypaBHeHHH, KOTopoe pemaerca » pafioTe: o HeKOTopou
HHTerpajibHOM ypaBHeHHH, BMOTynanneu » TeopHH napaiieTpHHecicra:
pesoHascoB » CHCTeuax, onHcaHHHX O6odnieknhmh ypabHennniin Ejioxa.
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ABOUT INTEGRATION OF A MATRIX EQUATION, APPEARING
IN THE THECRY OP PARAMAGNETIC NUCLEAR AND
ELECTRONIC RESONANCES

Summary

In the paper [3] the problem of Blooh-Torrey equation system
solutions has been discussed, i.e. generalised Bloch equation
system [5] for the space nonhomogenous magnetic field case in
the four commonly used cases in measuring technique. In two
of these cases is the magnetic field sinusoidal assumed, in
the former two of the pulse type. When in the first two is
the equation system solved with the use of Fourier series,for
the calculation of amplitudes of this series and for the solu-
tion in the two other cases the matrix equation (I) is being
received, where the magnetic fields are functions of time and
space coordinates. Assuming the simplest configurations (pa-
rallelepiped, sphere, cylinder) is the equation (1) reduced to
the form (21) of integral equation. This equation w ill be sol-
ved in the paper under the title : About some integral equation
appearing in the theory of parametric resonances in systems
described, using generalised Bloch equations.



