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OSZACOWANIE BŁĘDU W UOGÓLNIONEJ METODZIE 
NEWTONA ROZWIĄZYWANIA RÓWNAŃ

S tre s z c z e n ie . Celem n in ie js z e j  p racy  je s t  podanie 
pewnych oszacowań b łę d u  d la  u o g ó ln io n e j metody New
to n a  p rz y b liż o n e g o  rozw iązyw an ia  równań. Wykazano, 
że w zory otrzymane w [31 można uzyskać p rzez  za
stosow anie metody Newtona do rów nania  f  (x )  = o po
mnożonego przez pewną fu n k c ję ,  k tó ra  je s t  s ta łe g o  
znaku w p rz e d z ia le  występowania p ie rw ia s tk a  równa
n ia .  Na t e j  podstaw ie  podano geom etryczną in te r p r e 
ta c ję  rozważanych wzorów oraz ro z p a trz o n o  poszcze
gó lne  p rz y p a d k i p ra k tyczne go  stosow an ia  u o g ó ln io 
n e j metody Newtona.

1 . Zakładamy, że f ( x )  je s t  fu n k c ją  k la s y  C^n + ^  w p rz e d z ia 
le  <a, b> i  f ( x )  je s t  s ta łe g o  znaku w tym p rz e d z ia le  oraz 
f ( a )  . f ( b ) - = o .  Wówczas równanie

f ( x )  = 0  (1 )

posiada d o k ła d n ie  jedno ro z w ią z a n ie  x na leżące do p rze 
d z ia łu  <a, b> .
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W m o n o g ra fii [3 ] podano wzór
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k tó r y  je s t  u ogó ln ien iem  znanej metody Newtona p rzyb liżo n e g o  
rozw iązyw an ia  równań.

Wzór (2 ) z o s ta ł podany p rzez  Hadamarda w p ra c y  [2 ] ,  jego 
dowód w ynika z tw ie rd z e n ia  Kóniga [1 ] w t e o r i i  fu n k c j i  a n a l i 
ty c z n y c h .

W yłączając z wyznaczników we wzorze (2 ) z każdego w ie rsza  
i  każde j kolumny s ta łe  c z y n n ik i (z  i  -  teg o  w ie rsza  i y ,  z k - t e j  
kolumny ( k - 1 ) ! )  doprowadzamy wzór (2 ) do p o s ta c i

x *  = x -
ń f ( x )  u (x )n

un+1 (x )
( 3 )

g d z ie :  uQ(x ) = 1 ,  ^  (x )  = f ’( x ) ,

f ”  f  0

f ”  2 f ’ f

uk+1( x ) ’

f ( k - l )  | k - l j  f (k -2 )  J k - lj f (k -3 )  

f (k )  ( k - 1 ) ( k j  f (k -2 )

f

. . .  k f ’

( 4 )

d la  k — 1 j 2 , •  .  « j  u .
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2 . Wykażemy te ra z  3 lem a ty  i  tw ie rd z e n ie  po trzebne  do osza
cowania b łę d u  d la  u o g ó ln io n e j metody Newtona.

lem at 1 . D la n a tu ra ln y c h  k > 2  i  r  zachodzi równość

(r+ 1 )
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2 i '

0

f

( k - 1 ) (k -1 j ^ ( k - 2 )
e ? 1)

, (k -3 )

f  ( r )

2 f  ’ 

3 f"

G )
> ( r - 1) ( r ) f ( r - 2 )

f

3 f '

0

f

k f (k -1 )

(r ; 1) f ( r - i )  (r + 1) f ( r - 2)

0

0

( k i )
, ( r - k + 1 )

T+1^ f ( r - k + 1 )
C T )

(5)

E la  k = 2 i  dow o lne j l ic z b y  n a tu ra ln e j r  równość ( 5 ) je s t  
o o zyw is ta .

R o z w ija ją c  w yznacznik w ys tę pu ją cy  po le w e j s t ro n ie  według 
o s ta tn ie j kolumny i  s to s u ją o  do otrzym anych podwyznaczników 
za ło ż e n ie  in d u kcy jn e  otrzym ujem y

r  f  . . .  0

f *  2 f1 . . .

(r+ i)( k - 0
r  \ f ( r -k + l)

0
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Lemat 2 . N iech  A = Ta. .1 . . , 0 , będz ie  dowolnymL -  I .  ć. ,  « • • ) iŁ
wyznacznikiem  k - te g o  s to p n ia .  J e ż e l i  A^C i = 1, 2 , . . . ,  k ) ozna
cza w yznaczn ik , k tó r y  z o s ta ł u tw orzony z w yznacznika A p rzez 
z a s tą p ie n ie  elementów w i  -  tym  w ie rs z u  elem entam i

0 , a i j 1 , a i ^k_1 , to

.Âj + A. ̂  “ł* • • •  “ł* ^  = ^ *

Dowód in d u k c y jn y . N iech  = 1 , 2 , . . . , k )  oznacza do
p e łn ie n ie  j  -  te g o  e lem entu k -  t e j  kolumny w w yznaczniku  A^ 
d la  i  -  1, 2 , . . . ,  k .

R o z w ija ją c  w yznacznik  A^ według k -  t e j  kolumny otrzym u
jemy

Ai  =
> 1
j * i

a j k  A i j  + a i , k - 1  A i i

d la  i  = 1, 2 , . . . ,  k .  Stąd

5 Ai  "  £  ( £  + Ai i ) "  Ś ( a 3 i  £  A iSJ= 
j # i i * j

+ 2  Au

Na podstaw ie  z a ło ż e n ia  in d u kcy jne g o  mamy 

j  = 1, 2 , . . . ,  k , zatem

S  A, , =
i=1
i * j

i j
0 d la

k K

z L j  A .=  ^ j a A
i . 1  1 i=1 X»K 1 11

aA * 1,1 a 1 ,2  * * ’ a 1 ,k —1 a1 ,k -1

a2 ,1 a2 ,2  * ’ * a2 , k-1 a2 ,k -1

ak,1 ak ,2  * * * ak ,k -1 ak ,k -1

= 0.
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Lemat  3 .

f ' f 0 • 0 • 0

f " 2 f ' f • • 0 0

f ( k - 1 ) ( k - 1 j f Ck-3) . . .  f

f ( k + 1 )
( k; 1) f <k)

( k * i y k - D
• • • ( £ ! >

d la  k  — 1j 2 , t • • j n •

Dowód.  W y z n a c z n i k  u k + 1 ( x )  ( w z ó r  ( 4 ) )  r ó ż n i c z k u j e m y  w e d ł u g  
w i e r s z y .  O d e j m u j ą c  w k- 1  p i e r w s z y c h  w y z n a c z n i k a c h  od i - t e g o  
w i e r s z a  o t r z y m a n e g o  z r ó ż n i c z k o w a n i a  i + 1 - s z y  w i e r s z  i  s t o s u 
j ą c  l e m a t  2 o t r z y m u j e m y

0 f' . . .  0 f' f . 0

f* 2 f ' . . .  0 0 f " . 0

f (k-1) (k - ij j tk -a )  f f (k -D ( k-1Jf (k-2) # . f

f (k) kf^k"1  ̂ . . . kf' f  (k) k i (k- l)  . . kf

f '  f .  . 0 f '  f  . . . 0

f "  2 f ' .  .  0

+

f "  2 f ' . . . 0

0 . • • ( £ ) * '
f ( k - l ) ( k - 1 j f ( k - 2 )  _ _ # f

f ( k ) k f ( k - l )  ^ . .  k f ' f (kn-D k i (k> _ _ . kf*
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f ( k - l )  ^ k - 1 jf (k -2 )

( ¿ X

f ' f  . . .  0

f "

O•••VłOJ

f ( k - 1 ) ( * T1 )t (k-2> . .  .  i

f (k+1 ) k i ^ k * .  .  . k i ’

Stąd ju ż  w ynika ła tw o  lem at 3 .
Tw ierdzenie« D la  k =  1, 2 , . . . ,  n zachodzi tożsamość

k i ^ U )  u^+1(x )  -  (k+ 1 ) ufc+1 (x ) = [ f ( x ) ] k" 1 Wk (x )# (6 )

g d z ie :

I k(x).

2 f '

3 f"

f

3 f'

f i k )  k f  ( k - 1 ) ( k ) f ( k - 2 )

f ( k + 1 ) ^k+1^f (k )  ^k+1^f ( k - l )

D

0

( ¿ X

Dowód. P rz e k s z ta łc a ją o  lew ą s tro n ą  tożsam ości (6 ) i  s to su 
ją c  lem at 3 otrzym ujem y

k uk (x ) uk+1 (x ) - (k + 1  )u'k (x )u k+1 (x )

kuk(x)

i '

i "

f  
2 f '

0
f

0
0

• • •  f
(k+1) f (k )  ^ k + 1 jf ( k - l )  _ _ _ ( k + J ) ! '
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- ( k + l ) u ^ ( x )

1 '

i"

i  0 

2f ' f

. . 0 

.  . 0

f ( k - l ) . . f

f  (k) ^ . ( k - 1 )  ( k ) f (k-2) . . . k i '

i ' i  0 0

f" 2 f '  f 0

^ Cle—i ) ( k - D f (k- 2  ̂ ( k- 1) f (k- ^  . . i

v o V1 V2 * vk-1

v i  -
^ 1 ^ ( k - i +l )  k ^  _ g ) f ( k - i ) (k+1 )u'k

. <7>

g d z ie :

d la  i  » Oj 1j • • • •  k *  1*

O s t a t n ią  ró w n o ść  na p o d s ta w ie  lem atów  1 i  3 można z a p is a ć  
w p o s t a c i

r i = ( - l ) k+1

2 f '

3f"

f

3 f '

0

0

k^f ( k - i )  k f^ k - i ) ( k) f ( k -2 ) * * *( k“ 1)  f

( ^ 1 ) f (k -i+D (k + l)f(k) ^ J l ) f (k-1) # . r

(8)

d l a  i  sa 0 ,  •  •  •  |  k - 1  •
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Oznaczam y p r z e z  a 1 » 2 ,  . . . ,  k - 2 )  d o p e łn ie n ia  a lg e b r a 
ic z n e  k o le j n y c h  z e r  w y s tę p u ją o y o h  w p ie r w s z e j  k o lu m n ie  w yzn acz
n ik a  ( 8 ) .  D o d a ją c  do k - t e g o  w ie r s z a  w y z n a c z n ik a  ( 7 )  k o m b in a c ję  
l in io w ą  k -2  śro d k o w y ch  w ie r s z y  o w s p ó łc z y n n ik a c h  ,  ¿ 2 , .
A)t-2  tr z y m a m y  w o s ta tn im  w ie r s z u  e le m e n ty  w^ Q,  w^ 1 ,  

wk k -1 *  m°ż n a  n a p is a ć  w p o s t a c i :

l y a - i ) 2 f ' f .  ♦ ♦ 0

3 ) ,  < 3 -0 3 f" 31' • • • 0

( k ) f ( k - i ) k f ( k - D ( k y k - 2 )
• • - ( k - l ) 1'

^k+1^f ( k - i+ l ) ( k + 1 ) f (k> ( k+1^f ( k - l )
• • • ( £ ! > "

d la  i  -  Oi, 1 ,  . . . ,  k - 1 ,  g d z ie  « 0 d la  s - i < 0 .

Łatwo za u w a ż y ć , ż e  wk i  ■ 0 d la  i  * 1 ,  2 ,  k - 1 .
Wobeo t e g o

k uk (x )u ^ + 1 ( x ) - ( k  + 1 ) u ^ ( x ) u k + 1 ( i )

1"

f*

f

21 '

0

f

0

0

k ,o

P o n iew a ż  ( - l ) k+1 wfc o ( x )  = w ię c  z o s t a t n i e j  r ó w n o ś o i
otrzym ujem y ( 6 ) .
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3 . N iec li x * będz ie  w a r to ś c ią  p rz y b liż o n ą  nieznanego p ie r 
w ia s tk a  J rów nania  ( 1 ) .
Ponieważ f ( J )  = 0 , w ięc na podstaw ie  (3 )

_* , / n f ( x )  un ( x ) x , 6 n f ( 5 )  0 ^ (5 )

1 ‘ ( I '  )_(S ‘

W m yśl tw ie rd z e n ia  o w a r to ś o i ś re d n ie j mamy 

x*_j „ f<?)[n Û (7) Uń+1(?) ~ (n+l) ^ (?) (x -  J),

g d z ie : 7  = i + 0 ( x - j ) ,  O < 0 < 1 .

S tą d , wobec (6 )

[ f ( 7 ) ] n wn (7 )

x * - $  «  -2— — —  (x  -  J  ) .  (9 )

“ » i  <*>

Wprowadzając oznaczenia

( 10)

m = min \f (x )  | , U = max j f '  (x )  | ,
a«x«b a«x*b

M = max |W ( x ) | , m -  min |u (x )
a«x«b a «x<b1

z rów nośo i (9 ) otrzymamy oszacowanie

[ f ( 7 ) ] n Mn
x * _  |  1«----------^--------  j x - | | .  ( 1 1 )

mn

N ad to

f ( x )  -  f (Ś )  = t \ f i ) ( x  -  J )  ( i « ^ < x  lu b

w ięc

I * (12)
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lub

| f ( x ) | «  M |x - j | .  (13)

Po p o d s taw ie n iu  (13) do (11) otrzym ujem y oszacowanie

|* ( , 4)
mn

4. P rzy jm ijm y

<«>

nadto załóżm y, że un (x ) i  un+^ W  s3 s ta łe g o  znaku w p rze 
d z ia le  <a, b>.

J e ż e l i  n je s t  p a rz y s te  i  uQ( x ) < o, to  w ( i )  i  (3 ) za 
f ( x )  przyjm ujem y fu n k c ją  -  f ( x ) ,  w tedy na podstaw ie ( 4 ) uQ(x ) 
zm ieni znak na p rze c iw n y .

Równanie
* ( x )  = 0 (16)

posiada te n  sam p ie rw ia s te k  x  = J co rów nanie  ( 1 ) w p rz e d z ia 
le  <a, b> . O b lic z a ją o  pochodne:

u . (x ) 
j / ( x ) =  S±J— _ _ _ _ _ _ _  ,

n u ^ x )  ~>Jun (x )

(17)

n un ( x ) u ;+1( x ) - ( n +D u ; ( x ) u n+1(x )
i  (x )  =  2 ' ‘¿V  V  ' n f  V \ --------------------- ’

n \lun

i  s to su ją c  wzór Newtona do rów nan ia  (16) otrzym ujem y
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g d z ie : x  je s t  początkowym p rz y b liż e n ie m , a x* następnym
p rz y b liż e n ie m  p ie rw ia s tk a  j  .

W zw iązku z tym ro zp a trzym y geom etryczną in te r p r e ta c ję  

wzoru (2 ) ( lu b  ( 3 ) ) .
Z wzorów (6 ) , (1 5 )  i  (17) otrzym ujem y

J e ż e l i  n je s t  l ic z b ą  p a rz y s tą  i  Wn (x ) 4 0 w p rz e d z ia le  
<a, b> , t o  z (19) w yn ika , że fu n k c ja  F (x ) posiada punkt 

p rz e g ię c ia  d la  x  » j •

. L iczba  n je s t  p a rz y s ta , a fu n k c ja  Wt i ( x ) > 0  w p rze 

d z ia le  <a, b > .
Z (19) w yn ika , że w tym przypadku P (x ) . P " ( x ) > 0  w p rze 

d z ia le  <a, b> , a w ięc fu n k c ja  P (x ) je s t  w ypukła p o n iż e j 

o s i 0x, a w k lę s ła  powyżej o s i 0x ( r y s .  1 ) .
S tosu ją c  wzór (18) do rów nania ( 16 ) przyjm ujem y x = •

Łatwo zauważyć, że je ż e l i  x *<  - ■ ^  to  a<J-£x^ je ż e l i  n a to 

m ia s t x* > — to  x*< j <b, ( j e ś l i  x# = -  to  o czyw iśc ie

Podane postępowanie można stosować w ie lo k r o tn ie .  Długość 

p rz e d z ia łu ,  w k tórym  w ys tępu je  p ie rw ia s te k  x  = £ pozwala 
wnioskować bezpośredn io  o d o k ła d n o śc i o s ią g n ię te g o  p rz y b liż e 
n ia .

b io rą c  za początkowe p rz y b liż e n ie  l ic z b y  |  dowolny punkt x Q 
z p rz e d z ia łu  <a, b> . Otrzymujemy wtedy

(19)

W przypadku tym  można rów n ież  k o le jn o  stosować wzór (1 8 ),

lu b

x Q < x 1 < x2 < . . .  < < x i+1 < . . .  < i

x Q >  x 1 > x 2 > . . .  > x i  > x . +1 > . . .  >  j ,
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g d z ie :

n JP(x±) r^ (x ±)
x i+1 = x i  u ;V iT x p   d la  x -  0, 1, 2 , . . .  (20)

2 metody Newtona w yn ika , że l im  x^ =
i — <*°

K o le jn e  p rz y b liż e n ia  zaokrąglam y zawsze w s tro n ą  p ie rw ia s t 
ka , gdy k tó re ś  z p rz y b liż e ń  p rz e k ro c z y  p ie rw ia s te k ,  to  ła tw o  
zauważyć, że nastąpne p rz y b liż e n ie  z b l iż y  s ią  do p ie rw ia s tk a  
z d ru g ie j s tro n y .

Ag. l ic z b a  n je s t  p a rz y s ta , a fu n k c ja  Wn (x ) 0 w p rze 
d z ia le  <a, b> .

Z (19) w yn ika , że w tym przypadku ? (x )  . P ''(x ) « 0 w p rze 
d z ia le  <a, b> , a w iąo fu n k c ja  P (x ) je s t  w k lą s ła  p o n iż e j 
o s i 0x, a w ypukła  powyżej o s i 0x ( r y s .  2 ) .

P rzy jm u jąc  x q  =  ^  ^  i  s to su ją o  dw u kro tn ie  wzór (2 0 ),
zauważamy, że je ż e l i  x^e < a , b> , t o  p ie rw ia s te k  x  = ^ rów

nan ia  ( 16 ) le ż y  w p rz e d z ia le  x. < |  < m in(x,,» - ) lu b  w p rz e -
t a + b \ c d z ia le  max(Xg, — ^— ) < J < x 1.

J e ś l i  x^ -= a , t o  przyjm ujem y we wzorze (20) x Q = a i  ob
licza m y nastąpne p rz y b liż e n ie  x '^, w tedy a-= j<m in(x^, -  ■| ’- -  ) .  
Podobnie postępujem y, gdy x 1 >  b .



Postępowanie to  prow adzi zawsze do zm n ie jsze n ia  d łu g o ś c i 
p rz e d z ia łu ,  w k tó rym  w ystępu je  p ie rw ia s te k  p rz y n a jm n ie j o p o - 
łOWęX ) .

B. L iczba  n Jest n ie p a rz y s ta , a fu n k c ja  WQ(x ) # 0 w p rze 
d z ia le  <a, b> .

Z (19) w yn ika , że fu n k c ja  f ( x ) Jest wypukła lu b  w k lę s ła  
w oałym p rz e d z ia le  <a, b> (Fw (x )  «; 0 ilńb  p " ( x ) » 0 ) .

W przypadku tym stosu jem y wzór (20) p rzy jm u ją c  x Q = a , Je
ż e l i  f ( a )  . ffQ( a ) > 0  lu b  x Q = b , J e ż e l i f ( b )  . WQ(b ) > 0.
Z metody Newtona w yn ika , że otrzym any o ią g  p rz y b liż e ń  
Jes t m onoton iozn ie  zb ieżny do l io z b y  J.

Różnioę |x i  -  j |  szacujemy na podstaw ie  wzoru (11) lu b  ( 14 ) .

5 . Z ( 4 ) i  (6 )  otrzym ujem y

U g ix ) = f ' ( x ) ,  u ^ (x )  = 2 [ f ' ( x ) ] 2 -  f ( x )  . f t x ) ,

W2 (x )  .  3 [ f "  ( x ) ] 2 -  2 f ' ( x ) f " ' ( x ) .

D la  n = 2 wzór (20) ma w ięc postać

2 f  ( x . )  . f ' ( x . )
Xj a = X. -  • -p —* --------------------------- (21)

1+1 1 ~ f ( x Ł) f " ( x . )

d i d  i  = Oj 1 j 2 j • • •  •

P r z y k ł a d » S t o s u j ą c  w z ó r  ( 2 1 )  o b l i c z y m y  p i e r w i a s t e k  r ó w n a n i a  

f ( x )  = x  l o g  x -  1 = 0 ( 2 2 )

_7
z d o k ł a d n o ś c i ą  do  10 .
Mamy

f ' ( x )  = l o g  x  + l o g e ,  f " ( x ) = , f “ ( x )  = -  ■1 ° # e .
X x

x ^Ze wzorów ( 1 1 ) ,  ( 1 4 ) w y n i k a ,  ż e  z m n i e j s z e n i e  t y l k o  o p o ł o w ę  
p r z e d z i a ł u ,  w k t ó r y m  w y s t ę p u j e  p i e r w i a s t e k  może n a s t ą p i ć  co  
n a j w y ż e j  w p r z y p a d k u ,  g d y  p r z e d z i a ł  t e n  j e s t  d o ś ć  d u ż y .
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Stąd 

*2
o

U p(x) = lo g  X + lo g e , u ~ (x ) = 2 lo g  x + 3 loge  lo g  x +

+ 2 lo g 2e +

w ( x ) = l o g g i i .  ł ° Ł  * +. 5 l o g g l  .
2 x2

Wobec f ( 2 )  = -  0 , 3 9  . . . < 0 ,  f ( 3 )  = 0 , 4 3  . . . > 0 .  a  f ' ( x )  >  0 
w p r z e d z i a l e  < 2 ,  3> , r ó w n a n i e  ( 2 2 )  p o s i a d a  w ty m  p r z e d z i a l e  
d o k ł a d n i e  j e d e n  p i e r w i a s t e k .
Wg(x)  >  0 w p r z e d z i a l e  < 2 ,  3> , w i ę c  mamy p r z y p a d e k  A ^ .

Wobec ( 1 0 )  ł a t w o  o t r z y m u j e m y

m = 0 , 7 ,  M = 1 , m 2 = 1 , M 2 =  0 , 3 4 .

B i o r ą c  x Q = 2 , 5  mamy

f ( 2 , 5 )  = -  0 , 0 0 5 1 4 9 9 8 ,

s t ą d  n a  p o d s t a w i e  ( 1 2 )

|x Q -  I  | = | 2 ,5  _ j |< 0 i 00514998 < 0>008>

Z ( 1 1 )  o t r z y m u j e m y

2
| Xl -  j  |<  ° ł ° 0 5 2 2 • 0 »34 . 0 , 0 0 8  <  0 ,  00 000  0 0 8 .  

P o n i e w a ż

l o g  2 , 5  = 0 , 3 9  794  0 0 1 ,  l o g  e = 0 , 4 3  429  4 4 8 ,  

u2 ( 2 , 5 ) =  0 , 8 3  223 4 4 9 ,  u . j ( 2 , 5 ) =  1 , 3 8  6 1 2  3 1 4 ,

więc

o  c  , 0 . 0 0  8 5 7  1 9 8  p  c n  / , -i /,
1 -  »5 + 1 13 8  612 31 4  -  b18  4 1 4 .



Stąd

2,50 618 414 < j < 2 , 5 0  618 422,

a w ięc
j  = 2,50 618 418 + 0 ,00 000 004

W płynęło do R e d a ko ji 1 7 .I V .1967 r .
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OJEHKA Offi HE KM B OEOEHIAIHEM METOflE HbDTOHA 

PEffiEHMH yPABHEHMK

P e 3  D  M •

B pad ore npejcTaBJieHH HeicoTopue okchkh om h6 kh (HepaBe hctbb

(11) h  (  1 4 ) J )  b ododnjaromeM Me to je  HfcmroHa, KOTopbift onpeaeJUiDT 
$opuyjiu ( 3 )  H ( 4 ) .  3 t h  $opnyjiH mozho noayqHTb n y r ë u  npwueH e -  

hhh ueToja HbBTOHa k ypaBHehhh

flaHa re oM eT pi raecK aa  nHTepiipeTanHH p a c c y a c j a e u u x  $ o p u y a .

ESTIMATION OP AN ERROR IN  GENERALIZED NEWTON’ S METHOD 
OP EQUATION SOLVING

S u m m a r  y

In  th e  work some e s tim a tio n  o f an e r r o r  ( in e q u a l i t ie s  (11) and 
( n ) X  was g iv e n . These fo rm u la s  can he o b ta in ed  by th e  use 
o f  Newton’ s method in  th e  e q u a tio n

0 L -  = o.

G eom etrica l e x p la n a tio n  o f  th e  g ive n  fo rm u la s  was in tro d u c e d


