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OSZACOWANIE BLEDU W UOGOLNIONEJ METODZIE
NEWTONA ROZWIAZYWANIA ROWNAN

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest podanie
pewnych oszacowah btedu dla uogdlnionej metody New-
tona przyblizonego rozwigzywania rownan. Wykazano,
ze wzory otrzymane w [31 mozna uzyska¢ przez za-
stosowanie metody Newtona do rownania f (x) = o po-
mnozonego przez pewng funkcje, ktdéra jest statego
znaku w przedziale wystepowania pierwiastka réowna-
nia. Na te] podstawie podano geometryczng interpre-
tacje rozwazanych wzorow oraz rozpatrzono poszcze-
g6lne przypadki praktycznego stosowania uogélnio-
nej metody Newtona.

1. Zakladamy, ze f(x) jest funkcjg klasy Cn + ~ w przedzia-
le <a, b> i f(x) jest statego znaku w tym przedziale oraz
f(a) . f(b)-=o. Wobwczas réwnanie

f(x) =0 (1)

posiada doktadnie jedno rozwigzanie x nalezgce do prze-
dziatu <a, b> .
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W monografii [3] podano wzor

f’ f ee« 0
fi f f .0
f(x)
1 N (n-1) ~(n-2)
Cn-1)! f Cn-2)! f
(2)

f’ f 0 wan O

i f f vee 0
»(n-1) (n-2)

ofil ' (n-1)f" ' (n-2)1 f'" .o f

ktéry jest uogodlnieniem znanej metody Newtona przyblizonego
rozwigzywania réwnan.

Wz6r (2) zostat podany przez Hadamarda w pracy [2], jego
dowdd wynika z twierdzenia Koéniga [1] w teorii funkcji anali-
tycznych.

Wylgczajgc z wyznacznikbw we wzorze (2) z kazdego wiersza
i kazdej kolumny state czynniki (z i - tego wiersza iy, z k-tej
kolumny (k-1)!) doprowadzamy wzér (2) do postaci

n f(x) un(x)
X* =X - (3)
un+l (x)
gdzie: uQ(x) =1, ~ (x) = f'(x),

f” f 0
fr 2 f’ f
uk+1(x)’ (4)
f(k-1) |k-Ijf(k-2) Jk-Ij f (k-3) f
f (k) (k-1) (kj f(k-2) K f

dla k —1j 2, «.«j u.
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2. Wykazemy teraz 3 lematy i twierdzenie potrzebne do osza-
cowania btedu dla uogdlnionej metody Newtona.

lemat 1. Dla naturalnych k>2 i r zachodzi réwnos¢
f 0 0
2i f 0
(r+1)
(k-1) (k-1j ~(k-2) 0?1 ,(k-3)
f(r) G) >(r-1) (r)f (r-2) (ki) J(r-k+1)
2f” f 0
3f" 3f f
(5)

f (K-1)

(ryDf(r-i) (r+D f(r-2) gif]—l;f(r-kJrl)

Ela k =2 i dowolnej liczby naturalnej r rownos¢ (5) jest
oozywista.

Rozwijajac wyznacznik wystepujgcy po lewej stronie wediug

ostatniej kolumny i stosujgo do otrzymanych podwyznacznikéw
zatozenie indukcyjne otrzymujemy

r f 0

fx 2f1 oL 0
roAf (r-k+1)
(r+i)(k-0
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2f 0

f(r)y ~jf(r-1) # # .(k:2)f(r-k+2)

2f" f
3f" 3f . 0
r+1 (r A(r-k+1)
="TT (£ 0=
o (k1) )
0> <2 — CA)*-
2f
3f" 3f
- f
fredf (r) fr+ 2\ (r-1) _ _ _ Ar+1Af (r-k+2)
vil/ V2 J* * * * Vk-1A
2f! f 0

3f" 3f! f
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Lemat 2. Niech A = 'Il_'a. 1. . " 9 o) i bedzie dowolnym
wyznacznikiem k-tego stopnia. Jezeli AACi = 1, 2,..., k) ozna-
cza wyznacznik, ktéry zostat utworzony z wyznacznika A przez
zastgpienie elementobw w i - tym wierszu elementami

0, aijl, ai *k_1, to
.Aj + AN P eee P A - A%
Dowdd indukcyjny. Niech =1,2,...,k) oznacza do-

petnienie j - tego elementu k - tej kolumny w wyznaczniku A"
dla i - 1, 2, ..., k.

Rozwijajgc wyznacznik A" wedlug k - tej kolumny otrzymu-
jemy

Ai = ajk Aij + ai,k-1 Aii
>1
j*i
dla i =1, 2, , k. Stad
5 Ai " s £ (£ + Aii)"S (a3if Ai
j#I i*]j
+ 2 Au
Na podstawie zatozenia indukcyjnego mamy S Aij’ = 0 dla
i=1
j =1, 2, ..., k, zatem i
ag1  a1,2 * * '  al,k-1 alk-1
K a2,1 az2,2 * ' * a2,k-1 a2,k-1

k
zLj A.= " jaA
.1 1 =1 X»K 1 11
ak,1 ak,2 * * * ak,k-1 ak,k-1
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Lemat 3.
f f 0 o (0 o 0
f 2f f e o 0
f(k-1) (k-1jf Ck-3) f
f (k+1) (k*iyk-D
(k; 1) f <k) c . o (E1>

dla k — 1j 2, teej no

Dowo6d. Wyznacznik uk+1(x) (wzoér (4)) rézniczkujemy wedtug
wierszy. Odejmujgc w k-1 pierwszych wyznacznikach od i-tego
wiersza otrzymanego z rdézniczkowania i+1-szy wiersz i stosu-
jac lemat 2 otrzymujemy

0 fr ... 0 f f .0
fx 2" .. 0 o0 £ .0
f(k-1) (k-ijjtk-a) f f(k-D(k-1Jf (k-2) # ;
f (k) kirkean L. ki T(K) Ki(k-1) . . kf
f f 0 f f 0
f 2f 0 f 2f 0
+
f(k-1)(k-1jf (k-2 #
0 (g UONGCTITReD)
fOOKf(k-1) ~ g T (kn-D Kitk>  _ _ o
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f(k-1) ~k-1jf (k-2)

Stad juz wynika tatwo

Twierdzenie« Dla k= 1, 2,

k i"U) ur+1(x)

gdzie:

I K(x).
fik)

f(k+1)

- (k+1)

2f

3f"

kf(k-1)

f(

f (
(¢ X

lemat 3.

es o)

K-1)GrT1)t (k-2> . . .

K+ kinkx ki

., nh zachodzi tozsamos$¢

ufc+l (x)

3f

(k)f(k-2)

Ak+17f (K) Ak+1A (k-1)

Dowéd. Przeksztatcajao
jac lemat 3 otrzymujemy

kuk (x)

= [f(x)]Ik"1 Wk (x)# (6)

(¢ X

lewg strong tozsamos$ci (6) i stosu-

k uk (x) uk+1l (x)-(k+1 )u'k (x)uk+l (x)

f
2f'

(k+1) f (k)

0
f

Ak+1jf (k-1)

® ® ® f

_ _ _(k+3)r
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1 i 0 0
i 2f" f 0
-(k+1Du”™(x)
f(K-1) g
f (k) A1) (OF(K2)
i’ i 0 0
f of f 0
<>
"Qe+) (D f(k-2n (k-1)F(k-A . i
Vo Vi V2 * vk-1
gdzie:

oGk k@) TR (g ik

dla i » O 1j eeee k * 1*

Ostatnig rownos$¢ na podstawie lematéw 1 i 3 mozna zapisac

w postaci
2f f 0
3f" 3f 0
ri=(-1)k+1 (8)
KA (K-i) kfrk-i) (k) f(k-2) * * *(k*1) f
(A1) (k-i+D (K+1)f(k) ~IN)f(k-1) # . r

dla i a0, eee| k-1
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Oznaczamy przez a l» 2, ..., k-2) dopetnienia algebra-
iczne kolejnych zer wystepujgoyoh w pierwszej kolumnie wyznacz-
nika (8). Dodajgc do k-tego wiersza wyznacznika (7) kombinacje
liniowag k-2 $rodkowych wierszy o wspotczynnikach . 62,

A)t-2  trzymamy w ostatnim wierszu elementy w® Q, w”N 1,

wk k-1* m°zna napisa¢ w postaci:
ly a -i) 2f" f S 0
3),<3-0 3f" 31" o o o 0
(k) f (k-i) kf(k-D (kyk-2)
o o -(k-DH1
Ak+HINM (K-i+ | k+17f (k-1
S Y (k- C(E 1>
dla i - G, 1, ..., k-1, gdzie « 0 dla s-i<O0.
tatwo zauwazyé, ze wki m 0 dla i * 1, 2, k-1.
Wobeo tego
k uk(x)unr+1(x)-(k + L)u™N(x)uk+1(i)
1 f 0 0
f* 21 f 0
k,o
Poniewaz (-1)k+l1 wfc o(x) = wiec z ostatniej réwnosoi

otrzymujemy (6).
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3. Niecli x* bedzie wartoscig przyblizong nieznanego pier-
wiastka J rownania (1).
Poniewaz f(J) = 0, wiec na podstawie (3)
e, / n f(x) un(x)x ,6 n f(5) 07(5)
1 S )_(S ¢

W mysl twierdzenia o wartosoi Sredniej mamy

x* j ., £<?)[n UMT) W+1(?) ~ (n+]) ~ (?) (x - J),

gdzie: 7=i+0(x-j), O<0<1.

Stad, wobec (6)
[(f(7)]n wn(7)
X*-$ « 2- — — (x - J). (9)

“u i <*F>

Wprowadzajagc oznaczenia

m = min \f (x) |, U = max jf' (x) |,
a«x«b a«x*b
(10)
M = max |W (x)], m - min |u (x)
a«x«b a«x<bl
z rébwnos$oi (9) otrzymamy oszacowanie
[f(7)In M
ST B ——— 7 S— ix-1]. (11)
m

Nadto
f(x) - f(S) = tnfiy(x - J)  (i«™<x lub

wiec

(12)
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lub
[f(x)[« MIx -j]. (13)

Po podstawieniu (13) do (11) otrzymujemy oszacowanie

* (.4

n
4. Przyjmijmy
<«>
nadto zatézmy, ze wun(x) i un+W s3 statego znaku w prze-
dziale <a, b>.
Jezeli n jest parzyste i uQ(x)<o, to w (i) i (3) za

f(x) przyjmujemy funkcjg - f(x), wtedy na podstawie (4) uQ(x)
zmieni znak na przeciwny.
Roéwnanie

*(x) =0 (16)

posiada ten sam pierwiastek x =J co réwnanie (1) w przedzia-
le <a, b>. Obliczajgo pochodne:

u .
il(x) = StJ—

(17)
n un(x)u;+1(x)-(n+Du;(x)un+1(x)
i (x) = 2"V oy 'n f VN e :
n \lun

i stosujac wzoOr Newtona do réwnania (16) otrzymujemy
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gdzie: x jest poczatkowym przyblizeniem, a x* nastepnym
przyblizeniem pierwiastka j

W zwigzku z tym rozpatrzymy geometryczng interpretacje
wzoru (2) (lub (3)).

Z wzorow (6),(15) i (17) otrzymujemy

(19)

Jezeli n jest liczbg parzysta i W(x) 4 0 w przedziale
<a, b> , to z (19) wynika, ze funkcja F(x) posiada punkt
przegiecia dla x »j e

Liczba n jest parzysta, a funkcja Wi(x)>0 w prze-
dziale <a, b>.
Z (19) wynika, ze w tym przypadku P(x) . P"(x)>0 w prze-
dziale <a, b> , a wiec funkcja P(x) jest wypukia ponizej
osi 0Ox, a wklesta powyzej osi Ox (rys. 1).

Stosujgc wzoOr (18) do rownania (16) przyjmujemy x = .
tatwo zauwazy¢, ze jezeli x*< -1n to a<J-£x" jezeli nato-
miast x* > — to x*<j<b, (jesli x# = - to oczywiscie

Podane postepowanie mozna stosowaé¢ wielokrotnie. Diugos¢
przedziatu, w ktdrym wystepuje pierwiastek x =£ pozwala
wnioskowa¢ bezposrednio o dokladnos$ci osiggnietego przyblize-
nia.

W przypadku tym mozna réwniez kolejno stosowaé wzdér (18),
biorgc za poczatkowe przyblizenie liczby | dowolny punkt xQ
z przedziatu <a, b> . Otrzymujemy wtedy

XxXQ< x1< x2< ... < < Xitl < ... <i

lub
XQ> x1>x2> ... >Xi>x.+1> ... >j,
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gdzie:
n JP(xx) r"N(xz)
Xi+l = xi u;ViTxp dla x - 0, 1, 2, ... (20)
2 metody Newtona wynika, ze lim x~ =

| =<
Kolejne przyblizenia zaokrgglamy zawsze w strong pierwiast-
ka, gdy ktores z przyblizeh przekroczy pierwiastek, to tatwo
zauwazy¢, ze nastapne przyblizenie zblizy sig do pierwiastka
z drugiej strony.

Ag. liczba n jest parzysta, a funkcja W (x) 0 w prze-
dziale <a, b>

Z (19) wynika, ze w tym przypadku ?(x) . P"(x) « 0 w prze-
dziale <a, b> , a wigo funkcja P(x) jest wklgsta ponizej
osi 0x, a wypukia powyzej osi Ox (rys. 2).

Przyjmujac xq = A N stosujgo dwukrotnie wzér (20),
zauwazamy, ze jezeli x"e <a, b> , to pierwiastek x =" réw-
nania (16) lezy w przedziale x.<|<min(x,,» -) lub w prze-
dziale maxEXg, a *—b)éf<xl.

Jesli x* =a,to przyjmujemy we wzorze (20) xQ = a i ob-
liczamy nastapne przyblizenie x", wtedy a-=j<min(x®, - ¥*-).

Podobnie postepujemy, gdy x1 > b.
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Postepowanie to prowadzi zawsze do zmniejszenia diugosci
przedziatu, w ktorym wystepuje pierwiastek przynajmniej o po-
tOweX).

B. Liczba n Jest nieparzysta, a funkcja WQ(x) # 0 w prze-
dziale <a, b>.

Z (19) wynika, ze funkcja f(x) Jest wypukia lub wklesta
w oalym przedziale <a, b> (Fw(x) « 0 ilAb p"(x)»0).

W przypadku tym stosujemy wzoOr (20) przyjmujac xQ = a, Je-
zeli f(a) . ffQ(a)>0 Ilub xQ = b, Jezeli f(b) . WQ(b) > 0.

Z metody Newtona wynika, ze otrzymany oigg przyblizeh
Jest monotonioznie zbiezny do liozby J.
RoOznioe |xi - j| szacujemy na podstawie wzoru (11) lub (14).

5. Z (4) i (6) otrzymujemy
Ugix) = f'(x), un(x) = 2[f'(x)]2 - f(x) . ftx),
W2 (x) . 3[f" (x)]2 - 2 f'(x)f""(x).

Dla n =2 wzdér (20) ma wiec postac

2 f(x.) . f(x.)

Xj a =X - ep- (21)
1+1 1 ~ f(xt) f'(x.)
did i = Of 1j 2j eee o

Przyktad» Stosujgc wzor (21) obliczymy pierwiastek rownania
f(x) =xlog x- 1=20 (22)

7
z doktadnos$cig do 10~
Mamy

f'(x) = log x + loge, f"(x) = » , FU(x) = - w°#e .
X

x"Ze wzoréw (11), (14) wynika, ze zmniejszenie tylko o potowe
przedziatu, w ktéorym wystepuje pierwiastek moze nastapi¢ co
najwyzej w przypadku, gdy przedziat ten jest do$é duzy.
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Stad
0
uzo(x) = log x + loge, u~(x) =2 log x + 3 loge log x +
+ 2 log2e +

w (x) = loggii. t°t * + 5 loggl .
2 X2

Wobec f(2) =- 0,39 ...<0, f(3) =0,43 ...>0. a f'(x) >0

w przedziale <2, 3> , réwnanie (22) posiada w tym przedziale

doktadnie jeden pierwiastek.

Wg(x) >0 w przedziale <2, 3> , wiec mamy przypadek A",
Wobec (10) tatwo otrzymujemy

m=20,7, M=1 ,m2=1,M2= 0,34.
Biorgc xQ = 2,5 mamy
f(2,5) = - 0,00514998,
stad na podstawie (12)
[xQ- 1] =12,5 _j|<0i 00514998 < 0>008>

Z (11) otrzymujemy

2
[XI' - j|<°t°0522 » 0»34 . 0,008 < 0, 00 000 008.

Poniewaz

log 2,5 = 0,39 794 001, log e = 0,43 429 448,

u2 (2,5)= 0,83 223 449, wu.j(2,5)= 1,38 612 314,

- °»5 4+ 1138 B12 314 - ° °" pis 414,
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Stad
2,50 618 414 <j<2,50 618 422,
a wiec
j =2,50 618 418 + 0,00 000 004
Wptyneto do Redakoji 17.1V.1967 r.
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OJEHKA CfiHEKM B OEOEHIAIHEM METOfIE HbDTOHA
PEfiEHMH yPABHEHMK

Pe 3p M-
B padore npejcTaBJieHH HeicoTopue okchkh amnh6kh (HepaBehctbb
(11) n (14, b ododnjaromeM Metoje HfcmroHa, KOTopbift onpeaeJUiDT

$opuyjiu (3) H (4). 3th $opnyjiH mozho noaygHTb nyréu npwueHe-
hhh ueToja HbBTOHa k ypaBHehhh

flaHa reoMeTpiraecKaa nHTepiipeTanHH paccyacjaeuux $opuya.

ESTIMATION OP AN ERROR IN GENERALIZED NEWTON S METHOD
OP EQUATION SOLVING

Summary
In the work some estimation of an error (inequalities (11) and

(n)X was given. These formulas can he obtained by the use
of Newton’s method in the equation

OL - =o.

Geometrical explanation of the given formulas was introduced



