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0 PEWNYM ZAGADNIENIU ASYMPTOTYCZNYM 
DU RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO N-GO RZ^DU

S t r e s z o z e n ie . W pracy wykazano i s t n i e n ie  i  Jedno­
znaczność rozw iązan ia  y (x ) równania różniczkow ego  
( i )  w p r z e d z ia le  <0, °°) s p e łn ia ją c e g o  warunki:
y ( o )  = y Q >  0 ,  y ( 0 )  = y " (0 )  = . . . = y (n “ 2  ̂ ( 0 )  = 0 ,  
(n  i» 2 )  i  t a k i e g o ,  ż e  y ( x )  >  0 d la  x >  0 o r a z  
y ( x )  —■ 0 p r z y  x  —  00

1 . Wstęp 

Weźmy równanie

y ^ ( x )  = f ( x , y ) ) . g ( x ) ,  n 5® 2 ( i )

Szukamy rozw iązan ia  y (x )  s p e łn ia ją c e g o  warunki

y(o) « y > 0, y'(0) = y"(0)* . . .  = y^n“2^(0)=0,lim y(x)»0
x —

(2 )
Podobne zagad n ien ie  d la  n=2 omówione J e s t  w [1] , a przy  n > 2 
i  lim^y'ix) = 0 w [2 ]  i  [ 3 ] .  N iecb f  b ęd z ie  u s ta lo n ą  l i c z b ą  
r z e c z y w is tą  i  n ieoh

y (o ) = y0 >  0 , A O )  = y" (o) * . . .  = y (n“2 ) (0 )= 0 ,y (n“ l ) (0 ) .  y.
(2')

Odnośnie rów nania (1 ) zakładamy, że

1° f ( x ,y )  J e s t  fu n k oją  r z e c z y w is tą  c ią g ła  d la  x 5» 0,-<=»<y< co 
g (x ) J e st  fu n k cją  c ią g łą  d la  x ;» 0 ,

2° d la  każdego zb ioru  <0, a> x (a >  0) i s t n i e j e  s t a ła
M(a) >  0 taka że | f ( x , y ) |  «  M (a),

3° i s t n i e j e  t y lk o  Jedno rozw iązan ie  równania ( i )  s p e łn ia ją c e  
(2*) w <0, «=),
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4° f ( x ,y )  j e s t  fu n k cją  rosn ącą  wzglądem y , d la  x >  0,-<*<y<°o
oraz f ( x ,0 )  = 0 d la  x ^  0,

l
to  lim  F (x) a f  OO 0

Z ałożen ia  1° do 6° są  n iezbędne do dowodu i s t n ie n ia  roz­
w iązan ia  zadania ( i )  ( 2 ) .  Z a ło żen ie  3° n ie  wynika z p ozo sta ły ch  
jak  wskazuje n a stęp u ją cy  przykład

|y  ł <1 przez punkt ( x o , 0 ) ,  x q >  0 przechodzą dwa różne roz­
w iązan ia

i s t n i e j e  rozw iązan ie  y (x ) zadania (1) (2') ok reślon e w <0,°°).

Dowód. Z z a ło ż e n ia  1° prawa stron a  (1 ) j e s t  c ią g ła  w 
w ięc z tw ier d z e n ia  Cauohyego wynika i s t n i e n ie  przynajm niej 
jednego rozw iązan ia  zadania (1 ) (2') w pewnym p r z e d z ia le  <0, x ) .  
N iech  oc będ zie  kresem górnym ty o h  w a rto śc i x d la  k tórych  i s t ­
n ie j e  rozw iązan ie  zadania ( i )  (2') w <0, x ) .  Gdyby oc <<*, to  
z z a ło ż e n ia  2° na podstaw ie znanego tw ierd zen ia  (p . [1] , t . I I ,  
s t r .  95) wynika, że i s t n i e j ą  lew ostronne gran ice

y " ( i )  =

\ [ J ,  x >  0 , | y | <1

-  p  x >  0 y > 1

-  i»  x >  0 , y < -  1

Z a ło żen ia  1 ° , 2 ° ,  4 ° , 5° i  6° są  s p e łn io n e . Natom iast przy

T w ierdzenie 1 . J e ż e l i  sp e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  1° i  2 ° , to

lim  y (x )  6 y(oc -  0 ) ,  lim  y ^  ( i ) = y ^ ^  (oc -  0 ) ,  k=1,2
x — u -0 X —- d - 0 ( 3 )
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Dlatego  rozw iązan ie  y (x )  zadania (1) (2') można dodatkowo 
o k r e ś l i ć  d la  x = oi , a l i c z b y  (3) przyjąć  za nowe warunki po­
czątkowe d la  równania ( 1 ) ,  t z n .  n ieoh

y(cc -  o) = y ( d ) ,  y ^ ( c c -  0) «= y ^ ( a ) ,  k = 1 , 2 , . . . , n - 1  (2*)

i  do równania (1) z warunkami (2") ponownie stosow ać twierdze-t  
nie  Cauohyego. Wtedy równanie ( i )  b ęd z ie  posiadać rozw iązan ie  
sp e łn ia ją c e  warunki (2*) i  ok reś lon e  w < 0 , « ) ,  g d z ie  <x>oc eo 
j e s t  sprzeczne z określen iem  l i c z b y « ,  t z n .  musi być « = i  
tw ierd zen ie  j e s t  udowodnione*

2 .  I s t n i e n i e  rozw iązan ia  zadania ( i )  (2)

Równanie (1) z warunkami (2’) j e s t  równoważne równaniu

y W  = y 0 + f j p r j r l /  + f  ̂  ^

stąd

= T5=5 7 r [ j ’ + / < 1 -  | ) Q_2 f ( ' t , y ( t ) ) g ( t ) d t j  (5)
0

Rozwiązanie równania (1) s p e łn ia ją c e g o  (2) można otrzymać 
z rozw iązan ia  (1) s p e łn ia ją c e g o  (21) o i l e  odpowiednio dob ie­
rze  s i ą  l i o z b ę  ^ . N iech  /* * 0 .  Łatwo pokazać na podstawie za­
łożeń  1° ,  4° i  6° w oparc iu  o wzory (4) i  (5) i  warunki (2"), 
że wtedy y ( x ) - / ~ 0 ,  przy x — Dl at ego rozw iązan ia  zadania
(1) (2) n a le ż y  szukać przy ^ < 0 .

Załóżmy, że / - < 0  i  oznaczmy rozw iązan ie  zadania (1) (2)  
przez y ( x , y ) .

X

Niech G(x) = ¿ g ( t ) d t .  Z z a ło ż e n ia  6° wynika, że G(x) >  0 
dla x > 0 .  Ponieważ d la  0 < t < x  i  n > 2  j e s t

0 (1 -  %)n~^ <  1 , t o  wobec 6° mamy dla  x > 0  i  n ; s 2 :
X

f (  1 -  |- )n-2 g ( t )  dt *£ G(x) (6)
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Lemat 1» N iech  b ę d z ie  u s t a lo n ą  l i o z b ą  r z e c z y w is tą  do­
d a t n i ą  i  n ie ch

„ ( n -1 )! .  y
7  *  n T T - 2  -  M ( l 1 } * G ( x 1 ) ( 7 )

X1

J e ż e l i  s p e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  1 ° ,  2° i  4 ° ,  t o  yCz,^) j e s t  
fu n k cją  m alejącą  w  < 0 ,° ° )  i  zm ien ia jącą  znak w tym p r z e d z ia le .

Dowód. Z (7) wynika, że 0 .  Z (5)> (6) i  z a ło ż e n ia  2° mamy 
w p r z e d z ia le  ( 0 ,  z^> d la  y ' ( z , y )  oszacow anie:

y'  ^x »r )  <  fn-g?} [ r + / (1 -  f ) n~2 | f ( t , y ( t , y ) )  | g ( t ) d t ] «
o

*  x S r  [ y + M (xi> / (1-  l )D" 2 [r * * ( * ,  ><*<*>]

' ( 8 )

Ponieważ z 6 ° ,  g (x )  >  0 d la  x > 0 ,  więo d la  0 < z  «z^ mamy

G(z) si G(z,,) (9)

Z (8 )  i  (9j otrzymujemy

y '  ( z t ? )  <  TH=2 7 l [ / +  M (z i > e ( x i> ]  ( 1 0 >

Z (7 )  i  (10) mamy

( n - 1 ) y  9
y ' ( z , / )  < -------* 1 d l a  x £ ( 11)

*1

przy  czym y ' ( 0 ,^ )  = 0 1  y (0 ,^ )  = yQ > 0 na podstawie (2'). (12)  
Całkując (11) od 0 do z  «  x  ̂ otrzymujemy

y (x , jO  ** y Q [1 -  d la  x  € ( ° *  x i> ( 13 )

Dla z  = z^ z ( 1 3 ) mamy yte-p)')  <  0 .  (14)
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Wykażą, że y ' ( x , j ' )  <  0 d l a  x > (15)

Przypuśćmy,  że i s t n i e j e  t a k i e  ,§ > x 1 że y ' ( j , / )  = 0 (16)

i  y' (x ,y) -= 0 dla x e (x1, j  ) (17)

Wobec (14) i  (17)  y (x , jO  < 0  d l a  x ć r <x_1, <ę> (18)

Z (18) i  z a ł o ż e n i a  4 ° ,  f ( x , y ( x , y ) )  <  0 d l a  x e < x 1 ,£> (19)
S

z (19) i  6 ° ,  )  (1 -  | ) n“ 2 f ( t , y ( t , y ) ) g ( t ) d t  *=0 (20)

X1
z (11) i  t e g o ,  że x^ >  0 w o p a r c i u  o wzór (5) mamy 

X1
y  + [  “  x ^ n ~ 2 f ( t » y ( t > T ^ s ( t ) d t •<0 (2 1 )

O

Weźmy r ó ż n i c ą
n-2  _ xn-2 r

y’ ( S ,y )  - y U 1 t f )  = :- fn- jg j r  ■■—  y + f  ( 1 -  | - ) n_2f  ( t , y ( t , j O ) g ( t ) d t
o 1

+ • I  ~ f ( ' t , y ( t , j ' ) ) g ( t ) d t  (22)
X 1

Wobec ( 1 6 ) ,  ( 2 0 ) ,  (21)  i  t e g o  że j > x /] z (22) otrzymujemy 
-  y ' ( x . , y) <  0, co j e s t  sp rz e c z n e  z ( 1 1 ) ,  t z n .  za ch o d z i  ( 1 5 ) .
Z (11)  i  (15)  wynika ,  że y(x,j<) j e s t  f u n k c j ą  m a l e j ą c ą  w <0,°°) 
i  z uwagi na (12)  i  ( 1 4 ) z m i e n i a j ą c ą  znak w tym p r z e d z i a l e ,  
cbdo.

Lemat 2 . J e ż e l i  s p e ł n i o n e  s ą  z a ł o ż e n i a  1° ,  2 ° ,  3° ,  4° 
i  y  oznacza  k r e s  górnych  t y c h  y  d l a  k t ó r y c h  y ( x ,  y) zmienia  
znak w <0, 0 0 ) ,  t o  y (x ,  f )  >  0 d l a  x » 0 .

Dowód. Z z a ł o ż e n i a  1° i  2° wynika i s t n i e n i e  r o z w ią z a n ia  
y (x ,y )  z a d an ia  ( 1 ) (2') w <0,°°). Z z a ł o ż e n i a  3°  wynika ( p j 4 ]
s t r .  72, tw .  3 . 4 ) ,  że d l a  każdego £>0 i  i Q >  0 i s t n i e j e  t a k i e
h > 0, że j e ż e l i

| T  ~ / l < h  (23)
to  | y (x ,  j ’) -  y ( x , / ) j < e d l a  w s z y s tk i c h  x e (0 ,  x > .  ( 24)
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Wobec lem atu 1 m ożliwe są dwa p rz y p a d k i:
1) y (x ,j> ) zm ien ia  znak w < 0 ,° ^ .  Wtedy b io rą c  sp e ł­

n ia ją c e  (23) otrzymamy ro zw ią za n ie  y (x ,  ) zadania ( 1 ) (21)
k tó re  wobec (24) te ż  zm ie n ia ło b y  znak w <̂0 , ° ° ) ,  co prow adzi
do sp rze czn o śc i z o kre ś le n iem  l ic z b y

2 ) p o zo s ta je  p rzypadek, że y(x,tf)  n ie  zm ien ia  znaku w <0 ,°°) 
Ponieważ y (0 ,y )  = yQ>  0 , w ięc musi być y is , ^ )  s» 0 w < 0 ,° ° ) .

Wykażę, że: i )  n ie  może być y (x ,jż )  = 0 od pewnego x > 0  po­
cząwszy. Przypuśćmy p rz e c iw n ie , że

y ( x ,y )  = 0 d la  x > ^  , ( y > 0 )  (25)

Wtedy z (25) i  z a ło ż e n ia  4 ° , f ( x , y ( x , j 7) = f ( x , 0 )  = 0 d la  x ^ y  
Z (2b) d la  x> j?  otrzymamy

x

/  (1 -  | ) n_1 f ( t , y ( t , / ) ) g ( t ) d t  = 
o

V

= / (1 -  l ^ " 1 f ( t , y ( t , f ) ) g ( t ) d t  (27)
o ‘

A le  y (x ,jF ) s p e łn ia  w <0, 00) równanie całkowe ( 5 ) :

n  1 x
y(x»y) = y0 + fn^T7r|f+/ (1 -

0

w szcze g ó ln o śc i d la  x>y  otrzymamy z (2 8 ), u w zg lę dn ia ją c  (25 ) ,

(27)

1 ?
0 = yo + T H = T 7 r [ f+ / (1 f f t , y ( t , y ) ) g ( t ) d t ]  (29)

Q

A le  z (25) i  (28) p rz y  x = nj mamy

0 = yo + f n^1~)V fc  + f  ^  “  | ^ n~1 i C t f y ^ f ^ J s ^ J d t ]  (30)
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stąd

/ (1 - | ) n - i  f < t» y ( t» 7 > ) s ( t jd t  = - y 0 - ^ = 4 ! (31)
o ‘ 7

W stawiając (31) do (29) dosta jem y

C - X 0 [1  ~ ( ^ ) n_1]  < 0 d la  x > 7 ,

a w ięc sprzeczność, to  kończy dowód przypadku i .

i i )  n ie  może być y ( 7v » y ) ** 0 , gdz ie  {7v} je c t  c iąg iem  rosnącym
lic z b y  rz e c z y w is ty c h  d o d a tn ic h , (V  = 1 , 2 , . . . . ) ,  oraz

y ( x , f )  > 0  d la  x 7V (32)

Weźmy, np . y ( 71 , j 7) = 0. (33)

J e ż e l i  s p e łn ia  (23) do na podstaw ie z a ło że n ia  3° zachodzi 
(24) d la  x e <0, 71 + r>  , gdz ie  0 - = r < 72 -  , i  ponieważ z le ­
matu 1 w ynika że y (x , jO  je s t  fu n k c ją  m a le jącą  w < 0 ,°° ), to  

z (24) wynika że y ( x , f )  je s t  fu n k c ją  n ie ro sn ą cą  w <0 , tą + r> 
tz n .  wobec (33) musi być y ( x , |0  *£ 0 d la  x y  ̂ + r ,  co
je s t  sprzeczne z ( 32 ) .

P rzyp ad k i i )  oraz i i )  dowodzą że p o zo s ta je  t y lk o  możliwość 
y (x , jO  >  0 d la  w s z y s tk ic h  x > 0 , cbdo.

lem at 3 . P rzy za ło ż e n ia c h  lem atu  2, d la  każdego x ^ 0  je s t  

y < x ,y ) 0 .
Dowód. Przypuśćmy, że is t n ie je £  >0 ta k ie ,  że 

n- 2  C
y ' (£>?) = x~Q--g-); ■ [f  + y * ( l  -  p n~2 f  ( t , y ( t , f ) ) g ( t ) d t ] > 0  (34)

o

stąd
t

f  + / ( 1  -  p n~2 f ( t , y ( t , / ) ) g ( t ) d t  >  0 (35)
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Dla x  > C mamy

y' '(c,f)= — [y + p n~2 +

n _2 /*
+ f n ZgJT / ( 1  -  | ) n" 2 f ( t , y ( t , f ) ) g ( t ) d t  > 0  (36)

t
(wobec x > ó ,  (35) i  f  ( x ,y (x , ;p ) ) > 0 d la  x >  0) .

Z (36) i  (34) w yn ika , że y (x ,y )  ro ś n ie  d la  x >£ . (37)
A le  z za ło ż e n ia  3 ° , d la  każdego £ > 0  i s t n i j e  h > 0 ,  że gdy

¡?2 -  f \ * h  1 r 2 < f - c 0 > t o

|y (x ,  y2 ) -  y ( x ,y )  j -= £ d la  xe<0, t  + 1> (38)

Z lem atu  1, y (x ,  j '2 ) je s t  fu n k c ją  m a le jącą  w (O,**0 ) ,  w ięc 

z (38) w yn ika  że y ( x , f )  je s t  fu n k c ją  n ie ro sn ą cą  w <0, t  + 1> t 
oo je s t  sprzeczne z (3 7 ). Otrzymana sprzeczność kończy dowód 
le m a tu .

T w ie rdze n ie  2 . J e ż e l i  sp e łn io n e  są z a ło ż e n ia  1 °, 2 ° , 3 ° , 4 °, 
5° i  6 ° , a f  je s t  l ic z b ą  zd e fin io w a n ą  w lem aoie 2, to  y ( x ,^ )  
je s t  rozw iązaniem  zadania ( i )  ( 2 ) .

Dowód. Z za ło ż e n ia  1° i  2° wynika is tn ie n ie  ro zw ią za n ia  
zadania ( i )  (2‘) w < 0 ,° ° ) .  Z lem atu  3 w yn ika , że

y (x , jO  je s t  fu n k c ją  n ie ro sn ą cą  w <0, °°) (39)

Z lem atu 2 i  (39) w yn ika , że is t n ie je  l im . y ( x , f)  = c »  0.

Wykażemy, że o = 0 . Przypuśćmy, że c >  0.

Z z a ło że n ia  5° is t n ie je  i n f  f ( x , c )  = X > 0 (40)
< 0 ,~ >  C

Wobec (39) y ( x > f) 3= c > 0 . (41)

Z (4 0 ) , (41) i  za ło że n ia  4° mamy

f  ( x ,y ( x ,  ?))  >  f  ( x ,c )  »  Ac d la  x » 0 (42)
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Z (4 0 ), (42) i  u ło ż e n ia  6° otrzym ujem y 

n-2
y ' ( x > r)  = X n ^ T ! " [y  + / (1 -  i ^ n - 2  f ( t » y ( t > / ) ) s ( t ) d1:]  *

o

T̂H=?7r f r + Ac / (1 - l)n_2 s(t)dt]^f^7T fr+ Ao • p(x)]
oraz

n-2
lim  y ' ( x , y )  »  l im  j — ? T r | f  + Ac • = + ° ° i  00 j e s t s p rz e c z -
X-»ooX-H
ne z lematem 3. T w ie rdzen ie  je s t  udowodnione.

3 . Jednoznaczność ro zw ią z a n ia  zadan ia  ( 1 ) ,  ( 2 )

T w ierdzen ie  3 . J e ż e l i  przy jm iem y z a ło ż e n ia  1 °, 2 ° , 4 ° , 5 °, 6° 
oraz 7° | f ( x , y 1 ) -  f  ( x , y 2 ) | *£ l ( x )  jy 1 -  y2 | , d la  x > 0 , y1 , 
y2 e (-°° ,°°), L (x ) > 0  i  c ią g ła  w < 0 ,°° ), to  is t n ie je  t y lk o  jedno 
ro zw ią za n ie  rów nan ia  ( 1 ) s p e łn ia ją c e  ( 2 ) .

Dowód. 1) Można pokazać, że p rz y  za ło ż e n ia c h  1 °, 2° i  7° za­
danie Cauehyego ( 1 ) (2') pos iada  t y lk o  jedno ro zw ią z a n ie  p rz y  
u s ta l on ym y w <0 ,°°), (p .n p . [4] ,  s t r .  3 0 -3 1 ).

2) J e ż e l i  p rzy jm iem y y = 0, gdz ie  f  je s t  zd e fin io w a ne  w
lem acie 2 , to  p rz y  za ło ż e n ia c h  1°, 2 ° , 4 ° , 5 °, 6° i  7 ° , y ( x , / )  
s p e łn ia  ( 1 ) (2') oraz

lim  y ( x ,y )  = 0 (43)
x —M

Aby wykazać jednoznaczność ro zw ią za n ia  zadania  (1 ) (2 ) wy­
s ta rc z y  wykazać, że b io rą c  f  *  n ie  może być

lim  y (x ,y )  = 0 (44)
x  —

Przypuśćmy p rz e c iw n ie , że zachodzi (44) i  n ie ch

f  -  f  <■ o (45)

i  y ( x , f )  s p e łn ia  ( 1 ) (2 ) ,  a w ięc

y (o  ,y)  = y ( o , f )  = y Q>C  (¿6)
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(p rzyp adek można pominąć, bo na podstaw ie  lem atu  1,
l im  y ( x , f )  <  0 ) .  
x-~°°

Z (2 '), (45) i  c ią g ło ś c i y^n_1  ̂ ( x , f )  i  y^n_1^ ( x , f )  w < 0 ,° ° )  
w yn ika , że is t n ie je  s > 0 ,  t a k ie ,  że

y ( n - - l ) ( x , ~ )  >  y ( n - l ) ^ x > - j  w <0 > s ) ( 4 7 )

Z (20 , (4 6 ) ,  (47) o trzym ujem y, że

y (x ,;p ) =- y ( x , ? )  w ( 0 , s) (48)

Wykażemy, że s = + °® . Przypuśćmy, że s < 00 i  n ie c h

y ( x , f )  « y ( s , f )  (49)

S tosu ją o  tw ie rd z e n ie  f i o l le ’ a do f u n k c j i  y ( x , f )  -  y ( x , f )  w p rze ­

d z ia le  <0, s> s tw ie rdzam y, wobec (4 6 ), (4 8 ) , (4 9 ) ,  że i s t ­
n ie je  ta k ie  jus(0,  s ) , że

y ' -  y (/*>?) = 0 (50)

A le  z (4 5 ) ,  (48) i  z a ło ż e n ia  4° w yn ika , że

y' (/*»?) - y' (/*»/) =
- 2  ^

= '( DJg)-| ■ [ ( f - f )  + / ( l - | ) n- 2 [f ( t , y ( t , f ) ) - f ( t , y ( t , f ) ) ] g ( t ) d t ] > 0
o

co je s t  sprzeczne z (5 0 ), t z n .  s = + »

Z (4 5 ), (48) i  z a ło ż e n ia  4° mamy d a le j

y ( x , f )  -  y (x  ,$)  =

n—1 *
= Cu'-l7?  [ ( f - y ) +  / ( 1~ | ) n~1 [ f ( - t , y ( t , f ) ) - f ( t , y ( t , f ) ) ] g ( t ) d t j >  0,

i  ja k  w idać lim ^ [ y t a , ! 7) - y ( x , / ) ]  = + « *, co je s t  sprzeczne 
z (43) i  (44)» Ta sprzeczność kończy dowód.
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W płynęło do re d a k c j i  2 7 .I V . 1967 r .

0 ACHMTITOTIWECKOM I10BEREHME PEHIEHMil OEHKHOBEHHOr 0 
KM$$EPEHHHOHHOrO yPA B H EH K fln - r O  nOPHRKA

P e 3 io m e

B paÓOTe j0Ka3aH0 cymecTBOBamie h e^HHCTBeHHOCTb pemeHKH ih $ -
$epeHnHaJibHoro ypaBHeHHH y ^  (x )  = f ( x ,  y ( x ) )  g ( x ) ,  n ^  2
yjOBJieTBOpHmero ycjiOBMJiM: y (o )  e y  >  0 , y (o )  = y  (o ) = . . .  =
_ y ( n - 2 ) ^ o j _ l i m  y (x ) _ 0>

x —+<»>
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ON l'HE CERTAIN ASYMPTOTIC PROBLEMS OP ORDINARY 
DIFFERENTIAL EQUATIONS N-TH ORDER

S u m m a r y

In  t h i s  paper we prooved, e x is te n ce  and uniqueness th e  s o lu ­
t io n  y (x )  o f th e  d i f f e r e n t ia l  e qu na tion  y (x )  = f ( x , y ( x ) ) .  
.g (x )  s a t is fy in g  th e  c o n d it io n s :  y (o ) = y > 0, y'(o) = y"(o) -  
= y (n “ 2 ) (o ) = 0, l im  y (x )  = 0.


