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0 PBANYM ZAGADNIENIU ASYMPTOTYCZNYM
DU ROWNANIA ROZNICZKOWEGO N-GO RZ™NDU

Streszozenie. Wpracy wykazano istnienie i Jedno-
znaczno$¢ rozwigzania y(x) rownania roézniczkowego
(i) w przedziale <0, °°) spetniajacego warunki:

y(o) =yQ> 0, y(0) =y"(0) = ...=y(n“27 (0) = 0,
(n i» 2) i takiego, ze y(x) > 0 dla x > 0 oraz
y(x) —m0 przy x — 00

1. Wstep
Wezmy réwnanie
yr(x) = f(x,y)).g(x), n 82 (i)

Szukamy rozwigzania y(x) speiniajgcego warunki

y(0) «y >0, y'(0) =y"(0)* ... = ’\n“2"(0)=0,!(iT y(x)»0
(2)

Podobne zagadnienie dla n=2 oméwione Jest w [1], a przy n > 2
i lim~y'ix) = 0w /[2] i [3]. Niecb f bedzie ustalong liczbg
rzeczywistg i nieoh

y(o) =y0> 0, AO) =y"(0) * ... =y(n“2)(0)=0,y(n“l)(0) ..
@”
Odnos$nie réwnania (1) zaktadamy, ze

1° f(x,y) Jest funkojg rzeczywistg ciggta dla x 50,-<=»<y<co
g(x) Jest funkcjag ciggtg dla x ;» 0,

2° dla kazdego zbioru <0, a> x (a > 0) istnieje stata
M(a) > 0 taka ze |f(x,y)| « M(a),

3° istnieje tylko Jedno rozwiazanie rownania (i) spetniajace
(2%) w <0, «=),
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4° f(x,y) jest funkcjg rosngca wzgladem y, dla x > 0,-<*<y<°o
oraz f(x,0) =0 dla x ™ 0,

to lim F(x) a f QD 0

Zatozenia 1° do 6° sg niezbedne do dowodu istnienia roz-
wigzania zadania (i) (2). Zatozenie 3° nie wynika z pozostatych
jak wskazuje nastepujgcy przyktad

\[J, x>0, |y|<1
y"(i) = -p x>0 y > 1
- i» x>0, y<-1

Zatozenia 1°, 2°, 4°, 5° i 6° sg speinione. Natomiast przy
ly +<1 przez punkt (x0,0), xgq> 0 przechodzg dwa rézne roz-
wigzania

Twierdzenie 1. Jezeli speinione sg zatozenia 1° i 2°, to
istnieje rozwigzanie y(x) zadania (1) (2') okreslone w <0,°°).

Dowdd. Z zatozenia 1° prawa strona (1) jest ciggta w
wiec z twierdzenia Cauohyego wynika istnienie przynajmniej
jednego rozwigzania zadania (1) (2") w pewnym przedziale <0, x).
Niech o bedzie kresem goérnym tyoh wartosci x dla ktorych ist-
nieje rozwigzanie zadania (i) (2') w <0, x). Gdyby o <<*, to
z zatozenia 2° na podstawie znanego twierdzenia (p. [1], t.I11,
str. 95) wynika, Ze istniejg lewostronne granice

lim y(x) 6 y(oc - 0), lim y~ (i)=y~”" (oc- 0), k=1,2
x—u-0 X —d-0 (3)
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Dlatego rozwigzanie y(x) zadania (1) (2') mozna dodatkowo
okresli¢ dla x =oi, a liczby (3) przyja¢ za nowe warunki po-
czatkowe dla rownania (1), tzn. nieoh

y(cc - 0) =y(d), y*(cc- 0) «y~(a), k=1,2,....,n-1 (2
i do rownania (1) z warunkami (2") ponownie stosowac twierdze-t
nie Cauohyego. Wtedy réwnanie (i) bedzie posiada¢ rozwigzanie
spetniajgce warunki (2*) i okres$lone w <0,«), gdzie <x>0c eo
jest sprzeczne z okre$leniem liczby«, tzn. musi by¢ « = i

twierdzenie jest udowodnione*

2. Istnienie rozwigzania zadania (i) (2)

Réwnanie (1) z warunkami (2) jest réwnowazne réwnaniu

A
yW =y0 + fjprjril/ + n

stad

T5:57r[j'+(/) <1-])Q2f('t,y(t))g(t)dtj (5)

Rozwigzanie rownania (1) spetniajgcego (2) mozna otrzymacé
z rozwiazania (1) spetniajgcego (2) o ile odpowiednio dobie-
rze sig liozbe ~ . Niech /**0. tLatwo pokaza¢ na podstawie za-
tozen 1°, 4° i 6° w oparciu o wzory (4) i (5) i warunki (2",
ze wtedy y(x)-/~0, przy x— Dlatego rozwigzania zadania
(1) (2) nalezy szuka¢ przy ~<0.

Zatézmy, ze /-<0 i oznaczmy rozwigzanie zadania (1) (2)
przez y(x,y).

Niech G(x) = ¢g(t)dt. Z zatozenia 6° wynika, ze G(x) > 0
dla x > 0. Poniewaz dla 0 <t<x i n>2 jest

01 - %)n~" < 1, to wobec 6° mamy dla x>0 i n;s2:

f(1- |-)n-2 g(t) dt *£ G(X) (6)
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Lemat 1» Niech bedzie ustalong liozbg rzeczywistg do-
datnig i niech

(n-1) . vy
7 nNTT-2 - M(I1L} * G(x1) (7)
X1

Jezeli spetnione sa zatozenia 1°, 2° i 4°, to yCz,™) jest
funkcja malejgcg w <0,°°) i zmieniajgcg znak w tym przedziale.

Dowdd. Z (7) wynika, ze 0. Z (5)> (6) i zatozenia 2° mamy
w przedziale (0, z> dla y'(z,y) oszacowanie:

y' x»r) < fn-g?} [r+/ (1 - f)n~2|f(t,y(t,y)) [g(t)dt]«

(]
*x S r [y+ M(xi>/ (1- |1)D"2 [r **(*, ><<*>]
' (8)
Poniewaz z 6°, g(x) > 0 dla x > 0, wieo dla 0<z «z many
G(z) si G(z,) (9)
Z (8) i (9] otrzymujemy
y' (zt?) <TH=271[/+ M(zi> e(xi>] (10>
Z(7) i (10) mamy
(n-1)y 9
y'(z,/) < - *1 dla x £ (11)
*1

przy czym y'(0,~) =01 y(0,~) = yQ>0 na podstawie (2'). (12)
Catkujgc (11) od 0 do z « x otrzymujemy

y(x,jO ** yQ[1 - dla x € (°* xi> (13)

Dla z =z z(13) mamy yte-p)') < 0. (14)
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Wykazg, ze vy'(x,j') < 0dla x > (15)
Przypus¢my, ze istnieje takie ,8>x1 ze y'(j,/) =0 (16)
i y' (x,y) =0dla xe(x1,j) a7
Wobec (14) i (17) vy(x,jJO <0 dla x¢ér<x1,¢> (18)
Z (18) i zatozenia 4°, f(x,y(x,y)) < 0 dla xe<x1l,£> (19)

S
z (19) i 6° »H (1 - [)n"2 f(t,y(t,y))g(t)dt *=0 (20)
X1

z (11) i tego, ze x> 0 w oparciu o wzér (5) mamy

y + [ “xAn~2 f(t»y(t>T~"rs(t)dte<0 (21)

Wezmy réznicyg

n-2 _ xn-2r

~frjgjr m— y+f (1- |-)n_2f(t,y(t,jO)g(t)dt
0 1

y’' (S,y) -yU1ltf)

+ - ~ fCty(t,j))g(t)dt (22)
X1

Wobec (16), (20), (21) i tego zej>x/] z (22) otrzymujemy

- y'(x.,y) <0, co jest sprzeczne z (11), tzn. zachodzi (15).

Z (11) i (15) wynika, ze y(x,j<) jest funkcjag malejacg w <0,°°)

i z uwagi na (12) i (14) zmieniajgca znak wtym przedziale,

chdo.

Lemat 2. Jezeli spetnione sg zatozenia 1°, 2°, 3°, 4°
i y oznacza kres gornych tych y dla ktdrych y(x,y) zmienia
znak w <0, oo), to y(x,f) = 0 dla x »0.

Dowdd. Z zatozenia 1° i 2° wynika istnienie rozwigzania
y(x,y) zadania (1) (2) w <0,°°). Z zatozenia 3° wynika (pj4]
str. 72, tw. 3.4), ze dla kazdego £>0i i Q> 0 istnieje takie
h >0, ze jezeli

|T ~/I<h (23)
to |y(x,j’) - y(x,/)j<edla wszystkich xe (0, x>. (24)
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Wobec lematu 1 mozliwe sg dwa przypadKki:

1) y(x,j>) zmienia znak w <0,°. Wtedy biorgc spet-
niajace (23) otrzymamy rozwigzanie y(Xx, ) zadania (1) (2}
ktore wobec (24) tez zmieniatoby znak w <0,°°), co prowadzi
do sprzecznosci z okresSleniem liczby

2) pozostaje przypadek, ze y(x,tf) nie zmienia znaku w <0,°°)
Poniewaz y(0,y) = yQ>0, wiec musi by¢ yis,") s» 0w <0,°°).

Wykaze, ze: i) nie moze by¢ y(x,jz) = 0 od pewnego x>0 po-
czawszy. Przypusé¢my przeciwnie, ze

y(x,y) =0 dla x>~ , (y=>0) (25)

Wtedy z (25) i zatozenia 4°, f(x,y(x,j) = f(x,0) = 0 dla x"y
Z (2b) dla x>j? otrzymamy
X

/(@ - )Nl f(ty(t,))g(Ddt =

0
\

=/ (1 -172"1f(t,y(t,f))g(t)dt (27)
5 ,

Ale y(x,jF) speinia w <0, 00) réwnanie catkowe (5):

nl X
yOoy) =y0 + fn"T7r|f4é 1 -

w szczegodlnosci dla x>y otrzymamy z (28), uwzgledniajgc (25),
(27)
1 ?

yo +TH:T7r[f+/‘(1 fft,y (t,y))g (t)d t] (29)
Q

Ale z (25) i (28) przy x =n mamy

o
1

o
I

yo + fnM~V fc + f ~ ¢ |[An~1iC tfy~rfrJs™Jdt] (30)
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stad
[ (L - | )n-i f<t»y(t»7>)s(tjdt = -yO0 -%\:4! (31)
O 3
Wstawiajgc (31) do (29) dostajemy

C-X0[l ~ (*)n_1] <0 dla x>7,

a wiec sprzecznos$¢, to konczy dowdd przypadku i.
ii) nie moze by¢ y(7v»y) * 0, gdzie {7v}ject ciggiem rosngcym

liczby rzeczywistych dodatnich, (Vv = 1,2,....), oraz

y(x,f) >0 dla x 7V (32)
Wezmy, np. y(71,j9 = 0. (33)
Jezeli spetnia (23) do na podstawie zatozenia 3° zachodzi
(24) dla xe<0, 71 + r> , gdzie 0-=r<72 - , I poniewaz z le-

matu 1 wynika ze y(x,jO jest funkcjg malejacg w <0,°°), to
z (24) wynika ze y(x,f) jest funkcjg nierosngcg w <0, tg + r>
tzn. wobec (33) musi by¢ y(x,|]0 * 0 dla X y*+7r, co
jest sprzeczne z (32).

Przypadki i) oraz ii) dowodza ze pozostaje tylko mozliwos¢
y(x,jO > 0 dla wszystkich x>0, cbhdo.

lemat 3. Przy zalozeniach lematu 2, dla kazdego x”"0 jest

y<x,y) 0.
Dowdd. Przypusémy, ze istniejef£ >0 takie, ze

n-2 C
y "(E>?) = xQ-g)a[f+y*(l - p n-2f(t,y(t,f))g(t)dt]>0 (34)
0
stad
t

f o+ /(1 - pn=2f(t,y(t,/))g(t)dt >0 (35)
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Dla x>C mamy
y '(c.f)= — [y+ p n~2 +

n_2 r*
+ fnzgdT /(1 - |)n"2 f(t,y(t,f))g(t)dt >0 (36)
t
(wobec x>6, (35) i f(x,y(x,;p)) > 0 dla x > 0).
Z (36) i (34) wynika, ze y(x,y) rosnie dla x >£. (37)
Ale z zatozenia 3°, dla kazdego £>0 istnije h>0, ze gdy

i22 - f\*h 1 r2<f-c0>to
ly(x, y2) - y(x,y) j=£ dla xe<0,t + 1> (38)

Z lematu 1, y(x, j'2) jest funkcjg malejgcg w (O,**0), wiec

z (38) wynika ze y(x,f) jest funkcja nierosnaca w <0, t + 1>t
o0 jest sprzeczne z (37). Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd
lematu.

Twierdzenie 2. Jezeli spetnione sa zatozenia 1°, 2°, 3°, 4°,
5° i 6°, a f jest liczbg zdefiniowang w lemaoie 2, to y(x,")
jest rozwigzaniem zadania (i) (2).

Dowdd. Z zatlozenia 1° i 2° wynika istnienie rozwigzania
zadania (i) (29 w <0,°°). Z lematu 3 wynika, ze

y(x,jO jest funkcja nierosnaca w <0, °°) (39)
Z lematu 2 i (39) wynika, ze istnieje lim.y(x,f) = ¢ » O.

Wykazemy, ze o = 0. Przypusémy, ze c¢ > 0.

Z zatozenia 5° istnieje inf f(x,c) = X >0 (40)
<0,~> C
Wobec (39) y(x>f) 3=c > 0. (41)

Z (40), (41) i zatozenia 4° mamy

f(x,y(x,?)> f(x,c) » Ac dla x »0 (42)
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Z (40), (42) i utozenia 6° otrzymujemy

n-2
y'(x>r) = XnAT!"[y + /0(1 - iMn-2 f(t»y(t>/))s(t)dL] *

AHE?Tr fr+ a1 @ - DN2 SEOATAFATT fit a0 = pd]

oraz
n-2

lim y'(x,y) » lim j— 2Tr|f+ Ac - =+ °°i 00 jest sprzecz-

X0

ne z lematem 3. Twierdzenie jest udowodnione.

3. Jednoznacznos$¢ rozwigzania zadania (1), (2)

Twierdzenie 3. Jezeli przyjmiemy zatozenia 1°, 2°, 4°, 5°, 6°
oraz 7° |f(x,yl) - f(x,y2)| *£ I(x) jyl - y2]|, dla x > 0, y1,
y2 e (-°°,°°), L(x)>0 i ciggta w<0,°°), to istnieje tylko jedno
rozwigzanie réwnania (1) spetniajgce (2).

Dowdd. 1) Mozna pokazaé, ze przy zatozeniach 1°, 2° i 7° za-
danie Cauehyego (1) (2 posiada tylko jedno rozwigzanie przy
ustalonym y w <0,°°), (p.np. [4], str. 30-31).

2) Jezeli przyjmiemy y= 0, gdzie f jest zdefiniowane w
lemacie 2, to przy zatozeniach 1°, 2°, 4°, 5° 6° i 7°, y(x,/)
spetnia (1) (2" oraz

lim y(x,y) = 0 (43)
x—M
Aby wykazac¢ jednoznaczno$¢ rozwigzania zadania (1) (2) wy-
starczy wykazaé, ze biorgc f * nie moze byc¢
lim y(x,y) = 0 (44)
X_

Przypusémy przeciwnie, ze zachodzi (44) i niech
f-fao (45)
i y(x,f) spetnia (1) (2), a wiec
y(o.,y) =y(o.f)= yQ>C (¢6)
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(przypadek mozna pomingé, bo na podstawie lematu 1,
lim y(x,f) < 0).

X_~oo
Z (29, (45) i ciggtosci y*n 1" (x,f) i y*n_17(x,f) w <0,°°)
wynika, ze istnieje s>0, takie, ze

y(n--)(x,~) > y(n-1)*"x>-jw <0>5s) (47)

Z (20, (46), (47) otrzymujemy, ze
y(x,;;p) =y(x,?) w (0,s) (48)
Wykazemy, ze s =+°®. Przypusémy, ze s<00 i niech
y(x,f) «y(s.,f) (49)

Stosujgo twierdzenie fiolle’a do funkcji y(x,f) - y(x,f) w prze-
dziale <0, s> stwierdzamy, wobec (46), (48), (49), ze ist-
nieje takie jus(0,s), ze

y ' - y(/*>?) =0 (50)

Ale z (45), (48) i zalozenia 4° wynika, ze
Yy 59 -y () =
-2 I

= (DI [(f-f) +/(C1- 1) n-2[f (t,y (t,f))-f(t,y (t,f))]g(t)dt]>0
(0]

co jest sprzeczne z (50), tzn. s =+ »
Z (45), (48) i zatozenia 4° mamy dalej

y(le) - y(X 1$) =
n-1 *
= Ql7? [(f-y)+ /[ (1~ [)n~1[f(-t,y (t,f))-f(t,y (t.f))]g (t)d tj> O,

i jak wida¢ Ilim~ [yta,!? -y(x,/)] = +«* co jest sprzeczne
z (43) i (44)» Ta sprzecznos¢ konczy dowdd.
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$epeHnHaldibHoro ypaBHeHHH y ~ (x) = f(x, y(x)) g(x), n”" 2

yjOBJieTBOpHmero ycjiOBMJiM: y(o) ey > 0, y(o) =y (0) = ... =
_y(n-2)"oj _ lim y(x) _ 0>
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ON I'HE CERTAIN ASYMPTOTIC PROBLEMS OP ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS N-TH ORDER

Summary

In this paper we prooved, existence and uniqueness the solu-
tion y(x) of the differential equnation y (x) = f(x,y(x)).
.g(x) satisfying the conditions: y(o) =y >0, y'(o) = y"(0o) -
=y(n*“2)(o) =0, Ilim y(x) = 0.



