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METODA El ZEWIDYWANIA CAŁKI NIEJEDNORODNEGO LINIOWEGO 
RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO O STAŁYCH WSPÓŁCZYNNIKACH

Dla pewnych funkcji jak na przykład: stałej, wykładniczej, 
sinusoidalnej, wielomianu i ich kombinacji, znana jest w li­
teraturze "metoda przewidywania" pewnej całki szczególnej.

W pracy podano "metodą przewidywania" dla dowolnej ciągłej 
funkcji F, stojącej po prawej stronie liniowego równania róż­
niczkowego o stałych współczynnikach, przy czym znaleziona cał­
ka spełnia z góry zadane warunki początkowe. Stanowi ona mody­
fikacją metody Lagrange»a lecz jest o wiele prostsza.

1. Niejednorodne liniowe r.r. o stałych współczynnikach i ze­
rowych warunkach początkowych.

Niech bądzie dane r.r.

gdzie: A^, k = 0,1,... n, są to stałe współczynniki, x = x(t) 
jest funkcją szukaną, a F = F(t) jest daną funkcją ciągłą 
w dowolnym przedziale I.
W r.r. (1.1) zakładamy

n

(1 .1 )
k=o

(1.1a)

oraz warunki początkowe

x(p)(tQ) =0; p = 0,1,...,(n-1) (1.2)
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Szukając całki r.r. (1.1), spełniającej warunki początkowe
(1.2), rozpatrzymy przypadek obejmujący wszystkie możliwe 
pierwiastki równania charakterystycznego

r.r (1.1), gdzie: Ak, k = 0,1,..., n, jak w (1.1) i gdzie obo­
wiązuje (l.1a).

Nieoh więc równanie charakterystyczne (1.3) posiada n^-krot- 
ny pierwiastek s^, n.^-krotny pierwiastek S2 ,..., nv-krotny 
pierwiastek s^, razem pierwiastków n, to znaozy n̂  + +..»,
+ ny = n.

Jak wynika z [1], część pierwsza wzoru (4.4), szukać bę­
dziemy całki r.r. (1.1) spełniającej warunki początkowe (1.2), 
w postaci

We wzorze tym stałe KqrJ q = 1,2...,v| r = 1,2,...,nq, można 
wyznaczyć przy pomocy podanych tam wzorów [1] . Niejednokrot­
nie jednak, zwłaszcza przy pierwiastkach zespolonyoh równania 
charakterystycznego (1.3), będzie można szybciej wyznaozyć te 
stałe w inny sposób.

W tym celu różniczkujemy (n-1) razy (1 .4 ) i zakładamy po 
każdym różniczkowaniu x (t ) = 0} p = 1,2,...,(n-1), a po
n-tym różniczkowaniu x^n^(tQ) = j—  P(t0), jak to wynika

n
z (1.1). Otrzymujemy wówczas układ równań gdy ]?(t ) t 0.

n
(1.3)

k=o

q=1 r=1 t0
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Rozwiązując go, dostajemy szukane stałe KQrJ <1 = 1,2,...,vj 
r = 1,2,..., n^j a następnie z wzoru (1.4) szukaną całkę 
r.r. (1.1) spełniającą warunki początkowe (1.2).

2. Mejednorodne liniowe r.r. o stałych współczynnikach i 
dowolnych warunkaoh początkowych.

Załóżmy w r.r. (1.1), następujące warunki początkowe

x(p)(tQ) . xop, p = 0,1,...,(n-1) (2.1)

gdziet nie wszystkie wartości xopj p = 0,1,...,(n-1), są 
równe zeru.

Zamieńmy r.r. (1.1) o warunkach poozątkowych (2.1), na r.r. 
o zerowych warunkach początkowych. W tym celu podstawmy w (1.1)

n - 1V"1 (t-t )k
x = Z j xok * - kl°" + y (2*2)

k=o

gdzie

Po uporządkowaniu otrzymamy równanie różniczkowe
n

Ak y(k) 3 V  (2*3)
k=o

n-1
y  = P - Ck . (t - tQ)k (2.3a)

k=o
n-k-1

ck - E' Aq Xo(k+q)0’k = 0,1,...,(n-1) (2.3b)
q=o

o warunkach poozątkowych

y ^ ( t 0) = Oj p = 0,1, ..., (n-1) (2,4)
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Wobec zerowych warunków początkowyoh (2.4) całka r.r. (2.3), 
która ma spełniać te warunki - przy takich samych pierwiast­
kach równania charakterystycznego (1.3) jak w punkcie 1 - 
posiada postać

y = ^  X j J  Kqry ^  ’ (t- T)r~1 e ^  dT (2*5) 
q=1 r=1 tf

Postąpując z całką (2.5) jak z całką (1.4), to znaczy różnicz­
kując (n-1) razy (2,5) i zakładając po każdym różniczkowaniu 
x ^ ( t  ) = 0, p = 1,2,...,(n-l), a po n-tym różniczkowaniu
y (n)(to) = j— . V(t0), otrzymujemy na wyznaczenie stałych Kqr;
q = 1,2,... ,v;r*1,2,... ,n te same równania, które otrzymaliśmy 
poprzednio, tzn. (1.5).

Podstawiając teraz y z (2.5) do (2.2), otrzymujemy całką 
r.r. (1.1) spełniającą warunki początkowe (2.1).

3. Przykłady 
P r z y k ł a d  3.1 
Znaleźć całką r.r.

x'" - 2x" - x' + 2x = P
gdzie: x = x(t) jest funkcją szukaną, a P = P(t) jest daną 
funkcją ciągłą w dowolnym przedziale I, spełniającą warunki 
początkowe

x(0) = x'(0) = x" (O) = 0

Rozwiązanie:
Równanie charakterystyczne

s’3 i. 2s2 - s + 2 = 0

posiada pierwiastki
s ̂= 11 1 s^= —*1
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Wobec tego przewidujemy całkę danego r.r. w postaci 
t t t

x= K e* f  p(t) e“TdT +Kg e2t J p(T)e”2Tdt +K~e_t f p( X ) eT dT 
'o o o

Różniczkując powyższą całkę dwa razy i zakładając x'(o) = 0
i x"(o) = 0, a po trzecim różniczkowaniu x"'(o) = P(0), 

otrzymujemy układ równań

E1 + Kg + K3 = 0
^  + 2Eg - K3 = 0
Ł, + 4Kg + Z3 = 1

Rozwiązując go, dostajemy

K1 ° - h  K2 = b  K3 = F

Wobec tego szukana całka spełniająca podane warunki początko­
we posiada postać

t t t

x = - J eł/p(t) e“ rdr + 1 e2tf  Z\(T)e~2tir + £ e " * f  2 (t )ezdt

Przykład 3.2 
Znaleźć całkę r.r.

x"' - 6x" + 12x' - 8x = F 
gdzie x oraz P jak w przykładzie 3.1, spełniającą warunki 
początkowe

x(o) = x'(0) = x"(o) = 0
Rozwiązanie:
Równanie charakterystyczne

s3 — -6s2 + 12s - 8 = 0

posiada jeden pierwiastek potrójny
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Wobec tego przewidujemy całkę danego r.r. w postaci
t

x

t

= fi(r) [łj + (t-r) Kg + (t-r)2 K3] e2 ^ ”T\*r

Różniczkując dwukrotnie i zakładająo x'Co) = 0 i x"(o) = 0 
widzimy od razu, że K̂  = Kg = 0

W przypadku zatem jednego wielokrotnego pierwiastka sQ, 
równania charakterystycznego, wystarozy wziąć pod uwagą tylko 
ostatni wyraz. W naszym wiąc przypadku szukać będziemy całki 
w  postaoi

x « K P ( t )  . (t-r)2. e ^ - ^ d T  
0

Różniczkując trzykrotnie i zakładająo za trzecim razem x'"(0) = 
= P(0), dostajemy

K = i
Wobec tego

X * ^P(T).(t-t)2 . e2 t̂_T^di
o

P r z y k ł a d  3.3 
Znaleźć całką r.r.

x" - 2x" + 4x' = F

gdzie: x oraz F jak w przykładzie 3.1, spełniają warunki po­
czątkowe x(0) = x'(0) = x"(0) = 0

Rozwiązanie:
Równanie charakterystyczne

s3 - 2s2 + 4s = 0
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posiada pierwiastki

Ŝ  c 1 + j, ^2 — 1 ■" j , Sj — “ 2

Przewidujemy tu całkę w postaoit t
x =•

o
■^[^sinit-Tj+KgOosit-Tjj.Pi ).et‘*iT+K3e“2'typ( r ) e“2idr

Różniczkując i podstawiając kolejno x(o) = 0, ±(0) = 0, 
i"(0) e P(o), otrzymujemy układ równań

E^ + E^ = 0
K ^ +  ^2 — 2E^ “ 0

2E1 + + 4E3 = 1

Stąd, po rozwiązaniu

K1 3 TT)» *2 = "  Tff» e3 = Ttf»

Wobec ’tego

1 = TC”,/[3 siaC ^ -^ -oosit-T )] . ? ( z ) . e t ~T+ ^  :) e2z dr

P r z y k ł a d  3 »4
Znaleźć oałkę r.r.

x ^  - 8x"' + 42x"— 108x' + 1 69 x  = P

gdzie x oraz F jak w przykładzie 3.1, spełniającą warunki po- 
ozątkowe

x(0) => x'(0) = x'’(0) = x"'(o) = 0

Rozwiązanie:
Równanie charakterystyczne

s4 - 8s3 + 42s2 - 108s + 169 = 0
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posiada dwa pierwiastki podwójne zespolone-sprzążone

3 - | = 2 -  j 3 ,  s 2 = 2 + j 3 ,

W związku z tym, przewidujemy następującą całkę r.r.

x= sin3(t-T)+[K3+(t-r)K4]cos3(t-r)} e2^ " ^

Różniczkując powyższą całkę trzykrotnie i podstawiając za­
dane warunki początkowe, a następnie różniczkując po raz czwar­
ty i podstawiając x ^ ( o )  = P(0), dostajemy układ równań

k3 = 0
3 K1 + K4 = 0

K2 = 0
12 E1 - 14K4 = 0

stąd

Zat^m

E1 =  57T» K g  =  0 ,  K 3 =  0 ,  K 4 =  -  j g ,

x = | sin3(t-r) - jg (t-r)oos3(t-r) j. e2^ “ ^di

P r z y k ł a d  3.5 
Znaleźć całkę r.r.

x"' - 2x" - x'+ 2x = P

gdzie: x oraz P jak w przykładzie 3.1 spełniającą warunki po­
czątkowe

x(o) = 1, x'(0) = 2, x" (0) = 1,
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Rozwiązanie:
Przez podstawienie

x = £• t2 + 2t + 1 + y

sprowadzamy dane r.r. o niezerowych warunkach początkowyoh, 
do r.r.

y /" _ g y "  _ y / +  2y = y

gdzie:
y  = P + t 2 + 3 t  -  2 

o zerowych warunkach początkowyoh

y ( 0 )  = y ' ( o )  =  y " ( o )  =  0 

Równanie charakterystyczne

s3 - 2s2 — s + 2 = 0

posiada pierwiastki

W związku z tym przewidujemy całkę r.r. o zerowych warunkach 
początkowych w postaci

t t ^ t
y = K,j e^ Jy(f) eT^dz +1^ e'>'^J'y(.T)e~'^dz+'K^e~^J'y (r) er dz 

o o o

Różniczkując powyższą całkę dwukrotnie i podstawiając 
y'(o) = 0 i y " ( o )  = 0, a następnie różniczkując po: raz trzeci 
i podstawiając y " ' ( o )  = y ( o ) ,  otrzymujemy

K1 + K2 + K3 = 0
K-, + 2 Kg — K3 = 0
K-j + 4 ^  + K3 = 1
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stąd

Ki - - h  *2 = V  K3 = b

Wot>eo tego
t £ J

y = _  J  et y V ( r ) e " rd r + J  e2 t J y ( r ) e ~2xdr + J  e~XJ V ( r )  er d i

Ale

r  = i  - ( t 2 +  3t -  2 )

Zatem

y= -  J  eX fa (z )e ~ Td i + J  e2* / " F ( i ) e “ 2 r d i + J  e~XJ ^ ( T )  er d i + 
o o o

t * t
+ J  e y  ( i 2+ 3 i- 2 )e - r d r -  J  e2Xf ( z 2+3z -2  ) e_2T d i -  J  e~XJ { z 2+3 i-2 )e ró

o o o

Po wykonaniu

< * /
y = -  |  eX f P ( i )  e“ r d i +  J  e2 t  /*p ( i ) e - 2 t d i+  J  p ( i ) e Td i +

ff u 0
3 Qt  1 -t 1 .2 .
? “ 5" “ ?

Ponieważ

x = J t2 + 2t + 1 + y

z a t  em
i i t

X= “  7  e ^ p ( i ) e 'Td i+  J  e2XJ s { z ) e ~ 2xd i+  J  e~Xf?(%)ex dx+ J  e * -  Je - *
o o  o

P r z y k ł a d  3 .6

Z n aleźć  c a łk ą  rów nania różniczkow ego

X U )  + x ,„ _  7x„ _  x , + 5x _ p
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gdzie x i F jak w przykładzie 3.1, spełniającą warunki po­
czątkowe x(o) =2, x'(0) = x"(0) = x"'(0) = 0

Rozwiązanie:
Przez podstawienie

x = 2 + y 

sprowadzamy dane r.r. do r.r.

y ^  + y'" - 7y" - y'+ 6y = P - 12 = V 

c zerowych warunkach początkowych

y ( o )  = 3̂ (0) = y" (0) = y " '(0) = 0 

Równanie charakterystyczne

s^ - 8s^ + 42s^ - 108s + 169 = 0 

posiada cztery pierwiastki różne

s1 = + 1, s2 = - 1, = + 2, = - 3

Wobec tego przewidujemy całką
ł t t

y=K:etfy(z)e~Z&l+'K2e~tfv(T) ez d.z+K3e2tfy(z)e~2zdi+
o 'Ó o t

+ e“3yv(i)e3i di 
0

Różniozkując powyższą całką trzykrotnie i podstawiając y'(0) = 
= 0, y"(0) » 0, y"'(0) = 0, a nastąpnie różniczkując po raz 
czwarty i podstawiając y ^ ( o )  = y(o), otrzymujemy

K̂ | 4* 4* = ^

K̂j *• ^2 + = 0
4* ILp 4* 4* = 0

K 1 ~ * 2  + 8K 3 " 2 7 k 4 3 1’
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Stąd po rozwiązaniu

K1 = " h  *2 = T?’ K3 = T5* E4 = “ 40

Wobec tego
t t

y = -  £ ey[p (z :)-12 ]e "Tdi:+ ^  e“y^[p(T)-i2]eT dr + 

+ e2tf  [f(T)-:2]e~2C it -  ^  e~3±f [ ? ( r ) - 1 2 ] e 3t d'

Zatem
t t t

- g- ®YE(t)e’tdT+ -ĵ- J ¥ (t)eTd£+ ^  e2 “̂ f  T?(?) e ^dz -
o

1 e"3*/ K r ) . * « .  |  .* * - | e2t - ̂  e'3tW 0
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METOfl nPECCKA3HBAHMfl UHTET TAJIA JIWHEtlHOr O JMSEPEHUMiDI LHOP O 
yPABHEHMH C nOCTOHHHHMH KOBMHUHEHTAMH

F e 3 H) m e

B jiHTepaType nsBecTeH ueToa npe;ącKa3HiBaHHfl 'lacTHoro HHTerpajia 
HeKOTopux $yHKUiiii: nocTOHHHOft, aiccnoHeHUHaJibHOii, CMHycow-

j a a b H o i ł ,  M H o r o w a e H a  h  k x  K O M d H H a m i i i .

B padOTe npejuioscen M eToj n p e jtc jta sh beh uh  sjih  Jimóoił HenpepHB- 
Hofl $yHKUHH F ,  BucTynammeJ! no npaBOii CTopoae jiHHettHoro s w ł-  
iepeH nw ajibH oro ypaBHeHMa c coctohhuhhh K03$$HnHeHTauH, npiraeM 
HaftjeHHŁiił MHTerpaa y aoB JieT B op aet ja m o m  HaaaJiŁHHU ycaOBHHMo 
yaasaH H aa 3 a ja v a  c b o jh t c h  k pememoo npocTOit CHCTewu a a re d p a H -  
weCKHx ypaBneHHił.

A METHOD QF PRESUMING THE INTEGRAL OF A LINEAR DIFFERENTIAL 
EQUATION WITH CONSTANT COEFFICIENTS

S u m m a r y

For certain functions, as for instance the constant, exponen­
tial, sinusoidal and polynomial functions and their combina­
tions, there is known in literature a "method of presuming" 
some particular integral. This paper presents the "method of 
presumption", applied to an arbitrary continuous function F, 
situated on the right-hand side of a linear differential 
equation with constant coefficients, in which the determined 
integral meets the initial conditions that have been given. 
The matter of the whole problem is to solve a simple system 
of algebraic equations.


