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METODA EIZEWIDYWANIA CALKI NIEJEDNORODNEGO LINIOWEGO
ROWNANIA ROZNICZKOWEGO O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH

Dla pewnych funkcji jak na przyktad: statej, wykdtadniczej,
sinusoidalnej, wielomianu i ich kombinacji, znana jest w li-
teraturze "metoda przewidywania'" pewnej catki szczegolnej.

W pracy podano "metodg przewidywania' dla dowolnej ciaglej
funkcji F, stojacej po prawej stronie liniowego réwnania roz-
niczkowego o statych wspétczynnikach, przy czym znaleziona cat-
ka spednia z gory zadane warunki poczgtkowe. Stanowi ona mody-
fikacjg metody Lagrange»a lecz jest o wiele prostsza.

1. Niejednorodne liniowe r.r. o statych wspodczynnikach i ze-
rowych warunkach poczatkowych.
Niech badzie dane r.r.

n

@.1)
k=0

gdzie: A%, k = 0,1,... n, sg to state wspdétczynniki, x = x(t)
jest funkcja szukang, a F = F(t) jest dana funkcjg ciggla

w dowolnym przedziale 1.

Wr.r. (1.1) zakdadamy

(1.1a8)

oraz warunki poczatkowe

x(P)(Q) =0; p =0,1,...,(n-1) a.2)
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Szukajgac catki r.r. (1.1), spedniajgcej warunki poczgtkowe
(1.2), rozpatrzymy przypadek obejmujacy wszystkie mozliwe
pierwiastki rownania charakterystycznego

n

.3

k=0
r.r (1.1), gdzie: Ak, k = 0,1, ..
wigzuje (1.1a).

Nieoh wiec réwnanie charakterystyczne (1.3) posiada n™-krot-
ny pierwiastek s”, n.”~-krotny pierwiastek S2,..., nv-krotny
pierwiastek s®, razem pierwiastkéw n, to znaozy nm + +..»
+ ny = n.

Jak wynika z [1], czes¢ pierwsza wzoru (4.4), szukac be-
dziemy cadki r.r. (1.1) spedniajacej warunki poczatkowe (1.2),
w postaci

-, N, jakw (1.1) i gdzie obo-

gl r=1 ©

We wzorze tym state Kqrd q = 1,2...,v] r = 1,2,...,ngq, mozna
wyznaczy¢ przy pomocy podanych tam wzoréw [1] - Niejednokrot-
nie jednak, zwkaszcza przy pierwiastkach zespolonyoh réwnania
charakterystycznego (1.3), bedzie mozna szybciej wyznaozy¢ te
state w inny sposoéb.

W tym celu roézniczkujemy (n-1) razy ( -4) i zaktadamy po
kazdym rozniczkowaniu x t ) =0p=1,2,...,(n-1), a po

n-tym rézniczkowaniu x™n~(tQ) = j— P(t0), jak to wynika

n
z (1.1). Otrzymujemy woéwczas uktad réwnan gdy J2(t ) t O.
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Rozwigzujac go, dostajemy szukane state KQrd 4= 1,2,...,V]
r =1,2,..., nj a nastepnie z wzoru (1.4) szukang catke
r.r. (1.1) spedniajacg warunki poczatkowe (1.2).

2. Mejednorodne liniowe r.r. o statych wspodczynnikach i
dowolnych warunkaoh poczatkowych.
Zatézmy w r.r. (1.1), nastepujace warunki poczatkowe

x(p)(Q) . xop, p =0,1,...,(n-1) .1

gdziet nie wszystkie wartosci xopj p =0,1,...,(n-1), sa
rowne zeru.

Zamienmy r.r. (1.1) o warunkach poozgtkowych (2.1), na r.r.
o zerowych warunkach poczatkowych. W tym celu podstawmy w (1.1)

Vit (t-t )k
X =23 xok * - klI°" + vy (2*2)
k=0
Po uporzadkowaniu otrzymamy réwnanie rdézniczkowe
n
Ak y(k) 3 V (2*3)
k=0
gdzie n-1
y =P - Ck . (t - tQ)k (2.33)
k=0
n-k-1
ck - F° Aq Xo(k+g)0’k = 0,1,...,(n-1) (2-3b)
g=o

o0 warunkach poozagtkowych

y~(t0) =0j p = 0,1, ..., (n-1) @.9
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Wobec zerowych warunkéw poczatkowyoh (2.4) catka r.r. (2.3),
ktora ma spednia¢ te warunki - przy takich samych pierwiast-
kach réwnania charakterystycznego (1.3) jak w punkcie 1 -
posiada postac

y =N XjJ Kgry» 2 @-TDr~1e " dT @27*5)
=1 r=1

Postgpujac z catka (2.5) jak z catkg (1.4), to znaczy roéznicz-

kujac (n-1) razy (2,5) i zaktadajac po kazdym rézniczkowaniu
x~(t )=0, p=1,2,...,(n-1), a po n-tym rézniczkowaniu
y (n)(to) = j— .V(t0), otrzymujemy na wyznaczenie statych Kqr;
q=1,2,...,v;r<1,2,... ,n te same rownania, ktore otrzymalismy
poprzednio, tzn. (1.5).

Podstawiajac teraz y z (2.5 do (2.2), otrzymujemy catkg
r.r. (1.1) spekniajaca warunki poczatkowe (2.1).

3. Przyktady
Przyk#+ad 3.1

Znalez¢ catkg r.r.
X - 2X" - X'+ 2x =P

gdzie: x = x(t) jest funkcjg szukang, a P = P(t) jest dang
funkcja ciggta w dowolnym przedziale I, spedniajgcg warunki
poczatkowe

x() =x"® =x"© =0
Rozwigzanie:
Réwnanie charakterystyczne

S3 1282 -s+2=0

posiada pierwiastki

sn=11 1 sh= A
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Wobec tego przewidujemy catke danego r.r. w postaci
t t t
x= K e*fp(t) e“TdT +Kg e2td p(T)e”2Tdt +K~e_t Ffp( X ) er dT
o) o] o]

Rézniczkujac powyzszg caltke dwa razy i1 zaktadajac x"(0) =0

i x'(0) = 0, a po trzecim rézniczkowaniu X'™(©) = P(0),
otrzymujemy ukdad rownan

ElL + Kg+ K3 =0
N +2Eg- K3 = 0
L, +4Kg+ Z3 = 1

Rozwigzujgc go, dostajemy

K1 ° -nh K2 = b K3 = F

Wobec tego szukana catka spedniajgca podane warunki poczatko-

we posiada postac
t t t

x=-J el/p(t) e“rdr + 1 e2tf zZ\(Me-2tir + £ e"*f2 (t)ezdt

Przyktad 3.2

Znalez¢ catke r.r.

X™ - 6X" + 12" - 8x = F
gdzie x oraz P jak w przyktadzie 3.1, spedniajgcg warunki
poczgtkowe

x(0) = x"©0 = x"(o) =0
Rozwigzanie:
Réwnanie charakterystyczne

s3 — 62 + 12s - 8 =0

posiada jeden pierwiastek potréjny
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Wobec tego przewidujemy caltke danego r.r. w postaci
t

x =Fi(r) [ + (t-r) Kg + (t-r)2 K3] e2”™ "T\*r

Rézniczkujgc dwukrotnie i zakdtadajgo x'Co) = 0 i x'"(0) =0
widzimy od razu, ze K = Kg = 0

W przypadku zatem jednego wielokrotnego pierwiastka sQ,
rownania charakterystycznego, wystarozy wzig¢ pod uwagg tylko
ostatni wyraz. W naszym wiagc przypadku szuka¢ bedziemy catki
w postaoi

X « KP(t) . (t-r)2. e~-~dT
0

Rézniczkujac trzykrotnie i zaktadajgo za trzecim razem x"'(0)=
= P(0), dostajemy

K=
Wobec tego

X * AP(T). (t-t)2 . e2~t_T~di
(0]

Przyk++ad 3.3

Znalez¢ catkg r.r.
X" - 2X" + 4" = F

gdzie: x oraz F jak w przyktadzie 3.1, spedniajg warunki po-
czatkowe x(0) = x"(0) = x"(0) =0

Rozwigzanie:

Réwnanie charakterystyczne

s3 - 2s2 + 4s =0
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posiada pierwiastki
Sfcl+j, 2-1d"j,5] —-“2
Przefdujemy tu catke w postaoi t

x BWN[sinit-Tj+KgOosit-TJj-Pi ).et*iT+K3e“2Typ( r ) e“2idr
o

Rézniczkujac i podstawiajac kolejno x(o) = 0, x(0) = O,
i"(0) e P(0), otrzymujemy ukdad roéwnan
E~ + E~=0
KN+ ~2 — 2EN 0
2E1 + + 4E3 =1

Stad, po rozwigzaniu

K1 3TDh» *2 =" Tif» e3 = Ti»

Wobec “tego

1 =TC’,/[3 siaC™-"N-00sit-T)] .?(z).et~T+ "~ ) e2z dr

Przyk+ad 3»4

Znalez¢ oatke r.r.
X N - 8™+ 42x"— 108x" + 169x = P
gdzie x oraz F jak w przykdtadzie 3.1, spedniajgcg warunki po-

ozgtkowe
x(0) =>x"0) = x"0) =x"0©) =0

Rozwigzanie:
Rownanie charakterystyczne

s4 - 8s3 + 42s2 - 108s + 169 = O
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posiada dwa pierwiastki podwéjne zespolone-sprzgzone

3-]1=2- j3, s2 =2 + j3,
W zwigzku z tym, przewidujemy nastepujgca catke r.r.
X= sin3(t-T)+[K3+(t-r)K4]cos3(t-r)} e2n " ~

Rozniczkujac powyzszg catke trzykrotnie i podstawiajgac za-
dane warunki poczatkowe, a nastepnie rézniczkujac po raz czwar-
ty 1 podstawiajgc x”~ (o) = P(0), dostajemy ukdad réwnan

k3 =0
3 K1 +K4 =0
K2 =0
12 E1 - 14K4 = 0
stad
E1l - 57 Kg = 0, K3 = 0, k4 = - jg,
Zat™m

X = | sin3(t-r) - jg (t-r)oos3(t-r) j. e2” “~di

Przyk+ad 3.5

Znalez¢ catke r.r.

X™ - 2X'" - X"+ 2x =P

gdzie: x oraz P jak w przyktadzie 3.1 spedniajacg warunki po-
czagtkowe

x(0) =1, x(0 =2, x"(@©) =1,
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Rozwigzanie:

Przez podstawienie
X =f£1t2 +2t+1+y

sprowadzamy dane r.r. o niezerowych warunkach poczatkowyoh,
do r.r.

y/'_gy" y I+ 2y:y

gdzie:

y =P +1t2 + 3t - 2
0 zerowych warunkach poczgtkowyoh

y(0) = y'(0) = y"(o) =0
Réwnanie charakterystyczne

s3-2s2 - s +2 =0

posiada pierwiastki

W zwigzku z tym przewidujemy catke r.r. o zerowych warunkach
poczatkowych w postaci
t t n t
y = Kj erJy(f) eTrdz +17 e=n~J"y(.T)e~"~dz+"Kre~"J"y (r) er dz
o o o

Rézniczkujac powyzszag catke dwukrotnie i podstawiajac

y'(o0) = 0 1 y"(o) =0, a nastepnie roézniczkujgac po: raz trzeci
i podstawiajgc y"'(o) =y (o), otrzymujemy

K1 + K2+ K3 = 0

ko, +2Kg— K3 = 0

Kkj +47~+ K3 = 1
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stad
Ki - -h *2 =V K3 =b
Wot>eo tego
t £ J
y = _J etyV(r)e"rdr + ] e2tJy(r)e~2xdr+ J e~XIV (r) er di
Ale
ro=i -(t2 + 3t - 2)
Zatem

y= - J eXfa(z)e~Tdi +J e2*/"F(i)e“2rdi +J e~X"(T) erdi +
(0] (o] (o]

t * t

+ ] ey (i2+3i-2)e-rdr- ) e2f(z2+3z-2)e 2Tdi- ] e~A{z 2+3i-2)erd
(0] (0] (0]

Po wykonaniu

< * /
y = -] eXfP(i) e“rdi + ] e2t /*p(i)e-2tdi+ ] p(i)eTdi +
L 3 u 0
3Q 1-t 1.2
? “ 5 “ 2
Poniewaz
X =Jt2+2t+ 1+ vy
zatem
i i t
X=“ 7 enrp(i)e'Tdi+ J eXs{z)e~2xdi+ J e~Xf?(%)exdx+ J e*- Je-*
(0] (0] (0]
Przyktad 3.6

Znalez¢ catkg rownania rozniczkowego

XU) +Xx,, _ 7X, _ X,+5x _p
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gdzie x i F jak w przykdtadzie 3.1, spedniajgcg warunki po-
czatkowe x(0) =2, x"(O) = x"(0) =X"(0) =0

Rozwigzanie:

Przez podstawienie
X =2 +y
sprowadzamy dane r.r. do r.r.
ynN o+ Yy - 7Yyt -yt 6y =P - 12 =V
c zerowych warunkach poczagtkowych
y(o) =3%0) =y"(0) =y"(@ =0

Réwnanie charakterystyczne

sN - 8s™ + 42s™ - 108s + 169 = O

posiada cztery pierwiastki roézne

Wobec tego przewidujemy catka
+ Tt Tt

y=K:etfy (z)e~Z&I+"KR2e~tfv(T) ezd.z+K3e2tfy(z)e~2zdi+

o) 10) o t

+ e“3yv(i)e3i di
0
Roézniozkujac powyzsza catka trzykrotnie i podstawiajac y"(0)=

=0, y"(0) » 0, y"™(©) = 0, a nastgpnie roézniczkujagc po raz
czwarty i1 podstawiajac y~(o) =y(o), otrzymujemy

Ky 4 4 = A
Kj Yo N2+ = 0
4 Ip 4 4 = 0

K1 ~ *2 +8K3 "27k4 3 T
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Stad po rozwigzaniu

KL="h =2 =T?"K3 =T5% E4 = “ 40

Wobec tego
t t

y =- £ ey[p(z:)-12]e"Tdi:+ ™~ e“yp(T)-i2]eT dr +

+ e2tf [F(T)-:2]e~2Cit - ~ e~3F[?(r)-12]e3t d
Zatem
t t t
- ¢ ®YE(t)eWdT+ 4™ J ¥(DETAE+ N e2™F T2(?) e ~dz -
o]
Wl e"3*/ Kr) . *«. | .** -] e2t -~ e"3t
0
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METOfl nPECCKA3HBAHMfl UHTET TAJIA JIWHEtIHOr O JMSEPEHUMIDI LHOP O
yPABHEHMH C nOCTOHHHHMH KOBMHUHEHTAMH

Fe 3B me

B jiHTepaType nsBecTeH ueToa npe;acKa3HiBaHHFI "lacTHoro HHTerpajia

HeKOTopux $yHKUiiii: nocTOHHHOft, aiccnoHeHUHaJdibHOii, CMHycow-
jaabHoit, MHorowaeHa h kx KOMdHHamiii.

B padOTe npejuioscen MeToj npejtcjtashbehuh sjih Jiméoit HenpepHB-
Hofl $yHKUHH F, BucTynammel! no npaBOii CTopoae jiHHettHoro swi-
iepeHnwajibHoro ypaBHeHMa ¢ coctohhuhhh KO03$$HnHeHTauH, npiraeM
HaftjeHHLiit MHTerpaa yaoBlieTBopaet jamom HaaalitHHU ycaOBHHMo
yaasaHHaa 3ajava cbojhtch k pememoo npocTOit CHCTewu aaredpaH -
weCKHx ypaBneHHi+.

A METHOD QF PRESUMING THE INTEGRAL OF A LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATION WITH CONSTANT COEFFICIENTS

Summary

For certain functions, as for instance the constant, exponen-
tial, sinusoidal and polynomial functions and their combina-
tions, there is known in literature a "method of presuming"
some particular integral. This paper presents the "method of
presumption', applied to an arbitrary continuous function F,
situated on the right-hand side of a linear differential
equation with constant coefficients, in which the determined
integral meets the initial conditions that have been given.
The matter of the whole problem is to solve a simple system
of algebraic equations.



