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WELODZIMIERZ TRZNADEL

O PEWNEJ RODZINIE PROSTYCH, KTOREJ OBWIEDNIA JEST
EPI- lTub HIPOCYKLOIDA

Streszczenie: Celem niniejszej notatki jest poda-
nie konstrukcji pewnej rodziny prostych, ktorej
obwiedniag jest epicykloida lub hipocykloida.
Wykazano kilka wkasnosci tej rodziny prostych oraz
podano przyblizony sposéb konstrukcji dowolnej

z tych krzywych.

Przez K oznaczamy rodzine prostych #gczacych dwa punkty na
okregu, poruszajgce sie:

a) w kierunkach zgodnych,

b) w kierunkach przeciwnych,
z predkosciami katowymi £ i n<g. Gdzie n jest stalg wiekszag
od 1, a kat Przyjmuje, ze dla 9= 0 prosta przechodzi
przez Srodek okregu.

Twierdzenie

Obwiednig rodziny prostych K, jest
a) epicykloida (przy ruchu w kierunkach zgodnych)

X = R+ r) cosp- r cos
(1)
y = (R+ r) siny» - r sin
gdzie: r = R = q

b) hipocykloida (przy ruchu w kierunkach przeciwnych)

(1
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Dowdd twierdzenia oprzemy na lemacie.

Lemat

Dana jest ustalona cieciwa i cieciwa powstata przez przesunie-
cie koncow pierwszej cieciwy po okregu kota, odpowiednio o @
i np. Jezeli -0, to punkt przeciecia tych cieciw dgzy do pew-
nego punktu S takiego, ze

AS =+ 1
BS

Dowod

Dany okrag o rownaniu x2 + y2 = QZ. Przyjmujemy cieciwe w po-

4ozeniu rownolegtym do osi odcietych.

Rys. 1

Punkty A, A", B, B* maja wspétrzedne
A {pcos<*;psind}
B{-ecosotj psin<<}
A" {ecos(oi+c(>); psin @+ G}
B"{-pcos(«+n<j>); esin(«+nf)}
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Réwnania cieciw AB 1 A" B" sa nastepujace:

y = psina @)
y - gsin(«+o>) _ gsin(«+o>) - psin(atn<p) /
X - ecos™«+<p)*“ pcos(atj>) + pcosl«in$>)

Rozwigzujac ukdad rownan @, [ otrzymujemy wspotrzedne
punktu S, v}

y" = psina

< J [sina - 3in(oc+(p)] [oos(oc+ip) + cos(«+n<p)]
sin(a.+ty) - siniat ngp)

+ cos(«+P}

Przez S{xQ, yQJ oznaczmy taki punkt, ze lim S* = S,

zatem

Y,, = !F;‘@ y"= Eiren,,psinoc =Rsin«

0O mJI5 * mf-ri bm > * xe* =+

+ e»B<«+4)) - t°°°«+ 2 eoosoclim 3In K yJ Filnlllny)

Stad po zastosowaniu twierdzenia de L,Hospitala otrzymu-

Jemy
*0 = »003« + 2e cos« lim L

= pcos« - 2p =

Szukany wiec stosunek jest roéwny
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Dow6d twierdzenia

Znajdziemy obwiednia rodziny prostyoh K metodg punktdéw cha-
rakterystycznych (patrz flj). Z lematu wynika, ze wystarczy
znalez¢ w tym oeiu miejsce geometryczne punktéw S, dla ktérych

gdzie: A, B sg punktami przeoigoia okragu z prostag nalezgcag

do rodziny K.
Przyjmujemy poozatkowe podtozenie punktéow A i B na osi Ox.
Po przesunigoiu punktéw A i B 09 1 ne majg one wspotrzedne

Bys. 2

Wspodrzedne punktu S sg wiec nastepujace

gsiny - [siny + sin ny]J
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Stad po przeksztatceniach otrzymujemy réwnania parametrycz-
ne obwiedni rodziny K.

X
1

sir cos™ - nir 003 n(P

O

\I
Il

w f sin<? * H+T sin n(f

gdzie (@ jest parametrem

b) dla 435§ _ |1

BS
A {pcosyj (>sinyJ
B]-ecos nyj esin nyj

Wspodrzedne punktu S sg wiec nastepujace

s[ecosy + j~cloosy + cos ny] j

esiny - - sincp + sin ny]Jd
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Stad po przeksztatceniach otrzymujemy réwnania parametrycz-
ne obwiedni rodziny K.

gdzie: y jest parametrem

tatwo stwierdzi¢, ze otrzymane roéwnania sg rownaniami
a) epioykloidy
b) hipooykloidy

Wystarczy bowiem przyjac

a ) 1 m s fro* e ' ?2h 5t

») * - hlt* r ' etir

Twierdzenie zostato wigc udowodnione.
Jezeli many dang

a) epicykloide o rownaniach

b) hipocykloidg o réwnaniach (V)
to przyjmujac

a n = e=R + 2r (©)

b) n = e=R -2r ©)

mozemy zbudowa¢ rodzing prostych, ktdérych obwiednig sg wyzej
wymienione krzywe.
- L2 22 3
Podzielmy okrag o réwnaniu x~ + y~ = ¢ na p rownych cze-
Sci i1 oznaczmy punkty podziatu P1l, P2_e_ P~ e Pk»e«Pp* Lgczgc

punkty P1 i Pk, P2 i Pk+n... P+ i1 Pk+(i_Dn otrzymujemy i

stycznych do epi- lub hipocykloidy. Dobierajgc odpowiednio
duze p mozemy z dowolnie duzg dok#adnoscig aproksymowac te
krzywe 4amang opisang.
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Przyktady

W oparciu o twierdzenie zbudujemy rodzing prostych K, dla
kardioidy i1 asteroidy.

a) dla kardioidy (rys. 4) mamy R = r. Podstawiajac wiec
do wzorow() otrzymujemy

n= 2i gq=3R

b) dlaasteroidy (rys. 5)mamy R = 4r. Podstawiajgac wiec
do wzordow G°) otrzymujemy

n =3 i = &

Z lematu wynika, ze mozemy znalez¢ punkty izolowane S,
dla ktérych w przypadku

a) kardioidy mamy

— m= X
BS n

b)\ asteroidymamy AS- :I'
BS J

Konstrukcje tych punktéw uwidocznione sg na rys. 4 i 5.
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$*09
n*2
r*?%$7m?22%i 83

**x 27Ts9iz1s3
Rys. 6
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n*3

'e*« &* 3TT7'H#

Eys. 7
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9& ' ¥

Rys. 8
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9-9

ns 15

Rys. 9
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0 HEKCTOPOM CEMEKCTBE nPHMJX, OrWEADIUEM KOTOPOro
HBJIHETCH 311K HIIM rwnOUKKJIOMFIA

Pe 3P Ma

HacToamaa cTaTta HMeeT uelibro npHBe”eHHe nocTpoeHHR HeKOToporo
ceMeiiCTBa npHMHX, orndammefé KOToporo HBBseTCH ann hjin rHnomt-
KJIOHja .

floKa3aHO HeCKonbKO c¢cbosctb 3Toro ceMeftcTBa npaMbix a Taicace
npHBeaeHO npudlinxeHHLiii cnocod nocTpoeHHH npon3BOJibHOft H3 3Thx
KpHBHX .

A FAMILY OF STRAIGHTS THE ENVELOPE WHICH IS THE EPICYCLOID
OR HYPOCYCLOIE

Summary

The aim of this note is to give teh construction of a family
of straights, the envelope of which is the epicycloid or
hypocycloid.

Some properties of the family have been shown as well as
the approximate way of any of those curves.



