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1 .  Rozważmy z w ią z e k  ł ą c z ą c y  d o w o ln ą  f i g u r ę  p ł a s k ą  z j e j  r z u te m  
ró w n o le g ły m  na  p o w ie r z c h n ię  s t o p n i a  d r u g i e g o .  D la  u p r o s z c z e n i a  
r o z w a ż a ń  weźmy pod  uw agę d o w o ln y  t r ó j k ą t  ABC i  p o w ie r z c h n ię  
p a r a b o l o i d y  o b r o to w e j  $  o o s i  p r o s t o p a d ł e j  do r z u t n i  x  
( r y s .  1 ) .  P rz y jm ijm y  dw ow olny k i e r u n e k  k  <# X  . R z u tu ją c  w 
k ie r u n k u  k  t r ó j k ą t  ABC o trz y m u je m y  na  p o w ie r z c h n i  3> dwa

t r ó j k ą t y  s f e r y c z n e  A ^ C .  i  A2 B2 G2* D ow olne®u w ie r z c h o łk o w i  
t r ó j k ą t a  p ł a s k i e g o  A o d p o w ia d a  p a r a  je g o  rz u tó w  A^ i  A ^ . 
S ą  t o  p u n k ty  p r z e b i c i a  p o w ie r z c h n i  $  p r o s t ą  r z u c a j ą c ą  AK00
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g d z ie  K °°e  k .  P u n k ty  t e  mogą b y ć  r z e c z y w i s t e  1 r ó ż n e  od s i e ­
b i e ,  r z e c z y w i s t e  i  z je d n o c z o n e  b ą d ź  t e ż  w r e s z c i e  u r o j o n e .

D o w o ln e j p r o s t e j  b  u k ła d u  t r ó j k ą t a  o dpow ie  s to ż k o w a  b 12 
ja k o  p r z e k r ó j  p o w ie r z c h n i  0  p ł a s z c z y z n ą  r z u c a j ą c ą  £  = b K ° ° . 
P rz y  s z c z e g ó ln y m  p o ł o ż e n i u  p r o s t e j  b s to ż k o w a  b 12 może 
m ieó  p o s t a ć  z d e g e n e ro w a n ą  lu b  u r o j o n ą .

O d p o w ie d n io ś ć  - w i ą ż ą c ą  e le m e n ty  u k ła d u  t r ó j k ą t a  z ip h  
r z u t a m i  n a  p o w ie r z c h n ię  $  n a z w ijm y  a k o l i n e a c j ą  o s io w o -ró w n o -  
l t g ł ą  i  oznaczm y sym bolem  ( R ) .  P r o s t e  ł ą c z ą c e  t r ó j k i  o d p o w ia ­
d a j ą c y c h  s o b ie  p u n k tó w  (A, A^ , A2 , B , , B2 . . . )  n azyw ać 
b ę d z ie m y  p r o m ie n ia m i  a k o l i n e a c j i ,  a i c h  w s p ó ln y  k i e r u n e k  \a\3C 
-  k i e r u n k ie m  a k o l i n e a c j i  o s i o w o - r ó w n o l e g ł e j .

Z p a r y  r z u tó w  F^ i  F^ d o w o ln eg o  p u n k tu  F in c y d e n tn e g o  
z p o w ie r z c h n ią  $  co n a jm n ie j  j e d e n  je d n o c z y  s i ę  z o r y g in a łe m ,  
t j .  z a o h o d z i :  F^ = F lu b  F 2 = F lu b  F 1 ■ F2 « F gdy F e  $
Z b ió r  p u n k tó w  w s p ó ln y c h  ro z w a ż a n e g o  u k ła d u  p ł a s k i e g o  ( u k ła d u  
t r ó j k ą t a  ABC) z p o w ie r z c h n ią  0  ma w ię c  w ła s n o ś ć  s z c z e g ó l n ą .  
Z b ió r  t e n  s t a n o w ią c y  pew ną s to ż k o w ą  t  nazy w ać  b ę d z ie m y  o s i ą  

a k o l i n e a c j i  ( R ) .
Zauw ażm y, że  z w ią z e k  (R ) można r o z p a t r y w a ć  ja k o  pew ną a n a ­

l o g i ę  z w ią z k u  a k o l i n e a c j i  ś ro d k o w o -o s io w e j  (A) [ i ] , w k tó ry m  
ś r o d e k  a k o l i n e a c j i  W s t a ł  s i ę  p u n k tem  n ie w ła ś c iw y m  i  n ie  l e ­
ży  n a  p o w ie r z c h n i  0  .

D okonajm y r z u t u  p r o s t o k ą t n e g o  na p ł a s z c z y z n ę  X  t r ó j k ą t a  
ABC i  p rz y p o rz ą d k o w a n y c h  mu a k o l i n e a c y j n i e  w z w ią z k u  (R) 
t r ó j k ą t ó w  s f e r y c z n y c h  A^B^C^ i  A2 B2 C2 ( r y s .  2 ) .
P o n ie w a ż  r z u t y  e l i p s  l e ż ą c y c h  na  p o w ie r z c h n i  p a r a b o l o i d y  0  
b ę d ą  o k r ę g a m i ,  a  r z u t y  p a r a b o l  p r z y n a le ż n y c h  do 0  -  p r o s t y ­
m i -  w w y n ik u  o trzym am y dwa t r ó j k ą t y  " s f e r y c z n e " A^B^C^ i  A’2 B2 C2 
o b o k a c h  w p o s t a c i  łu k ó w  o k ręgów  b ą d ź  o d c in k ó w  p r o s t y c h  o r a z  
t r ó j k ą t  zw y k ły  a ' b ' C' .

N ie t r u d n o  z a u w a ż y ć , że w ł a s n o ś c i  c h a r a k t e r y s t y c z n e  d l a  

z w ią z k u  (R ) ł ą c z ą c e g o  f i ; u r y  ABC i  A^B^C^ o r a z  k^B ^C ^  
w y s t ę p u ją  r ó w n ie ż  w r z u t a c h  t y c h  f i g u r ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  bow iem :

1 )  p u n k to w i A' o ,p o w ia d a  p a r a  p u n k tó w  A*̂  i  A'2 ,
2 )  o d p o w ia d a ją c e  s o b ie  t r ó j k i  p u n k tó w  A1, A ^ , A'2 , B*, B ^ , Bi, 

i t p .  l e ż ą  n a  p r o s t y c h  r ó w n o le g ły c h  (A* A^A', II k ) ,
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3 )  o d p o w ia d a ją c e  s o b ie  b e k i  dwu t r ó j k ą t ó w  " s f e r y c z n y c h " n p .  
A-)3 -) 1 B., l e ż ą  na w s p ó ln e j  s t o ż k o w e j ,

A) i s t n i e j e  z b i ó r  t a k i c h  p u n k tó w  ( r z e c z y w i s t y c h  lu b  u r o j o ­
n y c h ) ,  w k t ó r y c h  j e d n o c z ą  s i ę  e le m e n ty  u k ła d u  t r ó j k ą t a  
A E C' z o d p o w ia d a ją c y m i im , p o je d y n c z y m i w og ó ln y m  p r z y ­
p a d k u  e le m e n ta m i  t r ó j k ą t ó w " s f e r y c z n y c h "  Z b ió r  t e n  j e s t  
r z u te m  o s i  a k o l i n e a c j i  t  .

Mamy w ię c  do c z y n i e n i a  z z w ią z k ie m  a k o l i n e a c j i  o s io w o - ró w n o -  
l e g ł e j  (R‘) w i ą ż ą c e j  t r ó j k ą t  a' b ' C' z t r ó j k ą t a m i " s f e r y c z n y m i "

1- Na m a r g in e s i e  r y s .  2 zauw ażm y, że  p o m ięd zy

t r ó j k ą t a m i " s f e r y c z n y m i "  i  u s t a l i ó  można s y ­
m e t r i ę  p r o s t o k ą t n ą .  O s ią  s y m e t r i i  j e s t  s y m e t r a ln a  o d c in k a  ł ą ­

c z ą c e g o  dwa p rz y p o rz ą d k o w a n e  s o b i e  p u n k ty  n p .  i  a' , .
Uwaga t a  p o z w a la  na  pewne u p r o s z c z e n i e  ry su n k o w e  p o l e g a j ą c e  
na umownym z a s t ą p i e n i u  je d n e g o  z u k ła d ó w  t r ó j k ą t ó w " s f e r y c z n y c h "  
sam ą o s i ą  s y m e t r i i  s .

2 .  \l d a ls z y m  c i ą g u  n a s z y c h  ro z w a ż a ń  p rz y jm ijm y  na  p a r a b o — 
'l c i d z i e  o b r o to w e j  $  d o w o ln ą  e l i p s ę  c^ i  d o w o ln y  k i e r u n e k  
k  ^  X  . J e s t  j a s n e ,  że r z u t  e l i p s y  c 1 w k i e r u n k u  k na p o -



w i e r z c h n i ę  $  b ę d z i e  r ó w n ie ż  e l i p s ą  ( o . , ) ,  p o w ie r z c h n ia
r z u c a j ą c a  1^ j e s t  p o w ie r z c h n ią  w a lc o w ą  s t o p n i a  d r u g ie g o  (o
tw o r z ą c y c h  r ó w n o le g ły c h  do k ) i  z z a ł o ż e n i a  p o s ia d a  w s p ó ln ą  
s to ż k o w ą  c_j z p o w ie r z c h n ią  p a r a b o l o i d y  $  .  R z u ta m i p r o s t o ­
k ą tn y m i  n a  p ł a s z c z y z n ę  X  p r o s t o p a d ł ą  do o s i  p a r a b o l o i d y  o b y ­
dwu e l i p s  c^  i  c 2 b ę d ą  o k r ę g i  o ró w n y ch  p r o m ie n ia c h  i  w s p ó l­
n y c h  s ty c z n y c h  r ó w n o le g ły c h  do k .

W p ro w a d z a jąc  d o w o ln ą  p ła s z c z y z n ę  t n ą c ą  o k r e ś l o n ą  p r z e z  

k rz y w ą  p r z e k r o j u  p a r a b o l o i d y  t  * m ożna ro z w a ż y ć  k o n ­
s t r u k c j ę  e l i p s y  .c ' j a k o  r z u t u  p r o s t o k ą t n e g o  na  X  e l i p s y  c
p o w s t a ł e j  z p r z e k r o j u  p o w ie r z c h n i  rK p ł a s z c z y z n ą  c z y l i  
k o n s t r u k c j ę  k rz y w e j  o s io w o - r ó w n o le g le  a k o l i n e a c y j n e j  w zg lęd em  

d a n y c h  dwu o k ręg ó w  c^ i  c ^ .
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K o n s t r u k c j ę  t a k ą  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s .  3 .  Momentem w y j ś c i o w y m  
k o n s t r u k c j i  j e s t  p r z y j ę c i e  w u k ł a d a c h  c^ i  ci, p o m o c n i c z y c h  
o k r ę g ó w ,  k t ó r y m  a k o l i n e a c y j n i e  w u k ł a d z i e  c7 o d p o w i a d a ć  h ę d ą  
p r o s t e .

D ą ż ą c  do  o t r z y m a n i a  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h  e l i p s y  c '  na  r y s .
3 p r z y j ę t o :  o k r ą g  q ' ^  p r z y n a l e ż n y  do końców ś r e d n i c  ok ręg ó w  
A'.| B|| i  o r a z  o k r ą g  p'12 p r z y n a l e ż n y  do końców ś r e d n i c
s p r z ę ż o n y c h  -  p u n k tó w  C'  ̂ i  CÍ,. Okręgom o d p o w i a d a j ą  a k o l i -  
n e a c y j n i e  p r o s t e  q' i  p'. Na p r o s t y c h  t y c h  p r z y  pomocy k i e ­
r u n k u  a k o l i n e a c j i  w y z n a c z a  s i ę  ś r e d n i c ę  e l i p s y  A' Bł i  k o n i e c  
ś r e d n i c y  s p r z ę ż o n e j  c'  .  P r o s t a  p '  w i n n a  hyó  s t y c z n a  do e l i p ­
sy w p u n k c i e  c ’, g d y ż  o k r ą g  p 12 j e s t  s t y c z n y  do o k r ę g ó w  c^ 
i  c’2 w o d p o w i e d n i c h  p u n k t a c h  i  C2#

Zauważyć  n a l e ż y ,  że  z c z t e r e c h  p u n k t ó w  l e ż ą c y c h  na  o k r ę g a c h  
o^ i  c 2 i  p r o s t e j  l '  II k  p a r a  o d p o w i e d n i c h  p u n k t ó w  c!| i  
C2 n i e  może hyó  d o h r a n a  d o w o l n i e .  Gdyby na p r z y k ł a d  u w a ż a ć  za 
p u n k t y  p a r y  c!| i  D2 b y ł o b y  t o  s p r z e c z n e  z i n t e r p r e t a c j ą  p r z e ­
s t r z e n n ą  z w i ą z k u  a k o l i n e a c j i  o s i o w o - r ó w n o l e g ł e j .  Wówczas bowiem 
e l i p s y  c^ i  c 2 i n c y d e n t n e  z p o w i e r z c h n i ą  p a r a b o l o i d y  o b r o ­
t o w e j  $  i  pe w ną  p o w i e r z c h n i ą  w a l c o w ą  r k m u s i a ł y b y  l e ż e ć  w dwóch 
r ó w n o l e g ł y c h  p ł a s z c z y z n a c h  p o z o s t a j ą c  w r e l a c j i  p r z y s t a w a n i a  
( o k r ę g i  i  c2 s ą  p r z y s t a j ą c e I ) .  Aby b y ł o  t o  m o ż l i w e  p a r a b o ­
l o i d e  $  m u s i a ł a b y  p o s i a d a ć  w ł a s n o ś c i  p o w i e r z c h n i  w a l c o w e j .

W p r a k t y c e  w i ę k s z e  z n a c z e n i e  w y d a j e  s i ę  p o s i a d a ć  k o n s t r u k ­
c j a  o d w r o t n a :  d a n a  j e s t  d o w o ln a  e l i p s a  o \  w y z n a c z y ć  o k r ę g i  
c(| i  o!, a k o l i n e a c y j n e  z e l i p s ą  c*.
Udowodnimy,  ż e  z a w s z e  i s t n i e j e  r o z w i ą z a n i e ,  p r z y  ozym o k r ę g i  
c(j i  o 2 można  p r z y j ą ć  d o w o l n i e  b y l e b y  z d a n ą  e l i p s ą  c* 
p o s i a d a ł y  one  p a r ę  r ó w n o l e g ł y c h ,  w s p ó l n y c h  s t y c z n y c h .
Weźmy d l a  p r z y k ł a d u  d o w o ln e  dwa o k r ę g i  c'  ̂ i  c2 o r a z  e l i p s ę  
c' ( r y s .  A) o dwóch r ó w n o l e g ł y c h ,  w s p ó l n y c h  s t y c z n y c h  m' i  n'. 
Rozważmy p o w i e r z c h n i e  w a lc o w e  i  I ł , ,  k t ó r y c h  k i e r u j ą c y m i
s ą  o d p o w i e d n i o  o k r ę g i  c^ o r a z  c 2> a  t w o r z ą c e  s p e ł n i a j ą  wa­
r u n e k  p r o s t o p a d ł o ś c i  do p ł a s z c z y z n y  k i e r u j ą c y c h .  Wprowadźmy 
d o w o l n ą  p a r a b o l o i d ę  o b r o t o w ą  $  o o s i  r ó w n o l e g ł e j  do t w o r z ą -
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c y c h  p o w i e r z c h n i  P^ i  P 2 » C z ę ś c i ą  l i n i i  p r z e n i k a n i a  p o w i e l e ­
n i  r i  i  P 2 z p a r a h o l o i d ą  0  b ę d ą  e l i p s y  c^ i  c ^ .

Weźmy po d  uwagę  p o w i e r z c h n i ę  w a l c o w ą  r k  o p i s a n ą  na  e l i p s i e  
c 2 , o t w o r z ą c e j  ( r y s .  4 ) .  P o w i e r z c h n i a  P^. p r z e n i k a  .
s i ę  z p a r a h o l o i d ą  0  w dwóch e l i p s a c h ,  z k t ó r y c h  j e d n ą  s t a n o ­
w i  e l i p s a  c 2 -  d r u g ą  e l i p s a  c^ i n c y d e n t n a  z p u n k te m  
( p u n k t  c * l e ż y  na  e l i p s i e  a z a t e m  j e s t  p u n k t e m  p o w i e ­
r z c h n i  0  ) .  Zauważmy,  że r z u t e m  t w o r z ą c e j  M̂ Mr, j e s t  m' i  
k o n s e k w e n t n i e  -  n' p r z e d s t a w i a  w r z u c i e  d r u g ą  t w o r z ą c ą  z a r y s u  
p o w i e r z c h n i  P, . E l i p s a  ćj. w r z u c i e  na  p ł a s z c z y z n ę  r y s u n k u  
b ę d z i e  o k r ę g i e m  p r z e c h o d z ą c y m  p r z e z  p u n k t  s t y c z n i e  do
p r o s t y c h  m' i  n'- O z n a c z a  t o ,  że c^ « c^* P o n i e w a ż  j e d n a k  
obydw ie  e l i p s y  c^ i  z z a ł o ż e n i a  l e ż ą  na  p o w i e r z c h n i  p a r a -  
b o l o i d y  0  d o c h o d z i m y  do w n i o s k u ,  że s ą  one i d e n t y c z n e ,  c z y ­
l i ,  że ć  = c ,

1 1  f 
U d o w o d n i l i ś m y  w t e n  s p o s ó b ,  że  d o w o l n i e  p r z y j ę t e  o k r ę g i

i  c ,  ( r y s .  4 )  można za w sze  t r a k t o w a ć  j a k o  r z u t  l i n i i  p r z e n i ­
k a n i a  z p o w i e r z c h n i ą  p a r a b o l o i d y  o b r o t o w e j ,  o k r e ś l o n e j  p o w i e ­
r z c h n i  w a l c o w e j  P ^ .  P o z o s t a j e  d o w i e ś ć ,  że p o w i e r z c h n i ę  P ^
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można p r z e c i ą ć  w e l i p s i e ,  k t ó r e j  r z u t  p o k r y w a  s i ę '  z c'. P o n i e ­
waż  j e d n a k ,  z g o d n i e  z z a ł o ż e n i e m ,  p r o s t e  m' i  n '  s ą  w s p ó l n i e  
s t y c z n e  do o k r ę g ó w  i  o r a z  do e l i p s y  c ‘, r o z w a ż a n a
w ł a s n o ś ć  p o w i e r z c h n i  Tk  w y n i k a  z i s t n i e n i a  z w i ą z k u  p o w i n o ­
w ac tw a  o s i o w e g o  ł ą c z ą c e g o  e l i p s ę  cT z je d n y m  z p a r y  ok rę g ó w  
|c 1 i

Na r y s .  5 w o p a r c i u  o p o w y ż s z e  r o z w a ż a n i a  w y z n a c z o n o  z w i ą z e k  
a k o l i n e a c j i  o s i o w o - r ó w n o l e g ł e j  p r z y p o r z ą d k o w u j ą c y  d a n e j  e l i p s i e

R y s .  5

dwa o k r ę g i .  E l i p s a  o d a n a  j e s t  p a r ą  ś r e d n i c  s p r z ę ż o n y c h  A7 B' 
i  C'D'. P r z y j m u j ą c  j e d n ą  z ś r e d n i c  -  c ' d '  za k i e r u n e k  a k o l i ­
n e a c j i  k ,  s t y c z n i e  do p r o s t y c h :  m ' e  a' ,  n e b', m'II n '  II k'
w p i s a n o  d o w o l n y  o k r ą g  c * . w m i e j s c e  d r u g i e g o  o k r ę g u  gg o b r a ­
no  j e d y n i e  o ś  s y m e t r i i  s .  O k r ę g i  o ś r o d k u  w p u n k c i e  S:



q ' .^  e A* , i  p!)2 e o d p o w i a d a j ą  a k o l i n e a c y  j n i e  p r o s t y m
q* = A* B* i  p ' II q'f p ' 6 c l  P u n k t y  p r z e c i ę c i a  o d p o w i a d a j ą c y c h ,  
s o b i e  u t w o r ó w :  p'12 i  P* o r a z  q'12 i  q' l e ż ą  na o s i  a k o l i ­

n e a c j i  t  .
Na m a r g i n e s i e  t e j  k o n t r u k c j i  w s k a z a ć  można p r z y k ł a d  e w e n t u ­

a l n e g o  j e j  z a s t o s o w a n i a .  Zauważmy,  że p u n k t y  p r z e c i ę c i a  o s i
a l k o l i n e a c j i  t '  z  o k r ę g i e m  c* s ą  p u n k t a m i  p r z e c i ę c i a  o k r ę ­
gu  z e l i p s ą  o '  . P u n k t y  t a k i e  w omawianym p o ł o ż e n i u  wy­
z n a c z a  s i ę  p r o s t o  za  pomocą  p o w in o w a c tw a  ł ą c z ą c e g o  o k r ą g  z e -  

l i p s ą .
J  p r z y p a d k u  j e d n a k  gdyby z n a l e z i e n i e  o s i  p o w in o w a c tw a  wymagało  
d o d a t k o w y c h  k o n s t r u k c j i  p o m o c n i c z y c h  ( n p .  w p r z y p a d k u  p r z e c i ­
n a n i a  s i ę  p o z a  o b r ę b e m  r y s u n k u  j e d n e j  p a r y  p r o s t y c h  po w in ow a­
t y c h  A* B* i  ) -  p o ś r e d n i c t w o  o s i  a k o l i n e a c j i  w m i e j s c e
o s i  p o w i n o w a c t w a  może s i ę  o k a z a ć  c e l o w e .

3 .  Rozważmy z k o l e i  m o ż l i w o ś ć  z a s t o s o w a n i a  a k o l i n e a c j i  c s i o -  
w o - r ó w n o l e g ł e j  do k o n s t r u k c j i  z w i ą z a n y c h  z p a r a b o l ą .  7 tym c e l u  
weźmy pod uwagę  d o w o l n ą  p a r a b o l ę  l e ż ą c ą  na  p o w i e r z c h n i  p a -
r a b c l o i d y  o b r o t o w e j  0  (o o s i  p r o s t o p a d ł e j  do r z u t n i  x )  i  
r o z p a t r z m y  p o w i e r z c h n i ę  w a l c o w ą  o p i s a n ą  na t e j  p a r a b o l i .
K i e r u n e k  t w o r z ą c y c h  k  p r z y j m i j m y  d o w o l n i e  z w y k l u c z e n i e m  
k x # .  P o w i e r z c h n i a  r v  p r z e n i k a  s i ę  z p o w i e r z c h n i ą  p a r a b c -  
l o i d y  w k r z y w e j  s t o p n i a  c z w a r t e g o ,  k t ó r e j  j e d n ą  c z ę ś c i ą  j e s t  
p a r a b o l a  c ^ .  Wynika  s t ą d ,  że d r u g ą  c z ę ś c i ą  l i n i i  p r z e n i k a n i a  
b ę d z i e  r ó w n i e ż  s t o ż k o w a  -  p a r a b o l a  o , ,

Rozważmy p r z e k r ó j  p o w i e r z c h n i  w a l c o w e j  d o w o l n ą  p ł a s z ­
c z y z n ą  • V/ o g ó ln y m  p r z y p a d k u  b ę d z i e  n im p a r a b o l a  o.
Z g o d n i e  z p o w y ż s z y m i  uwagami  p a r a b o l e  o ,  i  c z ł ą c z o n e  
s ą  pewnym z w i ą z k i e m  a k o l i n e a c j i  o w i o w o - r ó w n o l e g ł e j  ( A ) .  P r o ­
m i e n i a m i  a k o l i n e a c j i  s ą  t w o r z ą c e  p o w i e r z c h n i  P , ,  o s i ą  -  
s t o ż k o w a  p r z e k r o j u  p o w i e r z c h n i  p a r a b o l o i d y  p ł a s z c z y z n ą  <( . 
Dokonajmy r z u t u  p r o s t o k ą t n e g o  na x  u k ł a d ó w  z ł ą c z o n y c h  z w i ą z ­
k i e m  ( R ) .  R z u t a m i  p a r a b o l  o1 i  o ,  b ę d ą  p r o s t e  c., i  Cg 
-  r z u t e m  p a r a b o l i  c -  p a r a b o l a  c .  P o m ię d z y  p r o s t y m i  i

10    M a r ia n  P a l e j
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C2 o r a z  p a r a b o l ą  c* z a c h o d z i ć  b ę d z i e  z w i ą z e k  a k o l i n e a c j i  0-  

s i o w o - r ó w n o l e g ł e j  ( t f ) .  J e s t  o c z y w i s t e ,  że k i e r u n k i e m  a k o l i n e -  
a o j i  (R') j e s t  r z u t  k i e r u n k u  a k o l i n e a c j i  ( R ) ,  a o s i ą  z w i ą z k u  
(R* ) -  r z u t  o s i  z w i ą z k u  ( R ) .

P r z y k ł a d  a k o l i n e a c y j n e g o  p r z e k s z t a ł c e n i a  p a r y  p r o s t y c h  c '  
i  c '  w p a r a b o l ę  ' p r z e d s t a w i a  r y s .  6 .  Z g o d n i e  z w a r u n k i e m

s y m e t r i i  u k ł a d ó w  i  wyprowadzonym  d l a  p r z y p a d k ó w
o g ó l n y c h  -  k i e r u n e k  e k o l i n e a c j i  p r z y j ę t o  p r o s t o p a d l e  do s y -  

m e t r a l n e  j  k ą t a  c!| o!,« Oś a k o l i n e a c j i  t ł o b r a n a  z o s t a ł a  d o ­
w o l n i e  .
P o s z c z e g ó l n e  p u n k t y  p a r a b o l i  u z y s k a n e  za pomocą w s p ó ł o s i o w y c h  
ok ręg ó w  w u k ł a d z i e  p r o s t y c h  c^ i  i  p r z y p o r z ą d k o w a n y c h
im a k o l i n e a c y j n i e  p r o s t y c h .
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Tak n p .  o k r ę g o w i  p'12 p r z e c h o d z ą c e m u  p r z e z  p u n k t y  A2 S2
p r o s t y c h  -c^ -4 c ^  o d p o w i a d a  p r o s t a  p' z a w i e r a j ą c a  p u n k t y  A
i  B' p a r a b o l i .
Ła two w y k a z a ć ,  że ś r o d e k  p a r a b o l i  o' j e s t  n i e w ł a ś c i w y m  p u n k te m  
p r o s t e j  ki.

Rozważmy bowiem i n t e r p r e t a c j ę  p r z e s t r z e n n ą  k o n s t r u k c j i .  
P r o s t e  cij i  o2 s ą  r z u t a m i  na  3C p a r a b o l  c^ i  c 2 o o r  
s i a c h  z z a ł o ż e n i a  p r o s t o p a d ł y c h  dc  x  .  P a r a b o l ę  c a k o l i n e -  
a c y j n ą  z o 1 i  t r a k t o w a ć  można j a k o  i c h  r z u t  w k i e r u n k u
k  na  p e w n ą ,  o k r e ś l o n ą  o s i ą  a k o l i n e a c j i  t  p ł a s z c z y z n ę  <p . 
P ł a s z c z y z n y  r z u c a j ą c e  o s i e  p a r a b o l  c^ i  s ą  p r o s t o p a d ł e
do X  .  W r e z u l t a c i e  w i ę c  po d o k o n a n i u  r z u t ó w  p r o s t o k ą t n y c h  na  
jr p a r a b o l  c ^ ,  c ^ ,  c i  k i e r u n k u  k  o t r z y m u j e  s i ę  p r o s t e

i  c 2 , p a r a b o l ę  c'  i  k i e r u n e k  k i n c y d e n t n y  z r z u t a m i ,  
o s i  p a r a b o l  c^ i  o2 « K i e r u n e k  V: j e s t  z a t e m  ś r e d n i c ą  p a ­
r a b o l i  c*.

W k o n s t r u k c j i  o d w r o t n e j  t j .  w a k o l i n e a c y j n y m  p r z y p o r z ą d k o w a ­
n i u  d a n e j  p a r a b o l i  o dwóch p r o s t y c h  c^ i  c 2 s t w i e r d z i m y ,  
że i s t n i e j e  za w s z e  r o z w i ą z a n i e ,  p r z y  czym jedyn ym  w a r u n k i e m ,  
j a k i m  o d p o w i a d a ć  m a j ą  p r o s t e  c^ i .  c2 j e s t  t o ,  a b y  s y m e -  
t r a l n a  i c h  k ą t a  b y ł a  p r o s t o p a d ł a  do ś r e d n i c y  p a r a b o l i  c'.

D la  dowodu weźmy pod  uwagę  d o w o l n ą  p a r a b o l ę  o' i  o d p o w i a ­
d a j ą c e  pow yższ em u w a r u n k o w i  p r o s t e  c^ i  c'2 ( r y s .  7 ) .  P r z y j ­
mijmy d o w o l n ą  p a r a b o l o i d ę  o b r o t o w ą  §  o o s i  1 p r o s t o p a d ł e j  
do p ł a s z c z y z n y  r y s u n k u  i  p ł a s z c z y z n y :  y ^ e  c ^ ,  II 1 ,
y2 e o',>f y2 U 1 .  P ł a s z c z y z n y  i  y 2 p r z e c i n a j ą  p a r a b o ­
l o i d ę  w p a r a b o l a c h  i  c2 .  Rozważmy p r o s t ą  ł ą c z ą c ą  t a k i e
dwa p u n k t y  p a r a b o l  c^ i  c2 -  M, i  M2 , k t ó r y c h  r z u t y  ą ą  

p r o s t o k ą t n i e  s y m e t r y c z n e  w z g l ę d e m  d w u s i e c z n e j  k ą t a  co “  
s .  P r o s t ą  t ę  t r a k t u j e m y  j a k o  k i e r u n e k  t w o r z ą c y c h  p o w i e r z c h n i  
w a l c o w e j  o p i s a n e j  ma p a r a b o l i  c2 .  P o w i e r z c h n i a
p r z e c h o d z ą c  p r z e z  p a r a b o l ę  o,~ p r z e n i k a  s i ę  z p a r a b o l o i d ą  
w j e s z c z e  j e d n e j  p a r a b o l i  c ^ ,  i n c y d e n t n e j  z p u n k t e m  .
Weźmy pod  uwagę  d o w olny  p u n k t  N0 p a r a b o l i  c 2 i  p r z y n a l e ż ­
n ą  do n i e g o  t w o r z ą c ą  n p o w i e r z c h n i  r ^ .  Zbada jmy p o w o ż e n i a  
p u n k t u  = nc^ c z y l i  d r u g i e g o  p u n k t u  p r z e b i c i a  t w o r z ą c ą  n
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p o w i e r z c h n i  p a r a b o l o i d y .  W tym c e l u  wprowadźmy p r z e z  n  pomoc­
n i c z ą  p ł a s z c z y z n ę  t n ą c ą  V i n c y d e n t n ą  z p r o s t ą  P ł a s z ­
c z y z n a  V p r z e c i n a  p a r a b o l o i d ę  $  w e l i p s i e  e p r z e c h o d z ą c e j

p r z e z  p u n k t y  , M2 , N2 i  .  P r o s t o k ą t n y m  r z u t e m  e l i p s y  
e n a  p ł a s z c z y z n ę  r y s u n k u  j e s t  o k r ą g  p r z e c h o d z ą c y  p r z e z  z n a n e  
p u n k t y  Ml,, M2 , N2< Z w ł a s n o ś c i  o k r ę g u  w y n i k a ,  że p u n k t  
t w o r z ą c e j  n '  II l e ż y  na p r o s t e j  c^ * Y/nośinjy s t ą d ,
że  p u n k t  l e ż y  na  p a r a b o l i  . c ^ ,  c z y l i ,  że p a r a b o l a  c^,,
w k t ó r e j  p o w i e r z c h n i a  p r z e n i k a  s i ę  z p o w i e r z c h n i ą  p a r . a -
b o l o i d y  §  j e s t  z j e d n o c z o n a  z p a r a b o l ą  £ , ,

U d o w o d n i l i ś m y ,  że d l a  d o w o l n i e  p r z y j ę t y c h  p r o s t y c h  i
c'2 można w s k a z a ć  p o w i e r z c h n i ę  w a l c o w ą  r^.  p r z e n i k a j ą c ą  s i ę  
z ^ p a r a b o l o i d ą  o b r o t o w ą  $  w t a k i c h  dwóch p a r a b o l a c h  -c^ i  c r t

k t ó r y c h  r z u t y  j e d n o c z ą  s i ę  z  p r o s t y m i  o^ i  
P o z o s t a j e  d o w i e ś ć ,  że d o w o l n i e  p r z y j ę t a  p a r a b o l a  o ( r y s .  7 )  
o ś r e d n i c y  p o k r y w a j ą c e j  s i ę  z r z u t e m  t w o r z ą c e j  p o w i e r z c h n i  1 .̂ 
może b y ć  r z u t e m  p r z e k r o j u  t e j  p o w i e r z c h n i  o k r e ś l o n ą  p ł a s z c z y z ­
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n ą  . Zwróćmy u w a g ę ,  źe  r o z w a ż a n a  p r z e z  n a s  p a r a b o i o i ć s  $  
n i e  b y ł a  j e d n o z n a c z n i e  z d e f i n i o w a n a .  S t a w i a n e  j e j  wymagan ia  
o g r a n i c z a ł y  s i ę  j e d y n i e  do p r o s t o p a d ł o ś c i  o s i  w z g lę d e m  p ł a s z ­
c z y z n y  r y s u n k u .

Można z a t e m  p o s t ą p i ć  n a s t ę p u j ą c o :  o b r a ć  d o w o l n ą  p a r a b o l ę  c 
t a k  by j e j  r z u t  na  p ł a s z c z y z n ę  r y s u n k u  p o k r y w a ł  s i ę  z o' i  
r z u c i ć  j ą  w k i e r u n k u  k na p ł a s z c z y z n y  i  y  ,
O t r z y m a n e  w t e n  s p o s ó n  p a r a b o l e  c 6 ^  i  6 yu można uwa­
ż a ć  z a  p r z y n a l e ż n e  do pe wne j  p a r a b o l o i d y  o b r o t o w e j  $  (o o s i  
p r o s t o p a d ł e j  do p ł a s z c z y z n y  r y s u n k u )  j e ż e l i  k i e r u n e k  k  z o s t a ł  
p r z y j ę t y  w t e n  s p o s ó b ,  że  j e g o  r z u t  k! j e s t  j e d n ą  z ś r e d n i c  
p a r a b o l i  c .  V/ t a k i m  p r z y p a d k u  p a r a b o l e  0, 0  ̂ i  c.; z ł ą c z o ­
ne s ą  pewnym z w i ą z k i e m  a k o l i n e a c j i  c s i o w o - r ó w n o l e g ł e j  ( R ) .

R y s .  8
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Wynika  s t ą d ,  że  i s t n i e j e  z w i ą z e k  a k o l i n e a c j i  o s i o w o - r ó w n o l e g ł e j  
(Kł ) w i ą ż ą c y  p a r a b o l ę  z  p r o s t y m i  1 c ' .

Na r y s .  8 ,  w o p a r c i u  o p o w y ż s z e  r o z w a ż a n i a ,  p r z e k s z t a ł c o n o  
d o w o l n ą  p a r a b o l ę  cf w p a r ę  p r o s t y c h  c* i  c ^ .
P a r a b o l a  cf d a n a  J e s t  ś r e d n i c ą  i  s t y c z n ą  m1 p r z y n a l e ż n ą  do 
p u n k t u  M1 o r a z  p u n k t e m  N.  D la  u p r o s z c z e n i a  k o n s t r u k c j i  p r o ­
s t ą  e* w y k r e ś l ó n o  p r z e z  p u n k t  N* r ó w n o l e g l e  do s t y c z n e j  m', 
z n a j d u j ą c  n a  n i e j  k o l e j n y  p a n k t  p a r a b o l i  P*. P r o s t ą  c'z  p r z y ­
j ę t o  s y m e t r y c z n i e  w z g l ę d e m  p r o s t o p a d ł e j  do k i e r u n k u  a k o l i n e a c j i ,  
z a c h o w u j ą c  w a r u n e k  6 u'. D z i ę k i  t a k i m  z a ł o ż e n i e m  o ś  a k o l i -  
n a a o j i  J e s t  J u ż  u s t a l o n a ,  g d y ż  z n a n e  s ą  t r z y  j e j  p u n k t y  u't  Nj 
P* ( p u n k t y  z j e d n o c z o n e  u k ł a d ó w  a k o l i n e a c y j n y c h ) .

D y s p o n u j ą o  e l e m e n t a m i  o k r e ś l a j ą c y m i  z w i ą z e k '  (Rł ) z a c h o d z ą ­
cy p o m i ę d z y  p a r a b o l ą  c i  p r o s t y m i  c^ i  c*> r o z w i ą z a n o  z a d a ­
n i e  d o t y c z ą c e  w y z n a c z e n i a  p u n k tó w  p r z e c i ę c i a  p a r a b o l i  o ' d o ­
w o l n ą  p r o s t ą  q .

W tym c e l u  s k o n s t r u o w a n e  o k r ą g  q'1? p r z y p o r z ą d k o w a n y  w 
z w i ą z k u  (R* ) p r o s t e j  q * ^ .  P u n k t y  p r z e c i ę c i a  o k r ę g i e m  q'12 . 
p r o s t y c h  c!j 1 c'? -  1 ^ ,  l!> i  I l ! j ,  o d p o w i a d a j ą  a k o -
l i n e a c y j n i e  s z u k a n y m  p u n k to m  I*, II* , k t ó r e  z n a j d u j e m y  za p o ­
mocą k i e r u n k u  a k o l i n e a c j i  na  p r o s t e j  q'.

4 .  Na r y s .  S p r z e d s t a w i o n o  k o n s t r u k c j ę  k r z y w e j  a k o l i -
n e a c y j n e j  o s i o w o - r ć w n o l e g l e  z dowolnym o k r ę g i e m  c*. Odnośl iy 
z w i ą z e k  a k o l i n e a c j i  (R* ) u s t a l o n y  z o s t a ł  p r z e z  dow oln e  p r z y ­
j ę c i e  o s i  t' ,  k i e r u n k u  k  i  p a r y  o d p o w i a d a j ą c y c h  s o b i e  p u n k ­
tów A i  A* .

J a k  w y n i k a  t o  z d e f i n i c j i  z w i ą z k u  a k o l i n e a c j i  o s i o w o - r ó w n o -  
l e g ł e j  ( R ) ,  k r z y w ą  c4̂  i n t e r p r e t o w a ć  można j a k o  r z u t  l i n i i  
p r z e n i k a n i a  z p a r a b o l o i d ą  o b r o t o w ą  p e w n e j  p o w i e r z c h n i  w a l c o ­
w e j  r  . K i e r u j ą c ą  p o w i e r z c h n i  T  b y ł a b y  s t o ż k o w a  c ,  k i e ­
r u n k i e m  t w o r z ą c y o h  -  p r o s t a  k .  W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę ,  że wy­
z n a c z a n i e  pun któw k r z y w e j  c ^  n a  r y s .  9 o p a r t o  o r o z w a ż a n i e

; G k r ą g  t a k i  w y z n a c z a  s i ę  b e z p o ś r e d n i o ,  g d y ż  z n a n e  s ą  dwa j e ­
go p u n k t y  p r z - e c i e c i a  z p r o s t ą  q ' ( p u n k t y  p r z e c i ę c i a  q' z 
o s i ą  a k o l i n e a c j i ) ,  a p o n a d t o  w i a d o m o , że ś r o d e k  m u s i  l e ż e ć  
n a  e s i  s y m e t r i i  z a c h o d z ą c e j  p o m ię d z y  p r o s t y m i  c '  i  c ' , .





Z w i ą z e k  a k o l i n e a o j i  o s i o w o - r ó w n o l e g ł e j

p ę k u  p r o s t y c h  r ó w n o l e g ł y c h  p ' , q' , r '  w u k ł a d z i e  o k r ę g u  
o' . P r o s t y m  tym o d p o w i a d a j ą  w s p ó ł ś r o d k o w e  o k r ę g i  p'1 2 » 
r '1 2 * P u n k to m  p r z e c i ę c i a  p r o s t y m i  p'  , q' , r '  o k r ę g u  o' 
o d p o w i a d a j ą  na  o k r ę g a c h  p'1 2 , q'1 2 , r ' 2 i  na  k i e r u n k u  a k o -  
l i n e a c j i  p a r y  p u n k t ó w  i n c y d e n t n y c h  z k r z y w ą  c ^ .
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OB OKHOIu OCEBC-IUPaMEJ! bHOM HEKOJiJIHHEaFHOM COGTBETCTBHH 

P e 3 io m e

3  paóoTe paccMOTpeHO cooTBeTCTswe ycTaHOBJieHHoe uexny  rip0H3- 
BOJibHbiM njiocKHM no;ieM h e r o  napajuiejibHOi* npoeKUneft Ha n o s e p x -  
HOCTb 2 - r o  n o p a jK a .  PaccMOTpeHO Toace cooTseTCTBHe Mesc^y napaji-  
jiejibHHMH npoeKUHHMH o6ewx nojiefi Ha njiocKOCTb.

Oto cooTBeTCTBue He coxpaHaiomee KOJiJiHHeapHOCTM paccMOTpeHO 
ksk  yacTHHii cj iyuai i  t s k  Ha3tiBaeM0ił ueHTpajiŁHOii aKOJiJiHHeauHH.

rioapodHOMy odcyacaeHKBD no^BeprHyTO cjiyuaft, b kotcpom noBepx- 
hoctbb ?-ro nopnsKa HBJiHeTCH napadojiom BpameHua, a njiocicocTb 
npoeKAHH - nepneHSHKyjiHpHaH och napa6osonaa0

fl0Ka3aH0 B03M0KH0CTB aKCjuniHeapHoro npeoÓpasoBaHHii  o ju i wica  
Ha s s e  oi<pyscHOCTH a  n ap ad o w a  -  na j e e  npHMtiie. PaccMOTpeHO BC3- 
HHKafoiĘHe OTCnxa H8K0T0pbie KOHCTpyKUHH.



18 Marian P a le j

ÜBER EINE N IC I i f l l K E -A ß  lMiULLSL-^CHSIGB VERUÄKDSCHAFT 

Zus a mme n f  a  s  s u n  g

Kan h a t  e i n e  n i c h t l i n e a r e  V e r w a n d s c h a f t  b e s p r o c h e n ,  d i e  z w i ­
s c h e n  e i n e m  e b e n e n  ^ y s t e m  u n d  s e i n e r  P a r a l l e l p r o j e k t i o n  a u f  
s i n e  D r e h f l ä c h e  z w e i t e r  O rd n u n g  b e s t e h t .

I n  e n t s p r e c h e n d e n  E r w l g u n g e n  i s t  a u c h  d i e  V e r w a n d s c h a f t  
b e r ü c k s i c h t i g t ,  d i e  z w i s c h e n  P a r a I l e l p r o j e k t I o n e n  d e r  e r ­
w ä h n t e n  S y s t e m e  b e s t e h t .  Die  e r ö r t e r t e  V e r w a n d s c h a f t ,  d i e  
k e i n e  K o l l i n e a t i o n  b e w a h r t  k a n n  man a l s  e i n  G r e n z f a l l  s o g e ­
n a n n t e r  P e r s p e k t i v e n  A l c o l l i n e a t i o n  b e t r a c h t e n .

I n s b e s o n d e r e  w urd e  e i n  P a l l  b e s p r o c h e n ,  i n  dem a l s  D r e h ­
f l ä c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  e i n  D r e h p a r a b o l o i d  genommen w i r d  und  
d i e  P r o j e k t i o n s e b e n e  s e n k r e c h t  z u r  A chse  s t e h t .

ß s  w u rd e  a u f  d i e  M ö g l i c h k e i t  so  e i n e r  Umwandlung  h i n g e ­
w i e s e n ,  d i e  e i n e  E l l i p s e  a u f  z w e i  K r e i s e  und e i n e  P a r a b e l  
a u f  z w e i  G e r a d e n  ü b e r f ü h r t .


