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Weźmy pod  uwagę  dwie  p o w i e r z c h n i e  s t o ż k o w e  n i e  o b r o t o w e  i
r 2 o w s p ó l n e j  t w o r z ą c e j  t ,  k t ó r y c h  ś l a d a m i  na  r z u t n i  X

( p ł a s z c z y ź n i e  r y s u n k u )  s ą  o k r ę g i  c^ i  c 2 .
Na r y s .  1 p o w i e r z c h n i e  t e  p r z e d s t a w i o n o  w r z u c i e  p r o s t o k ą t 

nym na  p ł a s z c z y z n ę  r y s u n k u ,  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  że w s p ó l n a  i c h

R y s .  1

t w o r z ą c a  n i e  j e s t  p r o s t o p a d ł a  do r z u t n i .  Dwie p o w i e r z c h n i e  d r u 
g i e g o  s t o p n i a  w o g ó l n o ś c i  p r z e n i k a j ą  s i ę  w a l g e b r a i c z n e j  k r z y 
w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  c z w a r t e g o .
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W ro z w a ż a n y m  p r z y p a d k u  k r z y w a  t a  r o z p a d a  s i ę  na  l i n i ę  p r o 
s t ą  ( w s p ó l n ą  t w o r z ą c ą  t  p o w i e r z c h n i  s t o ż k o w y c h  i  r , ) 
o r a z  k r z y w ą  p r z e s t r z e n n ą  j z ę d u  t r z e c i e g o .
wykażem y,  że k r z y w a  t a  j e s t  e l i p s ą  s z e ś c i e n n ą  ( k u b i c z n ą ) ,  t o  
j e s t  k r z y w ą  p r z e s t r z e n n ą  r z ę d u  t r z e c i e g o ,  k t ó r ą  p ł a s z c z y z n a  
n i e w ł a ś c i w a  p r z e c i n a  w je d n y m  t y l k o  p u n k c i e  r z e c z y w i s t y m ,  a z a 
t e m  p o s i a d a j ą c ą  j e d n ą  w ł a ś c i w ą  a s y m p t o t ę .

P ł a s z c z y z n a  r y s u n k u  p r z e c i n a  p o w i e r z c h n i e  s t o ż k o w e  i
r 2 w o k r ę g a c h  c^ i  c ^ .  Z k o l e i  o k r ę g i  c^ i  c^ p r z e 

c i n a j ą  s i ę  w dwóch r z e c z y w i s t y c h  p u n k t a c h  w ł a ś c i w y c h  Ĥ . i  R 
o r a z  w dwóch p u n k t a c h  k o ł o w y c h  ( i z o t r o p o w y c h )  K”  i  l e 
ż ą c y c h  na  p r o s t e j  n i e w ł a ś c i w e j  p ł a s z c z y z n y  r y s u n k u .
P u n k t y  H.J., R,  K”  i  K "  s ą  p u n k t a m i  l i n i i  p r z e n i k a n i a  p o w i e r z c h 
n i  s t o ż k o w y c h  i  r 2 -  p u n k t  H n a l e ż y  do p r o s t e j  t
( w s p ó l n e j  t w o r z ą c e j ) ,  z a ś  p u n k t y  R,  K ~  i  K "  s ą  p u n k t a m i  
k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o .

Rozważmy z k o l e i  p r z e k r ó j  t e j  k r z y w e j  p ł a s z c z y z n ą  n i e w ł a ś c i 
w ą ,  k t ó r a  p r z e c h o d z i  p r z e z  p r o s t ą  n i e w ł a ś c i w ą  p ł a s z c z y z n y  r y 
s u n k u ,  a na  k t ó r e j  z n a j d u j ą  s i ę  p u n k t y  k o ło w e  K“  i  K~.

A z a t e m  p ł a s z c z y z n a  n i e w ł a ś c i w a  p r z e c i n a  k r z y w ą  p r z e s t r z e n 

n ą  r z ę d u  t r z e c i e g o  w dwóch p u n k t a c h  k o ł o w y c h  K”  i  K "  o r a z  
w je d n y m  t y l k o  p u n k c i e  r z e c z y w i s t y m  H°°, p o n i e w a ż  k a ż d a  p ł a 
s z c z y z n a  z k r z y w ą  s k o ś n ą  r z ę d u  t r z e c i e g o  n i e  może mieó  w i ę c e j  
n i ż  t r z y  p u n k t y  w s p ó l n e .  Z p r z e p r o w a d z o n e g o  r o z u m o w a n i a  w y n i 
k a ,  ńe r o z w a ż a n a  k r z y w a  p r z e s t r z e n n a  r z ę d u  t r z e c i e g o  p o s i a d a  

j e d n ą  w ł a ś c i w ą  a s y m p t o t ę .
.7 a r t y k u l e  tym podamy e f e k t y w n ą  k o n s t r u k c j ę  k i e r u n k u  a sy m 

p t o t y c z n e g o  k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o ,  b ę d ą c e j  
c z ę ś c i ą  s k ł a d o w ą  l i n i i  p r z e n i k a n i a  p o w i e r z c h n i  s t o ż k o w y c h  P 1

i  r 2 .
P o s z c z e g ó l n e  p u n k t y  t e j  k r z y w e j ,  a n a s t ę p n i e  i c h  r z u t y  w y z n a 
c z o n o ,  p r z e c i n a j ą c  p o w i e r z c h n i e  i  F? p ę k i e m  p ł a s z c z y z n

o o s i  t .
Dowolna p ł a s z c z y z n a  or t e g o  p ę k u  p ł a s z c z y z n ,  p r z e c i n a  p o w i e 
r z c h n i ę  r i w t w o r z ą c y c h  t  i  z a ś  p o w i e r z c h n i ę  P^ w
t w o r z ą c y c h  t  i  a ^ ,  ( r y s .  1 ) .



P u n k t  A = J’e s t  p u n k t e m  w s p ó ln y m  t y c h  p o w i e r z c h n i  i  z a 
r a z e m  p u n k t e m  k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o ,  z a ś  p u n k t  
A = a ^ . a ^  j e s t  p u n k t e m  r z u t u  t e j  k r z y w e j .
b t y c z n a  a w dowolnym ( n i e  p odw ój nym )  p u n k c i e  A k r z y w e j  p r z e 
n i k a n i a  dwóch p o w i e r z c h n i  d r u g i e g o  s t o p n i a  i  r 2 j e s t
k r a w ę d z i ą  p r z e c i ę c i a  p ł a s z c z y z n  0̂  i  cc, s t y c z n y c h  w tym 
p u n k c i e  A do t y c h  p o w i e r z c h n i .

J e j  r z u t ,  a w i ę c  p r o s t a  a' ł ą c z ą c a  p u n k t  A* z  p u n k t e m  H. « h a 1' 
*■ha 2  J e s t  s t y c z n ą  do r z u t u  k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e 
c i e g o  w p u n k c i e  A.

A z a t e m  s t w i e r d z a m y ,  że k o n s t r u k c j a  k i e r u n k u  a s y m p t o t y c z n e 
go k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o  s p r o w a d z a  s i ę  do wy
z n a c z e n i a  p u n k t u  n i e w ł a ś c i w e g o  l i n i i  p r z e n i k a n i a  p o w i e r z c h n i  
s t o ż k o w y c h  i  P2 *

'¡I tym c e l u  n a l e ż y  s p o ś r ó d  p ł a s z c z y z n  p ę k u  o o s i  t ,  w y b r a ó  
t a k ą  p ł a s z c z y z n ę  ¿l ,  k t ó r a  p o w i e r z c h n i e  s t o ż k o w e  i  P 2
p r z e c i n a  w t w o r z ą c y c h  m1 i  m^ p o s i a d a j ą c y c h  w s p ó l n y  p u n k t  
n i e w ł a ś c i w y  M°° = M" = M“  .
Z u w a g i  na  t o ,  i ż  r ó w n o l e g ł o ś ó  p r o s t y c h  j e s t  n i e z m i e n n i k i e m  
r z u t u  r ó w n o l e g ł e g o ,  p o w y ż s z e  z a d a n i e  p r z e s t r z e n n e  d a j e  s i ę  
s p r o w a d z i ó  do n a s t ę p u j ą c e g o  z a d a n i a  p ł a s k i e g o .

Na p ł a s z c z y ź n i e  r y s u n k u  d a n e  s ą  dwa p r z e c i n a j ą c e  s i ę  o k r ę g i  
c.| i  o2 o r a z  n a  p r o s t e j  t  p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  j e d e n  z 
p u n k tó w  p r z e c i ę c i a  t y c h  o k r ę g ó w  n p .  H^., dwa r ó ż n e  p u n k t y  W* 

i  w2 ,  ( r y s .  2 ) .
P r z e z  p u n k t  Hf  ' n a l e ż y  p o p r o w a d z i ć  p r o s t ą  h / t  p r z e c i n a j ą c ą  
o k r ę g i  c^ i  c^  w t a k i c h  p u n k t a c h  I  i  I I ,  by p r o s t e  m'  ̂ =
= W . I  i  mi, = W2 I I  b y ł y  r ó w n o l e g ł e .  Zauważamy p o n a d t o ,  że 

p r o s t e  m!j i  m2 b ę d ą  w ów c z a s  r ó w n o l e g ł e  j e ż e l i  b ę d z i e  s p e ł 
n i o n a  r e l a c j a :

H ? i : H ^ V2 = V 1 '
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V/ c e l u  o k r e ś l e n i a  t e j  p r o s t e j  weźmy pod  uwagę  j e d e n  z t y c h  
o k rę g ó w  n p .  c^ i  p ę k  p r o s t y c h  o w i e r z c h o ł k u  w p u n k c i e  Ht , a 
n a s t ę p n i e  z a p y t a j m y  co  j e s t  m i e j s c e m  g e o m e t r y c z n y m  p u n k t ó w  I I
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d z i e l ą c y c h  w s t a ł y m  s t o s u n k u  X, = : H^W^, o d c i n k i  t ych .
p r o s t y c h  z a w a r t y c h  m ię d z y  p u n k t a m i  p r z e c i ę c i a  H* i  I z o -

v
k r ę g i e m ,  ( r y s .  3 ) .  Wykażemy,  że z b i o r e m  t y c h  p u n k tó w  j e s t  o k r ą g  
Ć1 o p r o m i e n i u  ' ? 1 = r ^ : X. s t y c z n y  do o k r ę g u  o 1 w p u n k c i e

V

W tym c e l u  o b i e r z m y  p u n k t  E.  za p o c z ą t e k  u k ł a d u  p r o s t o 
k ą t n e g o ,  a p r o s t ą  ł ą c z ą c ą  p u n k t  ze ś r o d k i e m  o k r ę g u  c^
z a  o ś  x .

R ó w n an ie  o k r ę g u  c^ b ę d z i e  z a t e m  m i a ł o  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć :

(x  -  r 1 ) Ł + y~ -  r ' - .

'C znaczmy  p r z e z  x ,  y w s p ó ł r z ę d n e  p u n k t u  I ,  w k t ó r y m  d o w o l 
ny  p r o m i e ń  r o z w a ż a n e g o  p ę k u  p r o s t y c h  p r z e c i n a  o k r ą g  c ^ , z a ś  
p r z e z  x , y  w s p ó ł r z ę d n e  p u n k t u  I I  d z i e l ą c e g o  o d c i n e k  ' \ I  
w s t o s u n k u  K .
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J e ż e l i  s t o s u n e k  o d o i n k ó w  H ^ I :  I I  * A. ,  t o  r ó w n i e ż  i  i c h  r z u
t y  p r o s t o k ą t n e  na o s i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  -  na  mocy t w i e r d z e n i a  Ta
l e  s a  p o z o s t a n ą  w t a k i m  samym s t o s u n k u .
A z a t e m  mamy x : x  = A i  y : y = K .

P o d s t a w i a j ą c  za  x  = x .  X. , a za y = y .  X. w r ó w n a n i u  o k r ę g u  c^
o t r z y m u j e m y  r ó w n a n i e  s z u k a n e g o  m i e j s c a  g e o m e t r y c z n e g o  p u n k tó w  
I I ,  d z i e l ą c y c h  o d c i n k i  H ^ I  w s t a ł y m  s t o s u n k u  X. , k t ó r e  po 
e l e m e n t a r n y m  p r z e k s z t a ł c e n i u  ma n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ó  :

R ówna ni e  t o  j a k  ł a t w o  za u w a ż y ó  p r z e d s t a w i a  o k r ą g  o p r o m i e n i u

'1 s t y c z n y  do o k r ę g u  c^ w p u n k c i e  H ^ .

^ R ó w n o l e g ł o ś ć  o d o i n k ó w  W2 I I  i  W-jI p r o w a d z i  do f i g u r  p o d o b n y c h  
o ś r o d k u  p o d o b i e ń s t w a  w p u n k c i e  H-t 6 P o n i e w a ż  z b i o r e m  
p u n k t ó w  " I "  j e s t  o k r ^ g  01 -  z b i o r e m  p u n k t ó w  " I I "  o d p o w i a d a 
j ą c y c h  w tym p o d o b i e ń s t w i e  p u n k to m  " I "  m u s i  byó  r ó w n i e ż  o k r ą g  
p r z y n a l e ż n y  do p u n k t u
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Aby r o z w a ż a n e ,  w tyra a r t y k u l e ,  z a d a n i e  można b y ł o  uważad  
za  c a ł k o w i c i e  r o z w i ą z a n e ,  w y k r e ś l a m y  na  r y s .  2 ,  a  n a s t ę p n i e  na  
r y s .  1 o k r ą g  o p r o m i e n i u  r 1 * r ^ :  X ( g d z i e  \ =  :
H t ^ 2 ) s t y c z n y  do o k r ę g u  c^ w p u n k c i e  H^.. O k r ą g  t e n  p r z e c i 
n a  o k r ą g  Cg w p u n k c i e  I I ,
P r o s t a  ĥ u. ł ą c z ą c a  p u n k t  Ĥ . z p u n k t e m  I I  j e s t  s z u k a n ą  
p r o s t ą , k t d r a  z k o l e i  o k r ą g  c^ p r z e c i n a  w t a k i m  p u n k c i e  I ,  że 
p r o s t e  * W^I 1 = W g l l  s ą  r ó w n o l e g ł e ,  p o n i e w a ż  z a c h o 
wany j e s t  z w i ą z e k :

s? ;*  - s i: V 1*
# i •

A z a t e m  p u n k t  M°° = .  m2 j e s t  r z u t e m  s z u k a n e g o  r z e c z y w i s 
t e g o  p u n k t u  n i e w ł a ś c i w e g o  M°° k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u
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M ¡= M 'í

R y s .  5
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t r z e c i e g o ,  a z a r a z e m  k i e r u n k i e m  a s y m p t o t y c z n y m  t e j  k r z y w e j .  
K raw ędź  m p r z e c i ę c i a  p ł a s z c z y z n  f i ^  i  f i j  s t y c z n y c h  do p o 
w i e r z c h n i  s t o ż k o w y c h  i  r ? w u p r z e d n i o  s k o n s t r u o w a n y m
i c h  wspó ln ym  i  r z e c z y w i s t y m  p u n k c i e  n i e w ł a ś c i w y m  M00 j e s t  
a s y m p t o t ą  k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o . ( r y s .  1 ) .

"I p r z y p a d k u  o g ó l n y m ,  k i e d y  j e d e n  z o k rę g ó w  n p .  c 5 r e p r e 
z e n t u j e  d o w o l n ą  k r z y w ą  d r u g i e g o  s t o p n i a ,  p r z e c i n a j ą c ą  o k r ą g  c^ 
w dwóch p u n k t a c h  r z e c z y w i s t y c h  w ł a ś c i w y c h ,  z a d a n i e  t& n i e  d a j e  
s i ę  r o z w i ą z a ó  p r z y  pomocy c y r k l a  i  l i n i a ł u ,  p o n i e w a ż  k o n s t r u k 
c j a  k i e r u n k u  a s y m p t o t y c z n e g o  s p r o w a d z a  s i ę  do w y z n a c z e n i a  
p u n k tó w  p r z e c i ę c i a  dwóch s t o ż k o w y c h ,  d l a  k t ó r y c h  zn a n y  j e s t  
t y l k o  j e d e n  p u n k t  w s p ó l n y .

P o n a d t o  można w y k a z a ó .  że  j e ż e l i  k r z y w a  d r u g i e g o  s t o p n i a  
c 2 p r z e c i n a  o k r ą g  w c z t e r e c h  r ó ż n y c h  i  r z e c z y w i s t y c h
p u n k t a c h  w ł a ś c i w y c h ,  t o  i s t n i e j ą  t r z y  t a k i e  k i e r u n k i  a s y m p t o 
t y c z n e  k r z y w e j  p r z e s t r z e n n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o ,  h ę d ą c e j  c z ę ś c i ą  
s k ł a d o w ą  l i n i i  p r z e n i k a n i a  p o w i e r z c h n i  s t o ż k o w y c h  F j  i  F> 
o w s p ó l n e j  t w o r z ą c e j  t  i  k i e r u j ą c y c h  c^ i  o2 ( r y s .  4 ) .

Na r y s .  5 p o d a n o  k o n s t r u k c j ę  a s y m p t o t y  k r z y w e j  p r z e s t r z e n 
n e j  r z ę d u  t r z e c i e g o  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  że j e d n a  z  dwóch r o z w a ż a 
n y c h  p o w i e r z c h n i  s t o ż k o w y c h  F j  1  F 2 o w s p ó l n e j  t w o r z ą 
c e j  t  j e s t  p o w i e r z c h n i ą  w a l c o w ą .
W tym p r z y p a d k u  s z u k a n ą  p ł a s z c z y z n ą  f i  w p ę k u  p ł a s z c z y z n  o 
o s i  t g »  k t ó r a  p o w i e r z c h n i e  F j  i  r 2 p r z e c i n a  w t w o r z ą c y c h  

II ni2 j e s t  p ł a s z c z y z n a  s t y c z n a  do p o w i e r z c h n i  s t o ż k o w e j .

R ę k o p i s  z ł o ż o n o  w R e d a k c j i  2 2 . 4 . 6 7  r .
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KOHCTPyKUHH a CMMTITOT HEKOTOMX H PO CT Pa H CT BEHHHX KPMBUX 
TPETbErO nOPflÄKA.

P e 3 d u e

B C T arbe  noKa3aHO KOHCTpyKmuo acm inTOTu npocTpaHCTBehhoM KpH- 
boM T p e T b e ro  nopHÄKa,- HBJianmettca jiHHueft n e p e c e a e H n a  XByx k o h h -  
aecKioc noB epxH ocT efl ,  MMenmiix oömy» oöpaayrom yn. 3 t h  KOHir-iecKHe 
noBepxHOCTH HiienT K pyroBoe ocHOBaHne Ha h b o c k o c t h  npoeia jH H .

ÜBER EINS A3IMPT 0 TE NKO N8TRUKT10 N„ EINIGER RAUMKURVEN 
DRITTER ORDNUNG
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Die b e t r a c h t e t e n  K e g e l f l ä c h e n  h a b e n  a u f  d e r  P r o j e k t i o n s e b e n e


