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KONSTRUKCJA aSYMPTOT NIEKTORYCH KRZYWYCH
PRZESTRZENNYCH RZEDU 3

Wezmy pod uwage dwie powierzchnie stozkowe nie obrotowe i

r2 o wspoOlnej tworzgcej t, ktédrych $ladami na rzutni X
(ptaszczyznie rysunku) sa okregi ¢ i c2.

Na rys. 1 powierzchnie te przedstawiono w rzucie prostokat-

nym na ptaszczyzne rysunku, przy zatozeniu, ze wspodlna ich

Rys. 1

Dwie powierzchnie dru-

tworzgca nie jest prostopadta do rzutni.
krzy-

giego stopnia w ogo6lnosci przenikajg sie w algebraicznej
wej przestrzennej rzedu czwartego.
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W rozwazanym przypadku krzywa ta rozpada sie na linie pro-
stag (wspoOlng tworzaca t powierzchni stozkowych i r,)
oraz krzywgag przestrzenng jzedu trzeciego.
wykazemy, ze krzywa ta jest elipsg sze$cienng (kubiczng), to
jest krzywa przestrzenng rzedu trzeciego, ktorg ptaszczyzna
niewtasciwa przecina w jednym tylko punkcie rzeczywistym, a za-
tem posiadajgcag jednag wtasSciwg asymptote.

Ptaszczyzna rysunku przecina powierzchnie stozkowe i

r2 w okregach ¢~ i c¢~. Z kolei okregi ¢ i ¢ prze-
cinajg sie w dwoch rzeczywistych punktach wtasciwych H. i R
oraz w dwoéch punktach kotowych (izotropowych) K” i le-

zgcych na prostej niewtasciwej ptaszczyzny rysunku.

Punkty HJ, R, K” i K" sg punktami linii przenikania powierzch-
ni stozkowych i r2 - punkt H nalezy do prostej t
(wspo6lnej tworzacej), za$ punkty R, K~ i K" sg punktami
krzywej przestrzennej rzedu trzeciego.

Rozwazmy z kolei przekrdj tej krzywej ptaszczyznag niewtasci-
wa, ktéra przechodzi przez prostg niewtasciwg ptaszczyzny ry-
sunku, a na ktérej znajdujg sie punkty kotowe K* i K~.

A zatem ptaszczyzna niewtasciwa przecina krzywa przestrzen-
ng rzedu trzeciego w dwdch punktach kotowych K” i K" oraz
w jednym tylko punkcie rzeczywistym H°°, poniewaz kazda pta-
szczyzna z krzywg sko$na rzedu trzeciego nie moze mied wiecej
niz trzy punkty wspolne. Z przeprowadzonego rozumowania wyni-
ka, ne rozwazana krzywa przestrzenna rzedu trzeciego posiada
jedng wtasciwg asymptote.

7 artykule tym podamy efektywng konstrukcje kierunku asym-
ptotycznego krzywej przestrzennej rzedu trzeciego, bedacej

czesciag sktadowag linii przenikania powierzchni stozkowych P1
i r2.

Poszczegdlne punkty tej krzywej, a nastepnie ich rzuty wyzna-
czono, przecinajac powierzchnie i F? pekiem ptaszczyzn
0 osi t.

Dowolna ptaszczyzna or tego peku ptaszczyzn, przecina powie-
rzchnie ri w tworzgcych t i za$ powierzchnie P~ w
tworzgcych t i a”, (rys. 1).
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Punkt A = Jest punktem wspélnym tych powierzchni i za-
razem punktem krzywej przestrzennej rzedu trzeciego, za$ punkt
A = a”.a™ jest punktem rzutu tej krzywej.
btyczna a w dowolnym (nie podwdjnym) punkcie A Kkrzywej prze-
nikania dwoch powierzchni drugiego stopnia i r2 jest
krawedzig przeciecia ptaszczyzn O i cc, stycznych w tym
punkcie A do tych powierzchni.
Jej rzut, a wiec prosta a taczgca punkt A =z punktem H. «hal
*mha2 Jest styczng do rzutu krzywej przestrzennej rzedu trze-
ciego w punkcie A.

A zatem stwierdzamy, ze konstrukcja kierunku asymptotyczne-
go krzywej przestrzennej rzedu trzeciego sprowadza sie do wy-

znaczenia punktu niewtasciwego linii przenikania powierzchni
stozkowych i P2*

il tym celu nalezy sposéréd ptaszczyzn peku o osi t, wybrao
takg ptaszczyzne (1, ktdra powierzchnie stozkowe i P2
przecina w tworzgcych ml i m posiadajgcych wspolny punkt

niewtasciwy M°= M" = M
Z uwagi na to, iz rownolegtosé prostych jest niezmiennikiem
rzutu rownolegtego, powyzsze zadanie przestrzenne daje sie
sprowadzi6o do nastepujgcego zadania ptaskiego.

Na ptaszczyznie rysunku dane sg dwa przecinajgce sie okregi
c|] i 02 oraz na prostej 't przechodzacej przez jeden z
punktéw przeciecia tych okregow np. H”, dwa rézne punkty W
i w2, (rys. 2).
Przez punkt Hf ' nalezy poprowadzi¢ prostg h/t przecinajaca

okregi ¢ i ¢~ w takich punktach I i Il, by proste ni* =
=W.l i m, =WIIl byty rownolegte. Zauwazamy ponadto, ze
proste mj i m2 bedg wowczas réwnolegte jezeli bedzie spet-

niona relacja:

H?2i: HMN\2 = v o1

M celu okre$lenia tej prostej wezmy pod uwage jeden z tych
okregow np. ¢ i pek prostych o wierzchotku w punkcie Ht, a
nastepnie zapytajmy co jest miejscem geometrycznym punktéw Il
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dzielgcych w statym stosunku X = : HMWA,  odcinki tych.
prostych zawartych miedzy punktami przeciecia H* i l zo -
kregiem, (rys. 3). Wykazemy, ze zbiorem tych punlztéw jest okrag
€1 o promieniu '?1 = r~: X styczny do okregu o0l w punkcie

\

W tym celu obierzmy punkt E. za poczatek uktadu prosto-
katnego, a prostag taczacag punkt ze $rodkiem okregu c”
za 0§ X.

Réwnanie okregu ¢ bedzie zatem mialo nastepujgcg postac:

(x - rl)t +y~ - r'-.

'‘Cznaczmy przez x, y wspOirzedne punktu I, w ktéorym dowol-
ny promieA rozwazanego peku prostych przecina okragg c”, za$
przez x,y wspoOtrzedne punktu Il dzielgcego odcinek '\l

w stosunku K.
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Jezeli stosunek odoinkéw HAI: Il * A, to rébwniez i ich rzu

ty prostokatne na osie wspotrzednych - na mocy twierdzenia Ta-

lesa pozostang w takim samym stosunku.

A zatem mamy Xx: X = A i y:y = K.

Podstawiajgc za x = x. X, a za y =y. X w réwnaniu okregu
otrzymujemy rdwnanie szukanego miejsca geometrycznego punktow

I, dzielgcych odcinki HAI w statym stosunku X , ktdére po

elementarnym przeksztatceniu ma nastepujgcg postao :

Réwnanie to jak tatwo zauwazyd przedstawia okragg o promieniu

1 styczny do okregu ¢~ w punkcie H”.

A"Rownolegtos¢ odoinkéw W21l i W-jl prowadzi do figur podobnych
o $rodku podobiefnstwa w punkcie Ht 6 Poniewaz zbiorem
punktéw "I" jest okr*g Ol - zbiorem punktéw "II" odpowiada-
jacych w tym podobieAstwie punktom "I" musi bydé rowniez okrag
przynalezny do punktu
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Aby rozwazane, w tyra artykule, zadanie mozna byto uwazad
za catkowicie rozwigzane, wykreslamy na rys. 2, a nastepnie na
rys. 1 okrag o promieniu rl1 * r~: X (gdzie \=
Ht~2) styczny do okregu ¢ w punkcie H?A. Okragg ten przeci-
na okrgg Cg w punkcie I,

Prosta hu taczgca punkt H. z punktem Il jest szukang
prostg,ktdra z kolei okrag ¢ przecina w takim punkcie I, ze
proste * WALl = Wgll sag réwnolegte, poniewaz zacho-

wany jest zwigzek:
S?7;* -si:V 1*¥

#
A zatem punkt M*° = . m2 jest rzutem szukanego rzeczywis-

tego punktu niewtasciwego M°° krzywej przestrzennej rzedu
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Rys. 5
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trzeciego, a zarazem kierunkiem asymptotycznym tej krzywej.

Krawedz m przeciecia ptaszczyzn fir i fij stycznych do po-
wierzchni stozkowych i r? wuprzednio skonstruowanym
ich wspélnym i rzeczywistym punkcie niewtasciwym MO0 jest

asymptotg krzywej przestrzennej rzedu trzeciego.(rys. 1).

"I przypadku ogdlnym, kiedy jeden z okregéw np. cb5 repre-
zentuje dowolng krzywg drugiego stopnia, przecinajgcg okrgg c”
w dwoéch punktach rzeczywistych wtasciwych, zadanie t& nie daje
sie rozwigzad przy pomocy cyrkla i liniatu, poniewaz konstruk-
cja kierunku asymptotycznego sprowadza sie do wyznaczenia
punktéw przeciecia dwdch stozkowych, dla ktorych znany jest
tylko jeden punkt wspodlny.

Ponadto mozna wykaza6. ze jezeli krzywa drugiego stopnia
c2 przecina okrag w czterech rédznych i rzeczywistych
punktach wtasciwych, to istniejg trzy takie kierunki asympto-
tyczne krzywej przestrzennej rzedu trzeciego, hedacej czeScig
sktadowg linii przenikania powierzchni stozkowych Fji i F>
o wspoOlnej tworzacej t i kierujagcych ¢ i 02 (rys. 4).

Na rys. 5 podano konstrukcje asymptoty krzywej przestrzen-
nej rzedu trzeciego przy zatozeniu, ze jedna z dwoéch rozwaza-
nych powierzchni stozkowych Fj 1 F2 o wspolnej tworza-
cej t jest powierzchnig walcowsg.

W tym przypadku szukang ptaszczyzng fi w peku ptaszczyzn o
osi tg» ktéra powierzchnie Fj i r2 przecina w tworzgcych

I ni2 jest ptaszczyzna styczna do powierzchni stozkowej.

Rekopis ztozono w Redakcji 22.4.67 r.
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KOHCTPYKUHH a CMMTITOT HEKOTOMX HPOCTPaHCTBEHHHX KPMBUX
TPETbBErO nOPIAKA

Pe 3due

B CTarbe noKa3aHO KOHCTpyKmuo acminTOTu npocTpaHCTBehhoM KpH-
boM TpeTbero nopHAKa,- HBJianmettca jiHHueft nepeceaeHna XByx kohh-
aecKioc noBepxHocTefl, MMenmiix o6my» odpaayromyn. 3th KOHir-iecKHe
noBepxHOCTH HiienT KpyroBoe ocHOBaHne Ha hbockocth npoeiajHH.

UBER EINS A3IMPTOTENKONSTRUKTI10N, EINIGER RAUMKURVEN
DRITTER ORDNUNG

Zusammenfassung

Man hat eine Asymptotenkonstruktion fiur eine Raumkurve dritter
Ordnung gegeben, die einen Teil der Durchdringungslinie zweier
Kegelfldchen 2-er Ordnung bildet.

Die betrachteten Kegelfldchen haben auf der Projektionsebene



