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K a t e d r a  G e o m e t r i i  W y k r e ś l n e j
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W a r t y k u l e  p t .  ”0 pewnym p r z y p a d k u  w i e r n o k ą t n e g o  o d w z o r o w a n i a  
p ł a s z c z y z n "  [ 1 ]  u d o w o d n i o n o  n a s t ę p u j ą c ą  w ł a s n o ś ć  r z u t u  s t e r e o -  
g r a f i c z n e g o  p a r a b o l o i d y  o b r o t o w e j ,  w k t ó r y m  ś r o d k i e m  r z u t u  j e s t  
ś r o d e k  p a r a b o l o i d y :

" r z u t y  s t o ż k o w y c h  p r z e k r o j u  p a r a b o l o i d y  d o w o l n ą  p a r ą  p ł a - ,  
s z c z y z n  p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  o g n i s k o  p a r a b o l o i d y  p r z e c i n a 
j ą  s i ę  z s o b ą  p o d  k ą t e m  równym r z e c z y w i s t e j  w i e l k o ś c i  m i a r y  
k ą t a  d w u ś c i e n n e g o  u t w o r z o n e g o  p r z e z  t e  p ł a s z c z y z n y " .

P r z e d m i o t e m  n i n i e j s z e j  p r a c y  j e s t  w y k a z a n i e  p r a w d z i w o ś c i  a n a l o 
g i c z n e g o  t w i e r d z e n i a  d l a  d w o w o l n e j ,  k r z y w o l i n i o w e j  k w a d r y k i  - 
o b r o t o w e j  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  że  ś r o d k i e m  r z u t u  s t e r e o g r a f i c z n e g o  
j e s t  w i e r z o h o ł e k  t e j  k w a d r y k i .

N a w i ą z u j ą c  do r y s . 1  chcemy z a t e m  d o w i e ś ć ,  że j e ż e l i  oc i  (i 
s ą  d o w o l n y m i  p ł a s z c z y z n a m i  p r z y n a l e ż n y m i  do o g n i s k a  F 
d o w o l n e j ,  k r z y w o l i n i o w e j  k w a d r y k i  o b r o t o w e j  <5 , w ów czas  r z u -

o p
t y  s t o ż k o w y c h :  a  = cc i  b = ¿3 $  z  w i e r z c h o ł k a  S na
p ł a s z c z y z n ę  X  p r o s t o p a d ł ą  do o s i  1 k w a d r y k i  s ą  s t o ż k o w y m i

2 2
( n i e z d e g e n e r o w a n y m i  l u b  z d e g e n e r o w a n y m i ) :  a  , b  p r z e c i n a -S ' s
j ą c y m i  s i ę  po d  k ą t e m  ^ o c ( 3  .

W d o w o d z i e  r o z p o c z n i e m y  od l e m a t u :
2

j e ż e l i  r z u t e m  s t e r e o g r a f i c z n y m  d o w o l n e j  s t o ż k o w e j  o p r z y n a 
l e ż n e j  do k w a d r y k i  $> j e s t  o k r ą g ,  w ów czas  ś r o d k i e m  t e g o  o k r ę -

2
gu  j e s t  r z u t  s t e r e o g r a f i c z n y  b i e g u n a  p ł a s z c z y z n y  s t o ż k o w e j  c 

w z g l ę d e m  k w a d r y k i  $  .
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Dowód l e m a t u  w y g o d n i e  j e s t  o p r z e ć  o n a s t ę p u j ą c ą  w ł a s n o ś ćO
s t o ż k o w y c h .  Weźmy po d uwagę  d o w o l n ą  s t o ż k o w ą  c ( r y s .  2 ) ,

J e j  s i e c z n ą  n i  b i e g u n  p r o s t e j  n -  p u n k t  N. ‘. ' /prowadźmy
s t y c z n ą  s  do s t o ż k o w e j  w dowolnym p u n k c i e  S i  p r o s t ą  r ó w 
n o l e g ł ą  p .  Ła tw o można w y k a z a ć ,  źe r z u t  z p u n k t u  S na 
p r o s t ą  p c i ę c i w y  AB 6 n  z o s t a n i e  s p o ł o w i o n y  r z u t e m  b i e g u 
n a  N. Y / y s t a r o z y  bowiem z a u w a ż y ć ,  że p u n k t y  H * n s  i  d *
■ n r  s t a n o w i ą  p a r ę  p u n k tó w  s p r z ę ż o n y c h  w z g lę d e m  s t o ż k o w e j  

a
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o
c ( p u n k t  R j e s t  b i e g u n e m  p r o s t e j  r  ) ,  a z a t e m  w r a z  z p u n k 
t a m i  A,  B,  p o d w ó j n y m i  w s z e r e g u  i n w o l u c y j n y m  o p o d s t a w i e  n  
t w o r z ą  d w u s t o s u n e k :

(ABQR) = -1

R z u t u j ą c  z p u n k t u  S c z w ó r k ę  A , B , Q , R  o t r z y m u j e m y  c z w ó r k ę  
p r o s t y c h :  a , b , r , s ,  k t ó r e j  p r z e c i ę c i e  p r o s t ą  p II s  p r o w a d z i
do c z w ó r k i  p u n k t ó w  (A B N R ) = - 1 .  P o n i e w a ż  p u n k t  R = p s

3 3 S  3  — S
j e s t  p u n k t e m  n i e w ł a ś c i w y m  -  m u s i  z a c h o d z i ć :  A K  = N B .

S S  S 3
Rozważmy z k o l e i  d o w o l n ą ,  k r z y w o l i n i o w ą  k w a d r y k ę  o b r o t o w ą  

$  ( r y s .  3 )  p r z e c i ę t ą  d o w o l n ą  p ł a s z c z y z n ę  y w s t o ż k o w e j  c . 
Dokonajmy s t e r e o g r a f i c z n e g o  r z u t u  t e j  s t o ż k o w e j  z w i e r z c h o ł k a
S na  p ł a s z c z y z n ę  JC. p r o s t o p a d ł ą  do o s i  k w a d r y k i  $  .  Y/ia -

2 2domo,  że  r z u t  s t o ż k o w e j  c b ę d z i e  o k r ę g i e m  o .  Wprowadźmy
2 sp ł a s z c z y z n ę  s y m e t r i i  & p r z e k r o j u  c~ p r z e c h o d z ą c ą  p r z e z  

o ś  k w a d r y k i  1 .  Z w s p o m n i a n e j  w y ż e j  w ł a s n o ś c i  s t o ż k o w e j  z a 
r y s u  ( r y s .  3 )  w y n i k a ,  że  r z u t  p u n k t u  N -  N b ę d z i e  p o ł o w i ł
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r z u t  s t e r e o g r a f i c z n y  o d c i n k a  AB -  o d c i n e k  A B .  D z i ę k i  z a ł o -  / S S 9
ż o n e j  s y m e t r i i  o d c i n e k  A B  b ę d z i e  ś r e d n i c ą  o k r ę g u  c s t a -S S p s
n o w i ą c e g o  s t e r e o g r a f i c z n e  o d w z r o r o w a n i e  s t o ż k o w e j  c ,  co

O
o z n  c z a ,  że  p u n k t  N j e s t  i s t o t n i e  ś r o d k i e m  o k r ę g u  c^  z g o d -s  s
n i e  a t r e ś c i ą  r o z w a ż a n e g o  l e m a t u *

W d a l s z y m  c i ą g u  dowodu r o z p a t r z m y  d o w o l n ą ,  k r z y w o l i n i o w ą  
k w a d r y k ę  o b r o t o w ą  $  ( r y s .  4 ) . j e j  o g n i s k o  F i  p ł a s z c z y z n ę  
b i e g u n o w ą  p u n k t u  F -  j c^ .  . /prowadźmy r ó w n o l e g ł ą  do p ł a 
s z c z y z n ę  V 6 F i  d o w o l n i e  do n i e j  n a c h y l o n ą  p ł a s z c z y z n ę  cc e F .

9 O
P ł a s z c z y z n y  t e  p r z e t n ą  k w a d r y k ę  $  w s t o ż k o w y c h  n "  i  a 1“ .
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z p o d o b i e ń s t w a  t r ó j k ą 

tów s V i "  i  S"N"1" 
n a t o m i a s t :

Dokonajmy s t e r e o g r a f i c z n e g o  r z u t u  z w i e r z c h o ł k a  S s t o ż k o w y c h  
n 2 i  a 2 . Ot rzymamy o k r ą g  n 2 i  -  w o g ól ny m  p r z y p a d k u  o k r ą g

p 2,
a . Zauważmy,  że ś r o d k i e m  o k r ę g u  a b ę d z i e ,  z g o d n i e  z d o w i e -s s

d z io n y m  w y ż e j  l e m a t e m ,  
p u n k t  A .  O k r ą g  n " ,o S
o ś r o d k u  w p u n k c i e  
II = ?  j e s t  o k r e ś l o n y3 S
p r o m i e n i e m  r n . Wycho
d z ą c  z w ł a s n o ś c i  s t o ż k o 
w e j  z a r y s u  k w a d r y k i  $  
można u s t a l i ó ,  że p r o 
m ie ń  r Q j e s t  równy 
o d l e g ł o ś c i  o g n i s k a  F 
od p ł a s z c z y z n y  3C ,
Mamy b o w ie m :  
z g o d n i e  z w ł a s n o ś c i ą  
o g n i s k a  i  k i e r o w n i c y  
k r z y w e j  s t o p n i a  d r u g i e 

go :

R y s .  4

R o z p a t r z m y  t r ó j k ą t y  p r o s t o k ą t n e :  A* i  ASKSKS *
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Na z a s a d z i e  r ó w n o ś c i  ( 3 )  w n o s i m y ,  że s ą  one p r z y s t a j ą c e ,  
g d y ż  j e d n o c z e ś n i e  AgNa = A"N ". Wynika  s t ą d ,  ż e :

  2 2
K ą t  <p j e s t  k ą t e m ,  pod k t ó r y m  p r z e c i n a j ą  s i ę  o k r ę g i  a _  i  np o  p S
s t a n o w i ą c e  s t e r e o g r a f i c z n e  o d w z o r o w a n i e  s t o ż k o w y c h  a i  n " .  
K ą t  y  p r z e d s t a w i a  r z e c z y w i s t ą  w i e l k o ś ó  k ą t a  n a c h y l e n i a  p ł a s z 
c z y z n y  oc do p o z i o m e j  p ł a s z c z y z n y  V .  Wynika  s t ą d ,  że d l a  
s z c z e g ó l n e g o  p o ł o ż e n i a  p ł a s z o z y z n  a  i  ( 3 = v  r o z p a t r y w a n e  
t w i e r d z e n i e  j e s t  s ł u s z n e .

P o z o s t a j e  d o w i e ś ć ,  że  r ó w n o ś ó  4 . ^ = 4 «̂  z a c h o d z i  r ó w n i e ż  
w p r z y p a d k u  o g ó l n e g o  p o ł o ż e n i a  p ł a s z c z y z n  oc i  fi .
Ta c z ę ś ó  dowodu może hyó  p r z e p r o w a d z o n a  a n a l o g i c z n i e  j a k  d l a  
p r z y p a d k u ,  w k t ó r y m  p o w i e r z c h n i a  $  j e s t  p a r a b o l o i d ą  o b r o t o w ą .  
Nie p o w t a r z a j ą c  w c a ł e j  r o z c i ą g ł o ś c i  r o z w a ż a ń  z a m i e s z c z o n y c h  w 
c y t o w a n e j  na  w s t ę p i e  p r a c y  [ i j  p r z y p o m n i j m y  j e d y n i e  p o k r ó t c e  
d r o g ę  d o w o d u .  N a l e ż y  r o z w a ż y ó  k r a w ę d ź  k  r o z p a t r y w a n y c h  p ł a s z 
c z y z n  oc i  fi i  z n a l e ź ó  j e j  k ą t  n a c h y l e n i a  do o s i  k w a d r y k i  1 .  
W y s t a r c z y  w tym c e l u  z n a l e ź ó  k ą t  n a c h y l e n i a  do p ł a s z c z y z n y  p o 
z i o m e j  V t a k i e j  p o m o c n i c z e j  p ł a s z c z y z n y  x  ,  d l a  k t ó r e j  k

o
J e s t  l i n i ą  s p a d u ,  t j .  p ł a s z c z y z n y  o k r e ś l o n e j  o k r ę g i e m  k s  o 
ś r e d n i c y  P„Q0 ( r y s .  5 ) .  N a s t ę p n i e  n a l e ż y  d o k c n a ó  o b r o t u  p r o s -5 S
t e j  k  w r a z  z p r z y n a l e ż n y m i  do n i e j  p ł a s z c z y z n a m i  oc 1 fi  , 
w w y n i k u  k t ó r e g o  p r o s t a  t a  p o k r y j e  s i ę  z o s i ą  k w a d r y k i  $  , a 
p ł a s z c z y z n y  oc i  fi z a j m ą  p o ł o ż e n i e  p r o s t o p a d ł e  do r z u t n i  
X  ^ .R o z w a ż a  j ą c  p o d o b i e ń s t w o  trójkątów 1FS i  Bs FKg o r a z  1FS i  

w y k a z u j e  s i ę  p r o s t o p a d ł o ś ć :  f i ' ± ? aB i  a n a l o g i c z n i e
S S  S ^  S. |  ^

a '  ±  P A  ,  a  w k o n s e k w e n c  j i  r ó w n o ś ó  •4ce 'fi = 4 A P B ,  co s  s  s  s  s
o z n a c z a  z a k o ń c z e n i e  dow odu.
W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę ,  że omawiane  t w i e r d z e n i e  ważne  j e s t  t y l k o  
d l a  k w a d r y k  o b r o t o w y c h  i  że  s p e ł n i a j ą  j e  j e d y n i e  w i ą z k i  p ł a 
s z c z y z n ,  k t ó r y c h  ś r o d k a m i  s ą  o g n i s k a .

W i s t o c i e  bowiem gdyby z a ł o ż y ć ,  że r ó w n i e ż  1 d l a  k w a d r y k i  
n i e o b r o t o w e j  s t e r e o g r a f i c z n e  r z u t y  s t o ż k o w y c h  p r z e k r o j u  d o w o l 
nym i  p ł a s z c z y z n a m i  cc i  fi , Ą ccfi = y  n a l e ż ą c y m i  do p e w n e j
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w i ą z k i  (F) s ą  o k r ę g a m i  p r z e c i n a j ą c y m i  s i ę  pod  k ą t e m  y  wów
c z a s  d o s z l i b y ś m y  do n a s t ę p u j ą c e j  s p r z e c z n o ś c i .  Po p i e r w s z e  
ś r o d k i e m  r z u t u  s t e r e o g r a f i c z n e g o  m u s i a ł b y  b yć  p u n k t  pępkowy 
k w a d r y k i  <£ po t o  a b y  r z u t a m i  p o s z c z e g ó l n y c h  s t o ż k o w y c h  b y ł y  
o k r ę g i .

Po w t ó r e  p ę k  p ł a s z c z y z n  w i ą z k i  ( F )  p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  ś r o 
d e k  r z u t u  s t e r e o g r a f i c z n e g o  S o d w z o r o w u j e  s i ę  z a w s z e  j a k o  pęm 
p r o s t y c h .  P r o s t e  t e  w i n n y  t w o r z y ć  z s o b ą  k ą t y  równe  r z e c z y w i s 
tym w i e l k o ś c i o m  m i a r  k ą t ó w  d w u ś c i e n n y c h  u t w o r z o n y c h  p r z e z  p o 
s z c z e g ó l n e  p a r y  p ł a s z c z y z n .  Aby t o  b y ł o  m o ż l i w e  o ś  p ę k u  -  p r o 
s t a  3F m u s i a ł a b y  s p e ł n i a ć  w a r u n e k :  S?  i  . ó w c z a s  j e d n a k
n i e  może z a c h o d z i ć  w i e r n o k ą t n e  o d w z o r o w a n i e  k ą t ó w  u t w o r z o n y c h  
p r z e z  p ł a s z c z y z n y  t e g o  p ę k u  z p ł a s z c z y z n ą  v  . Zauważmy b o 
w ie m ,  że  o ś  p ę k u  ZF n i e  p r z e b i j a  p ł a s z c z y z n y  V w ś r o d k u  

2
o k r ę g u  n  o d w z o r o w u j ą c e g o  t ę  p ł a s z c z y z n ę ,  a co za tym i d z i e  
p ę k  p r o s t y c h  ? „ ( « _ »  (3 . . . )  ( r y s .  ó )  n i e  może b y ć  p ę k i e m  p r o -S S
s t o p a d ł y c h  do o k r ę g u  n g . P o n i e w a ż  j e d n a k  w r z e c z y w i s t o ś c i
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z a c h o d z i  p r o s t o p a d ł o ś ć  p ł a s z c z y z n  q$ , / 3 . • .  6 3F w zg lę d em
p ł a s z c z y z n y

2
o k r ę g u  n .S
s p e ł n i o n e .

V -  b r a k  p r o s t o p a d ł o ś c i  p r o s t y c h  p ę k u  (F )s do
d o w o d z i ,  że t w i e r d z e n i e  n i e  j e s t  w tym p r z y p a d k u

A n a l o g i c z n e  ro z u m o w a n i e  
w y k l u c z a  m o ż l i w o ś ć  i s t n i e 
n i a  ś r o d k a  w i ą z k i  (F)  
p ł a s z c z y z n  s p e ł n i a j ą c y c h  
omawiane t w i e r d z e n i e  po za  
o s i ą  1 .  J e ż e l i  n a t o m i a s t  
p r z y j ą ć ,  że  p u n k t  t a k i  l e r  
ży na o s i  k w a d r y k i  o b r o t o 
w e j  j e s t  j e d n a k  r ć ż n y  od 
o g n i s k a  w ów czas  d l a  z a c h o 
w a n i a  k ą t ó w  p o m ię d z y  s t e 
n o g r a f i c z n y m  o d w zor ow ani em  
p ł a s z c z y z n  n a l e ż ą c y c h  do . 
w i ą z k i  ( F ) ,  w z a j e m n i e  p r o 
s t o p a d ł y c h  p u n k t  t a k i  w i 
n i e n  p o s i a d a ć  t ę  w ł a s n o ś ć ,  
że k a ż d e  p r z y n a l e ż n e  do 
n i e g o  p ł a s z c z y z n y  oc i  (3. 
s p r z ę ż o n e  w z g l ę d e m  k w a d r y 

k i  $  s ą  w z a j e m n i e  p r o s t o p a d ł e .  ’»V i s t o c i e  bowiem t y l k o  w t e d y ,  
w s t e r e o g r a f i c z n y m  o d w z o r o w a n i u  t y c h  p ł a s z c z y z n  -  o k r ę g i  a ^ ,
b ^  mogą być  do s i e b i e  p r o s t o p a d ł e  ( j e d y n i e  wówczas  s t y c z n e  do 

s  2 2
s t o ż k o w y c h  a i  b p r z e j d ą  p a r a m i  p r z e z  o d p o w i e d n i e  b i e g u 
ny  p ł a s z c z y z n  (3 i  oc ) .
wiadomo j e d n a k ,  że p u n k t e m  o t a k i c h  w ł a s n o ś c i a c h  j e s t  t y l k o  
o g n i s k o .

Na z a k o ń c z e n i e  wskażmy na  m o ż l i w o ś ć  pewnego z a s t o s o w a n i a  
r o z w a ż a n e g o  z a g a d n i e n i a .  P r z y j m i j m y  w s p ó ł o s i o w o  d o w o l n ą  s f e r ę  
$  4 , p a r a b o l o i d ę  o b r o t o w ą  (¡>̂ i  n p .  e l i p s o i d ę  o b r o t o w ą  $  >.

oraz promienie równoleż-M-r3

^  £  Jj a  X C 4  L / U i W J . U ^  U U i . U l ; U I I C J

D o b i e r a j ą c  p o ł o ż e n i a  k w a d r y k  

n i k ó w ,  k t ó r y c h  ś r o d k a m i  s ą  o g n i s k a  t y c h  k w a d r y k  można u s t a l i ć  
t a k ą  p ł a s z c z y z n ę  X  ,  na  k t ó r e j  r z u t y  s t e r e o g r a f i c z n e  d o k o n a n e
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z wierzchołków kwadryk -3 będą miały następującą własność:
stożkowe przekroju kwadryk $-(¿3 0 ogniskach F^, Fg, F^
płaszczyznami równoległymi, przechodzącymi odpowiednio przez . 
ogniska F-j .3 w rzucie stereograficznym na płaszczyznę X  . u- 
legają zjednoczeniu, łta rys. 7 ilustrującym tę relację przy

kładowo płaszczyzna X^ jest płaszczyzną wspólnie styczną do 
kwadryk w wierzchołku H.

Wynika stąd, że gdyby rozważyć siatkę południków i równoleż
ników tych powierzchni o jednakowym odstępach kątowych - rzuty 
stereograficzne takich siatek byłyby zjednoczone.
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W ł a s n o ś ć  p o w y ż s z a  p o z w a l a  na  w za je m n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  r o z 
w a ż a n y c h  k w a d r y k  za  p o ś r e d n i c t w e m  p ł a s z c z y z n y  jc ( p r z e k s z t a ł 
c e n i e  r ć ż n e  od k o l i n e a o j i  ś r o d k o w e j )  i  może i n g e r o w a ć  w n i e 
k t ó r y c h  z a g a d n i e n i a c h  z z a k r e s u  k a r t o g r a f i i .

R ę k o p i s  z ł o ż o n o  w R e d a k c j i  2 9 . 4 . 6 7  r .
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PABHOJTQJI ŁHOCTb B CTEPEOrPałlPiECKOK UPOEKUHH IIP0H3B0JILH0ii 
HEJIHHEFlHitTOfi nOBEPXHOCTH BPaE(EHMH 2-nOPRHKa

P e  3  ra m e

B p a ć O T e  ® 0 K a 3 a H 0  h t o  C Tepeorpadm^ecicaa ripoeKnua npon3BOJiłhcM 
n o B e p x H O C T n  B p a m e H H H  2 - r o  nopasica na na o c k o c t  ł n e p n e H H H K y a a p H y m  
ee o c h  ofiaa^aeT cjiejęyromHM c b o A c t b o m :

n p o e K U H H  K p H B b i x  n e p e c e n e H H a  3 T o f t  n o B e p x H o c T H  H B y i i a  n p o n s -  

BOJIbHBIM H n i O C K O C T a M M  H H U H j e H T H H M H  C $ O K y C O M  n O B e p X H O C T H  O Ó -  

p a 3 y i o T  y r o a ,  k o t o p m M p a B e H  i n e i l C T B H T e a ł h o m y  y r j i y  M e x x y  s t h m h  

IIJI O C K O C T H M H  .

O T M e U e H O  B03 MOJKHOCTŁ HCnOJI b 3 0 B a H H H  3 T O r O  CBOjftCTBa flJia B 3 a H M H O r O  
n p e o ć p a 3 0 B a H H H  HeJiHHeiSuaTbix noBepxHOCTeii B p a m e a n a  2 - r o  n o p s ^ K a .
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