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ZAGADNIENIE WIERNOKATNOSCI 'J STEREOGRAFICZNYM
RZUCIE OBROTOWEJ KWADRYKI KRZYWOLINIOWE]

W artykule pt. 7”0 pewnym przypadku wiernokgtnego odwzorowania

ptaszczyzn" [1] udowodniono nastepujgcg wtasnos¢ rzutu stereo-
graficznego paraboloidy obrotowej, w ktédrym S$rodkiem rzutu jest
Srodek paraboloidy:

"rzuty stozkowych przekroju paraboloidy dowolng parg pta-,
szczyzn przechodzgcych przez ognisko paraboloidy przecina-
ja sie z sobg pod katem réownym rzeczywistej wielko$ci miary
kgta dwusciennego utworzonego przez te ptaszczyzny".

Przedmiotem niniejszej pracy jest wykazanie prawdziwos$ci analo-
gicznego twierdzenia dla dwowolnej, krzywoliniowej kwadryki -
obrotowej przy zatozeniu, ze $rodkiem rzutu stereograficznego
jest wierzohotek tej kwadryki.

Nawigzujgc do rys.1l chcemy zatem dowies$¢, ze jezeli oc i (i
sa dowolnymi ptaszczyznami przynaleznymi do ogniska F
dowolnej, krzywoliniowej kwadryki obrotowej < , woOwczas rzu-
ty stozkowych: a0 =cc i b = 3% z wierzchotka S na
ptaszczyzne X prostopadtg do osi 1 kwadr%/ki s% stozkowymi

(niezdegenerowanymi lub zdegenerowanymi): bs przecina-

)

jacymi sie pod katem ~oc(3 >
W dowodzie rozpoczniemy od lematu:

jezeli rzutem stereograficznym dowolnej stozkowej o2 przyna-

leznej do kwadryki $ jest okrag, woéwczas $rodkiem tego okre-

gu jest rzut stereograficzny bieguna ptaszczyzny stozkowej ¢

wzgledem kwadryki $
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Dowdd lematu wygodnie jest oprze¢ o nastepuj%cq witasnosé
stozkowych. V\birry pod uwage dowolng stozkowg ¢ (rys. 2y,
Jej sieczng N i biegun prostej N - punkt N. </prowadzmy
styczng s do stozkowej w dowolnym punkcie S i prostg row-
nolegta p. tatwo mozna wykaza¢, Zze rzut z punktu S na
prostag p cieciwy AB6 n zostanie spotowiony rzutem biegu-
na N. Y/ystarozy bowiem zauwazy¢, ze punkty H* ns i d *
B Nr stanowiag pare punktow sprzezonych wzgledem stozkowej
a
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0
¢ (punkt R jest biegunem prostej r ), a zatem wraz z punk-
tami A, B, podwodjnymi w szeregu inwolucyjnym o podstawie n
tworzg dwustosunek:

(ABQR) = -1

Rzutujagc z punktu S <czwédrke A,B,Q,R otrzymujemy czworke

prostych: a,b,r,s, ktorejprzeciecie prostg pll sprowadzi
do czwérki punktéow (AsBaN sRs) = -1.Poniewaz  punkt RS = ps
jest punktem niewtasciwym - musi zachodzi¢: AsKs = NsBs'

Rozwazmy z kolei dowolng, krzywoliniowg kwadryke obrotowg
$ (rys. 3) przecieta dowolng ptaszczyzne Y w stozkowej ¢
Dokonajmy stereograficznego rzutu tej stozkowej z wierzchotka
S na ptaszczyzne JC. prostopadtg do osi kwadryki $ . Ylia-
domo, ze rzut stozkowej ¢ bedzie okregiem 02. Wprowadzmy
ptaszczyzne symetrii & przekroju c~ przechosdzch przez
0$ kwadryki 1. Z wspomnianej wyzej wiasnoséci stozkowej za-
rysu (rys. 3) wynika, ze rzut punktu N - N bedzie potowit
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rzut stereografic/zny odcinka AB - odcinek AsBs' Dziegi zato-
zonej symetrii odcinek ASBS bedzie Srednica okregup cg sta-
nowigcego stereograficzne odwzrorowanie stozkowej ¢ , _co

ozn cza, ze punkt NS jest istotnie $rodkiem okregu c’s‘ zgod-
nie a tre$cig rozwazanego lematu*

W dalszym ciggu dowodu rozpatrzmy dowolng, krzywoliniowg
kwadryke obrotowg $ (rys. 4).jej ognisko F i ptaszczyzne
biegunowa punktu F - jc*.  ./prowadzmy réwnolegtyg do pta-
szczyzne V6 F i dowolnie do niej nachylong ptaszczyzne cce F.
Ptaszczyzny te przetng kwadryke $ w stozkowych n'9 i ag‘).
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Dokonajmy stereograficznego rzutu z wierzchotka S stozkowych
n2 i a2. Otrzymamy okrag n2 i - w ogdlnym przypadku okrag
az. Zauwazmy, ze S$rodkiem okregu a bedzie, zgodnie z dowie-
dzionym wyzej lematem,
punkt AO. Okrag nS
0o $Srodku w punkcie
II3 = ?S jest okreslony
promieniem rn. Wycho-
dzgc z witasnosci stozko-
wej zarysu kwadryki $
mozna ustali6o, ze pro-
mien rQ jest rowny
odlegtosci ogniska F
od ptaszczyzny x,
Mamy bowiem:
zgodnie z wtasnos$ciag
ogniska i kierownicy
krzywej stopnia drugie-

go:

z podobienstwa tréjka-
tow sV i" i S"N"1"
natomiast:

Rys. 4

Rozpatrzmy tréjkaty prostokatne: A i ASKSKS*
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Na zasadzie réwnoséci (3) wnosimy, ze sa one przystajgce,
gdyz jednocze$nie AgNa = A"N". Wynika stad, ze:

Kat < jest katem, pod ktérym przecinajg sie okregi pa(f i Ng
stanowigce stereograficzne odwzorowanie stozkowych a i n
Kat vy przedstawia rzeczywistg wielkosd kata nachylenia ptasz-
czyzny oc do poziomej ptaszczyzny V . Wynika stgd, ze dla

szczegOlnego potozenia ptaszozyzn a i (3=v rozpatrywane
twierdzenie jest stuszne.

Pozostaje dowies$¢, ze rownosé 4."=4 & zachodzi rowniez
W przypadku ogo6lnego potozenia ptaszczyzn oc i fi

Ta cze$6 dowodu moze hyd przeprowadzona analogicznie jak dla
przypadku, w ktédrym powierzchnia $ jest paraboloidg obrotows.
Nie powtarzajgc w catej rozciggtosci rozwazan zamieszczonych w
cytowanej na wstepie pracy [ij przypomnijmy jedynie pokrétce
droge dowodu. Nalezy rozwazydé krawedz k rozpatrywanych ptasz-

czyzn oc i fi i znalezé jej kat nachylenia do osi kwadryki 1.
Wystarczy w tym celu znalez6 kat nachylenia do ptaszczyzny po-
ziomej V takiej pomocniczej ptaszczyzny x , dla ktérej k

0

Jest linig spadu, tj. ptaszczyzny okres$lonej okregiem ks o
Srednicy PgQg (rys. 5). Nastepnie nalezy dokcnaé obrotu pros-
tej k wraz z przynaleznymi do niej ptaszczyznami oc 1 fi
w wyniku ktérego prosta ta pokryje sie z osig kwadryki $ , a
ptaszczyzny oc i fi zajmg potozenie prostopadite do rzutni
X " .Rozwazajac podobienstwo tréjkatéw 1FS i BsFKg oraz 1FS i
s s s wykazuje sie prostopadtos¢: fi‘i;\?gBA i analogicznie
a' + PéAS, a w konsekwencji réwnos$é e4ce'fi = 4AsPsBs‘ co
oznacza zakornczenie dowodu.
Warto zwro6ci¢ uwage, ze omawiane twierdzenie wazne jest tylko
dla kwadryk obrotowych i ze spetniajg je jedynie wigzki pta-
szczyzn, ktérych $rodkami sa ogniska.

Wistocie bowiem gdyby zatozyé¢, ze rédwniez 1 dla kwadryki
nieobrotowej stereograficzne rzuty stozkowych przekroju dowol-
nymi ptaszczyznami c i fi , Accfi=y nalezgcymi do pewnej
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wigzki (F) sa okregami przecinajacymi sie pod katem y  wow-
czas doszlibySmy do nastepujacej sprzecznos$ci. Po pierwsze
Srodkiem rzutu stereograficznego musiatby by¢ punkt pepkowy
kwadryki < po to aby rzutami poszczegdlnych stozkowych byty
okregi.

Po wtdére pek ptaszczyzn wigzki (F) przechodzacych przez $ro-
dek rzutu stereograficznego S odwzorowuje sie zawsze jako pem
prostych. Proste te winny tworzy¢ z sobg katy rowne rzeczywis-
tym wielkosciom miar katéow dwusciennych utworzonych przez po-
szczeg6lne pary ptaszczyzn. Aby to byto mozliwe 0$ peku - pro-
sta 3F musiataby spetniaé¢ warunek: S? i .6wczas jednak
nie moze zachodzi¢ wiernokatne odwzorowanie katow utworzonych
przez ptaszczyzny tego peku z ptaszczyzng v . Zauwazmy bo-
wiem, ze gé peku ZF nie przebija ptaszczyzny V w S$rodku
okregu n odwzorowujgcego te ptaszczyzne, a co za tym idzie
pek prostych ?,S(«_S» B3 ...) (rys. 0) nie moze by¢ pekiem pro-
stopadtych do okregu ng. Poniewaz jednak w rzeczywistos$ci
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zachodzi prostopadtos$¢ ptaszczyzn o$,/3.+. 6 3F wzgledem
plaszczyznzy V - brak prostopadtos$ci prostych peku (FS) do

okregu n dowodzi, ze twierdzenie nie jest w tym przypadku

S
spetnione.

Analogiczne rozumowanie
wyklucza mozliwos$¢ istnie-
nia $rodka wigzki (F)
ptaszczyzn spetniajgcych
omawiane twierdzenie poza
osig 1. Jezeli natomiast
przyjac¢, ze punkt taki ler
zy na osi kwadryki obroto-
wej jest jednak rézny od
ogniska wowczas dla zacho-
wania katéw pomiedzy ste-
nograficznym odwzorowaniem
ptaszczyzn nalezgcych do
wigzki (F), wzajemnie pro-
stopadtych punkt taki wi-
nien posiada¢ te wtasnos¢,
ze kazde przynalezne do
niego ptaszczyzny oc i @
sprzezone wzgledem kwadry-

ki $ sa wzajemnie prostopadte. W istocie bowiem tylko wtedy,

w stereograficznym odwzorowaniu tych ptaszczyzn - okregi a”,
b~ mogag by¢ do siebie prostopadie (jedynie woOwczas styczne do
stozkowych a2 i b2 przejdg parami przez odpowiednie biegu-
ny ptaszczyzn (3 i o ).

wiadomo jednak, ze punktem o takich wtasnosciach jest tylko
ognisko.

Na zakonczenie wskazmy na mozliwo$¢é pewnego zastosowania
rozwazanego zagadnienia. Przyjmijmy wspétosiowo dowolng sfere
$4; paraboleide obrotomeg G i np. elipsoide obrotowg $ >

Dobierajgc potozenia kwadryk oraz promienie roéwnolez-

M-r3
nikow, ktéorych sSrodkami sg ogniska tych kwadryk mozna ustalic¢

takg ptaszczyzne X, na ktorej rzuty stereograficzne dokonane
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z wierzchotkéw kwadryk -3 bedg miaty nastepujgca wkasnosc:
stozkowe przekroju kwadryk $-(¢3 0 ogniskach F~, Fg, F»
ptaszczyznami rownolegtymi, przechodzacymi odpowiednio przez
ogniska Fj.3 w rzucie stereograficznym na ptaszczyzne X .u-
legaja zjednoczeniu, Ha rys. 7 ilustrujgcym te relacje przy-

ktadowo ptaszczyzna X~ jest plaszczyzng wspolnie styczng do
kwadryk w wierzchodku H.

Wynika stad, ze gdyby rozwazy¢ siatke potudnikéw i rownolez-
nikéw tych powierzchni o jednakowym odstepach katowych - rzuty
stereograficzne takich siatek bydyby zjednoczone.
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Wtasnos$¢ powyzsza pozwala na wzajemne przeksztatcenie roz-
wazanych kwadryk za posSrednictwem ptaszczyzny jc (przeksztat-
cenie rézne od kolineaoji Ssrodkowej) i moze ingerowa¢ w nie-
ktérych zagadnieniach z zakresu kartografii.

Rekopis ztozono w Redakcji 29.4.67 r.

LITERATURA

M Palej M.: O pewnym przypadku wiernokatnego odwzorowania
ptaszczyzn - Zeszyty Nauk. Politechniki Sl. seria Matema-
tyka - Fizyka nr 10 - 1966.

PABHOJTQJI tHOCTh B CTEPEOrPatIPIECKOK UPOEKUHH I11POH3BO0JILHOii
HEJIHHEFIHitTOfi nOBEPXHOCTH BPaE(EHVH 2-nOPRHKa

Pe 3rame

B paé0Te ®0Ka3aHO hto CTepeorpadm”~ecicaa ripoeKnua npon3B0Jit+hcM
noBepxHOCTn BpameHHH 2-ro nopasica na naockoct#4 nepneHHHKyaapHym

ee och ofiaa”aeT cjiejeyromHM cboActbom:

npoeKUHH KpHBbix nepeceneHHa 3Toft noBepxHocTH HByiia npons-
BOJIbHBIMH niOCKOCTaMM HHUHjeHTHHMH C $OKyCOM nOBepXHOCTH 0O0-
pa3yioT yroa, kotopmM paBeH ineilCTBHTeathomy yrjiy Mexxy sthmh

INIJOCKOCTHMH .

OTMeUeHO BO3 MOJKHOCTL HCnOJI b30BaHHH 3TOr0O CBOjftCTBa flJia B3aHMHOrO

npeo¢pa30BaHHH HeJiHHeiSuaTbix noBepxHOCTeii Bpameana 2-ro nops”Ka.
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DIS YHI'IKSLTAEUSIGISNSCIiLiFT DER 0TSRSCGRAPHISCHSI'
PROJEKTION EINER DRSHFLACHE ZWEITER ORDNUNG

Zusammenfassung

Es wurde bewiesen dass die stereographische Projektion einer
beliebigen Drehfldche zweiter Ordnung (die nicht Regelfldche
ist) auf eine normal zur Achse stehende Projektionsebene fol-

gende Eigenschaft besitzt:

die Projektionen der Ochnittkurven dar Drehfldche zweiter
Ordnung mit zwei beliebigen durch einen Brennpunkt gehen-
den Ebenen so einen Winkel bilden, der der wahren Groésse
des Winkels dieser Ebenen immer gleich ist.

Man hat auch darauf hingewiesen dass die erwé&hnte Eigenschaft
solche Umwandlungen der Drehfldche zweiter Ordnung mdglich
macht, die nicht Perspektive Kolllneationen sind.



