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K rz ywą  p r z e s t r z e n n ą  r z ę d u  c z w a r t e g o ,  g a t u n k u  p i e r w s z e g o  b ę d z i e -
Zj.

my n a z y w a l i  k r z y w ą  b i k w a d r a t o w ą  i  o z n a c z a l i  p r z e z  c .
Rz ut em  ś rodkow ym k r z y w e j  b i k w a d r a t o w e j  na  p ł a s z c z y z n ę  j e s t  na 
o g ó ł  k r z y w a  p ł a s k a  c z w a r t e g o  r z ę d u  z dwoma p u n k t a m i  p o d w ó j n y ­

m i .
* A.

W p r z y p a d k u  gdy ś r o d e k  r z u t ó w  j e s t  p u n k t e m  k r z y w e j  c , r z u t  

j e s t  k r z y w ą  p ł a s k ą  r z ę d u  t r z e c i e g o .
J e ż e l i  ś r o d e k  r z u t ó w  j e s t  j e d n y m  z c z t e r e c h  w i e r z c h o ł k ó w ’ p o ­
w i e r z c h n i  s t o ż k o w y c h  n a l e ż ą c y c h  do p ę k u  p o w i e r z c h n i  d r u g i e g o  
s t o p n i a ,  d l a  k t ó r e g o  k r z y w a  b i k w a d r a t o w a  j e s t  k r z y w ą  p o d s t a w o ­
wą ( b a z ą  p ę k u )  t o  j e j  r z u t  j e s t  k r z y w ą  s t o p n i a  d r u g i e g o .

'7 a r t y k u l e  tym podamy k o n s t r u k c j ę  p u n k tó w  p o d w ó j n y c h  r z u t u  
ś r o d k o w e g o  k r z y w e j  b i k w a d r a t o w e j  na p ł a s z c z y z n ę  w o p a r c i u  o
dw ie  n i e z d e g e n e r o w a n e  p o w i e r z c h n i e  d r u g i e g o  s t o p n i a  n a l e ż ą c e

L\.
do p ę k u  p o w i e r z c h n i ,  k t ó r e g o  b a z ą  j e s t  r o z w a ż a n a  k r z y w a  o .

Zauważmy,  że na  d o w o l n e j  p ł a s z c z y ź n i e  oc ( n i e  b ę d ą c e j  ś c i a ­
n ą  c z w o r o ś c i a n u , k t ó r e g o  w i e r z c h o ł k a m i  s ą  w i e r z c h o ł k i  p o w i e r z c h n i  
s t o ż k o w y c h  n a l e ż ą c y c h  do p ę k u  p o w i e r z c h n i ) ,  k t ó r a  p r z e c i n a  
k r z y w ą  b i k w a d r a t o w ą  w c z t e r e c h  p u n k t a c h  r z e c z y w i s t y c h  ABCD, 
i s t n i e j ą  t r z y  t a k i e  p u n k t y  0 i , z k t ó r y c h  r z u c o n a  owa k r z y w a  
na d o w o l n ą  p ł a s z c z y z n ę  ir * oc i  JT ^  0 ^  j e s t  k r z y w ą  p ł a s ­
k ą  c z w a r t e g o  r z ę d u  z dwoma p u n k t a m i  p o d w ó j n y m i  ( r y s .  1 ) .
Owe ś r o d k i  r z u t ó w  0 ^  ( i  = 1 , 2 , 3 )  s ą  p u n k t a m i  p r z e k ą t n y m i  . 
c z w o r o k ą t a  z u p e ł n e g o  ABCD w p i s a n e g o  z r o z w a ż a n ą  k r z y w ą  b i k w a ­

d r a t o w ą .
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W i e r z c h o ł k i  ABCD t e g o  c z w o r o k ą t a  z u p e ł n e g o  s ą  p u n k t a m i  p o d ­
s t aw ow ym i  p ę k u  s t o ż k o w y c h , w k t ó r y c h  p ł a s z c z y z n a  oc p r z e c i n a  
p ę k  p o w i e r z c h n i  d r u g i e g o  s t o p n i a  o k r z y w e j  p o d s t a w o w e j  c ^ .

Z u w a g i  na  t o ,  że w s p ó l n e  b i e g u n o w e  d o w o l n e g o  p u n k t u  0^
( i  = 1 , 2 , 3 )  w z g l ę d e m  s t o ż k o w y c h  p ę k u  p r z e c h o d z ą  p r z e z  dwa p o ­
z o s t a ł e  p u n k t y  0 ^ ,  p u n k t y  t e  s ą  p u n k t a m i  p o d w ó jn y m i  t r z e c h  
z d e g e n e r o w a n y c h  s t o ż k o w y c h  n a l e ż ą c y c h  do p ę k u  s t o ż k o w y c h  p r z e ­
c h o d z ą c y c h  p r z e z  p u n k t y  ABCD.
R z u c a j ą c  n p .  z p u n k t u  0^ k r z y w ą  c ^  na  p ł a s z c z y z n ę  X  
s t w i e r d z a m y ,  że r z u t  o^ t i e g u n o w e j  0 1 p u n k t u  0 1 w z g l ę ­
dem s t o ż k o w y c h  p ę k u  z a w i e r a  dwa p u n k t y  p o d w ó j n e  a'  = b'  i  c ' = D' 
r z u t u  owe j  k r z y w e j .

P o z o s t a ł e  p u n k t y  r z u t u  ( c ^ ) '  s ą  o b r a z a m i  p o j e d y n c z y c h  p u nk tó w  
k r z y w e j  c 4 .

J e ż e l i  j e d e n  s p o ś r ó d  t y c h  t r z e c h  ś r o d k ó w  r z u t ó w  0 ^  ( i  =
» 1 , 2 , 3 )  j e s t  da n y  n p .  0 ^ ,  t o  k o n s t r u k c j a  dwóch p o z o s t a ł y c h  
ś ro d k ó w  0 ^  ( i  = 2 , 3 ) .  s p r o w a d z a  s i ę  do o k r e ś l e n i a  t a k i e j  p ł a ­
s z c z y z n y  cc w i ą z k i  p ł a s z c z y z n  o w i e r z c h o ł k u  , k t ó r a  p r z e -
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c i a n a ł a b y  k r z y w ą  b i k w a d r a t o w ą  w p u n k t a c h  ABGD t w o r z ą c y c h  
c z w o r o k ą t  z u p e ł n y ,  d l a  k t ó r e g o  p u n k t  0^ b y ł h y  je d n y m  z p u n k ­
tów p r z e k ą t n y c h .
P o n i e w a ż  p u n k t  0^ n i e  j e s t  w i e r z c h o ł k i e m  s t o ż k a  n a l e ż ą c e g o  
do p ę k u  p o w i e r z c h n i  d r u g i e g o  s t o p n i a  o b a z i e  c ^ ,  t o  w t e j  
w i ą z c e  p ł a s z c z y z n  i s t n i e j e  t y l k o  j e d n a  t a k a  p ł a s z c z y z n a  oc ,
k t ó r a  s p e ł n i a  n a ł o ż o n e  w a r u n k i .  P ł a s z c z y z n a  t a  o k r e ś l o n a  j e s t  
p r z e z  p u n k t  0^ o r a z  w s p ó l n ą  b i e g u n o w ą  o^ p u n k t u  0^ w z g l ę ­
dem s t o ż k o w y c h ,  w k t ó r y c h  p r z e c i n a  p ę k  p o w i e r z c h n i  d r u g i e g o

4
s t o p n i a  o b a z i e  o .

S t o ż k o w e  t e  t w o r z ą  p ę k  s t o ż k o w y c h ,  k t ó r e g o  p o d s t a w ą  s ą  p u n k ­
t y  ABCD p r z e c i ę c i a  k r z y w e j  b i k w a d r a t o w e j  p ł a s z c z y z n ą  oc =

P r o s t a  o.j p r z e c i n a  k a ż d ą  z t y c h  s t o ż k o w y c h  w p a r z e  p u n k t ó w ,  
b ę d ą c y c h  n a  mocy z n a n e g o  t w i e r d z e n i a  p a r a m i  i n w o l u c y j n y m i  s z e ­
r e g u  i n w o l u c y j n e g o ,  d l a  k t ó r e g o  p r o s t a  o^ j e s t  p o d s t a w ą .  

P u n k t y  p o d w ó j n e  ( z j e d n o c z o n e )  t a k  o t r z y m a n e g o  s z e r e g u  i n w o l u ­
c y j n e g o  n a  p r o s t e j  o^ w r a z  z danym p u n k t e m  0^ s ą  w i e r z ­
c h o ł k a m i  w s p ó l n e g o  t r ó j k ą t a  b i e g u n o w e g o  w z g l ę d e m  p ę k u  s t o ż k o ­
w y c h .

“  ( 0 1 f  o 1 ) .

Ol

’V c e l u  o k r e ś l e n i a  owe j  p r o ­
s t e j  o^ , w y r ó ż n i j m y  z p ę k u  
p o w i e r z c h n i  d r u g i e g o  s t o p n i a  
o k r z y w e j  p o d s t a w o w e j  c ^ ,t

ly znaczmy  z k o l e i  p ł a s z ­
c z y z n y  b i e g u n o w e  <p̂  i  -p 1 
p u n k t u  0^ w zg lę d em  p o w i e ­
r z c h n i  $ 2 1 .

£j£ J e ż e l i  p u n k t  0 1 n i e  j e s t
w i e r z c h o ł k i e m  p o w i e r z c h n i  
s t o ż k o w e j  n a l e ż ą c e j  do r o z w a ­
ż a n e g o  p ę k u  p o w i e r z c h n i  d r u -
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g i e g o  s t o p n i a ,  t o  p ł a s z c z y z n y  

p r o s t e j ,  k t ó r ą  o zn aczm y p r z e z
*1 V . p r z e c i n a j ą  s i ę  w

P ł a s z c z y z n a  w o k r e ­

ś l o n a  p r z e z  dany  p u n k t  
0^ 1 u p r z e d n i o  s k o n ­
s t r u o w a n ą  p r o s t ą  o

O
p o w i e r z c h n i ę  $  
c i n a  w s t o ż k o w e j  
a  p o w i e r z c h n i ę  T Ł wO
s t o ż k o w e j  p ( r y s .  3 ) .

2 ł a t w o ś c i ą  w ykażemy ,  
że p r o s t a  o^ j e s t  
w s p ó l n ą  b i e g u n o w ą  p u n k t u  

w z g lę d e m  s t o ż k o w y c h  
2

1
p r z e -

f 2 ,
2

w z g l ę d e m  p o w i e r z c h n i  

P r o s t a  e 
O

w p r o s t e j

°1
f 2 i  p '
Dowolna  p ł a s z c z y z n a  £ 
p r z e c h o d z ą c a  p r z e z  p u n k t

O
0^ p o w i e r z c h n i ę  $
p r z e c i n a  w s t o ż k o w e j

2
e ,  a p ł a s z c z y z n ę  b i e ­
gunową 

e .

<f^  p u n k t u  0^

na  mocy z n a n e g o  t w i e r d z e n i a  j e s t  b i e g u n o w ą  p u n k t u2
 ̂ w z g l ę d e m  s t o ż k o w e j  e .

Ta sama p ł a s z c z y z n a  £ p o w i e r z c h n i ę  W~ p r z e c i n a  w s t o ż k p w e j

' V z a ś  p ł a s z c z y z n ę  b i e g u n o w ą  
'2.

ip p u n k t u  0 .  w z g lę d e m  p o ­

w i e r z c h n i  w p r o s t e j  e ^ .
P r o s t a  t a  j e s t  b i e g u n o w ą  p u n k t u  
P o n i e w a ż  p r o s t a  o 

wy oh f i  1 f i  puun.uu

0^ w z g l ę d e m  s t o ż k o w e j  e^..
. j e s t  w s p ó l n ą  p r o s t ą  p ł a s z c z y z n  b i e g u n o -
1 *  2p u n k t u  0 .  w z g l ę d e m  p o w i e r z c h n i  $  i

y 2 ,

0^ w z g lę d e m  s t o ż k o w y c h

j e s t  z a r a z e m  w s p ó l n ą  b i e g u n o w ą  p u n k t u
jj2 ,  2f  i  p .

a  w i ę c  p r o s t a
wych f

z a t e m  p ł a s z c z y z n a  o) o k r e ś l o n a  p r z e z  p u n k t  0^ 1 p r o s t ą ,

‘ 1
ku

j e s t  s z u k a n ą  p ł a s z c z y z n ą  cc w i ą z k i  p ł a s z c z y z n  o w i e r z c h o ł - .

1* k t ó r a  k r z y w ą  c p r z e c i n a  w w i e r z c h o ł k a c h  ABGD c z w o -



rok ąta  zu p e łne go  wpisanego  w tę krzywą, dla k t ó r e g o  punkt 0  ̂
j e s t  jednym z punktów przeką tny ch  ( r y s .  3 ) .
P o z o s t a ł e  dwa punkty p rze k ą t n e  l e ż ą  na p r o s t e j  o^.  Punkt  
j e s t  zarazem punktem podwójnym zd egenerowanej  s to ż ko w ej  n a l e ż ą ­
c e j  do pęku stożkowych prze ch odz ących  p rzez  punkty ABCD. Łą­
cząc  punkty AB i  CD z punktem 0^ otrzymujemy szukane b o -
k i  a i  h czworokąta z u p e ł n e g o ,  k t ó r e g o  w ie r z c h o łk a m i  są

2 2punkty ABCD p r z e c i ę c i a  s tożkowych f ‘ i  p , d la  k tó ry c h  
znane s ą  w i e r z c h o ł k i  w spó lne go  t r ó j k ą t a  b iegunow ego .
Boki  t e  są  promien iami  rz u c a j ą c y m i  punkty AB i  CD krzywej  
c 4 na p ł a s z c z y z n ę  X  z punktu 0^.

Konstrukcja punktów podwójnych r z u t u  środkowego . . . __________ 45

Podana k o n s t r u k c j a  punktów podwójnych r z u t u  środkowego k rzy ­
wej h ikwa drato wej  na p ł a s z c z y z n ę  j e s t  rów nież  ważna w przypadku  
gdy dana j e s t  krzywa bikwadratowa z jednym punktem podwójnym 

( r y s .  4 ) .
Trzecim punktem podwójnym r z u t u  środkowego t e j  krzywej j e s t  
r z u t  j e j  punktu podwójnego.
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KOHCTPyKUHfl ÄBOßHHX TOTEK UEHTPüJILHOfi HPOEKUHM 

IIPOCTPAHCTBEHHOß KPKBOt? RETBEPTOrO IiOPHflKA

P e 3 n m e

3  CTaTbe npescTaBJteHO KOHCTpyicniro jtsoiiHferx TO«ieK ueHTpajiBHOfl 
npoeKUHH npocTpaHCTueHHOfi KpHBOft tjeTBepToro nopasKa Ha njio- 
c k o c t b . 3 t o t  Bonpoc pemeHO aa cchobuhkh äbvx noBepxHOCTeft b t o -  
poro n c p a i x a ,  npnHajyie:?camnx n y v x y  noBepxHOCTefl, ocHOnaHneM k o -  
Toporo iiBxaeTca paccMaTpHBaewaH KpwBaa.
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U3ER SINE EC USTRUKTIC fl DER DOPPELPUNKTE DER Z ENTRAIPRO JEKTIO K 
VON RAUMKURVfiN 4 - e r  ORDNUNG

Zusa mtnenf a s sung

Es wurde e i n e  K o n s t r u k t io p  der  Doppelpunkte  der Raurakurve 4 - e r  
Ordnung i n  Z e n t r a l p r o j e k t i o n  erwogen.
Die K o n s t r u k t io n  i s t  mit  H i l f e  z w e ie r  F lä ch en  2 - e r  Ordnung 
a u s g e f ü h r t ,  d ie  zu e inem F l ä c h e n h ü g e l  mit b e t r a c h t e t e r  Raum­
kurve a l s  B ü g e l b a s i s  g e h ö re n .


