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KONSTRUKCJA PUNKTOW PODWOINYCH RZUTU SRODKOY/EGO
KRZYWEJ PRZESTRZENNEJ RZIJDU CZWARTEGO
GATUNKU PIERWSZEGO

Krzywa przestrzenng rzedu czwartego, gatunku pierwszego bedzie-
my nazywali krzywag bikwadratowg i oznaczali przez ch'.

Rzutem S$rodkowym krzywej bikwadratowej na ptaszczyzne jest na
0g6t krzywa ptaska czwartego rzedu z dwoma punktami podwdjny-
mi. . A

W przypadku gdy Srodek rzutéw jest punktem krzywej c¢ , rzut
jest krzywa ptaskag rzedu trzeciego.

Jezeli Srodek rzutow jest jednym z czterech wierzchotkéw’ po-
wierzchni stozkowych nalezgcych do peku powierzchni drugiego
stopnia, dla ktorego krzywa bikwadratowa jest krzywag podstawo-
wg (bazg peku) to jej rzut jest krzywag stopnia drugiego.

'7 artykule tym podamy konstrukcje punktow podwdjnych rzutu
srodkowego krzywej bikwadratowej na ptaszczyzne w oparciu o
dwie niezdegenerowane powierzchnie drugiego stopnia nalezqc“e
do peku powierzchni, ktérego bazg jest rozwazana krzywa o

Zauwazmy, ze na dowolnej ptaszczyznie oc (nie bedacej S$cia-
ng czworo$cianu,ktéorego wierzchotkami sg wierzchotki powierzchni
stozkowych nalezacych do peku powierzchni), ktéra przecina
krzywa bikwadratowg w czterech punktach rzeczywistych ABCD,
istniejg trzy takie punkty Oi, z ktorych rzucona owa krzywa
na dowolng ptaszczyzne ir * oc i JT ~ 0N jest krzywa ptas-
ka czwartego rzedu z dwoma punktami podwdjnymi (rys. 1).

Owe S$rodki rzutéow 0~ (i = 1,2,3) sa punktami przekatnymi
czworokata zupetnego ABCD wpisanego z rozwazang krzywag bikwa-

dratowg.
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Wierzchotki ABCD tego czworokata zupetnego sg punktami pod-
stawowymi peku stozkowych, w ktorych ptaszczyzna oc przecina
pek powierzchni drugiego stopnia o krzywej podstawowej c”.

Z uwagi na to, ze wspoOlne biegunowe dowolnego punktu 07
(i = 1,2,3) wzgledem stozkowych peku przechodzg przez dwa po-
zostate punkty 07, punkty te sa punktami podwdjnymi trzech
zdegenerowanych stozkowych nalezgcych do peku stozkowych prze-
chodzgcych przez punkty ABCD.
Rzucajgc np. z punktu 0~ Kkrzywg c” na ptaszczyzne X
stwierdzamy, ze rzut o tiegunowej 01 punktu 01 wzgle-
dem stozkowych peku zawiera dwa punkty podwéjne a = b i c'= D
rzutu owej krzywej.
Pozostate punkty rzutu (c™)' sa obrazami pojedynczych punktéw
krzywej c4.

Jezeli jeden sposérod tych trzech S$rodkéw rzutow 0~ (i =
» 1,2,3) jest dany np. 07, to konstrukcja dwéch pozostatych
srodké6w 0" (i = 2,3). sprowadza sie do okreSlenia takiej pta-

szczyzny cc wigzki ptaszczyzn o wierzchotku , ktéra prze-
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cianataby krzywag bikwadratowag w punktach ABGD tworzgcych
czworokat zupetny, dla ktérego punkt 0" bythy jednym z punk-
tow przekagtnych.
Poniewaz punkt 0 nie jest wierzchotkiem stozka nalezgcego
do peku powierzchni drugiego stopnia o bazie ¢, to w tej
wigzce ptaszczyzn istnieje tylko jedna taka ptaszczyzna oc
ktéra spetnia natozone warunki. Ptaszczyzna ta okre$lona jest
przez punkt 0" oraz wspdlng biegunowg o” punktu 0" wzgle-
dem stozkowych, w Izt(’)rych przecina pek powierzchni drugiego
stopnia o bazie o
Stozkowe te tworzg pek stozkowych, ktdrego podstawag sa punk-
ty ABCD przeciecia krzywej bikwadratowej ptaszczyzng oc =
(01f o1).
Prosta oj przecina kazda z tych stozkowych w parze punktow,
bedacych na mocy znanego twierdzenia parami inwolucyjnymi sze-
regu inwolucyjnego, dla ktorego prosta o" jest podstawsg.
Punkty podwojne (zjednoczone) tak otrzymanego szeregu inwolu-
cyjnego na prostej o~ wraz z danym punktem 0" sg wierz-
chotkami wspdlnego tréojkata biegunowego wzgledem peku stozko-
wych.
'V celu okre$lenia owej pro-
stej o*, wyrdéznijmy z peku
al powierzchni drugiego stopnia
0 krzywej podstawowej c”y

lyznaczmy z kolei ptasz-

czyzny biegunowe i p1l
punktu 0~ wzgledem powie-
rzchni $21

£jf Jezeli punkt 01 nie jest

wierzchotkiem powierzchni
stozkowej nalezgcej do rozwa-
zanego peku powierzchni dru-
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giego stopnia, to ptaszczyzny V. przecinajag sie w

*

prostej, ktérg oznaczmy przez !
Ptaszczyzna w okre-
Slona przez dany punkt
0~ 1 uprzednio skon-
struowanag prost% 0,
powierzchnie $ prze-
cina w stozkowej f2,
a powierzchng T w
stozkowej p (rys. 3).

2 tatwosciag wykazemy,

ze prosta oM jest
wspolng biegunowg punktu
o1 wzgledem stozkowych
f2 i p2
Dowolna ptaszczyzna £
przechodzgca przez pE)nkt
0~ powierzchnie  $
przecina w stozkowej
e , a ptaszczyzne bie-
gunowg £ punktu O

wzgledem powierzchni W prostej e.

Prosta e nha mocy znanego twierdzenia jest biegunowg punktu

O wzgledem stozkowej e

Ta sama ptaszczyzna £ powierzchnie W~ przecina w stozkpwej

v zas$ p’raszl(zzzyzne biegunowg ip punktu 0. wzgledem po-

wierzchni " W prostej e”.

Prosta ta jest biegunowa punktu 0" wzgledem stozkowej e".

Poniewaz prosta o. jest wspdlng prostg ptaszczyzn bieguno-

wy oh fi 1 fi 1BHLEH<.@U 0. wzgledem powierzchni %2 i
Yy 2, a wiec prosta jest zarazem wspo6lnag biegunowga punktu

0~ wzgledem stozkowwch Fz i p2.
zatem plaszczyzna o) okre$lona przez punkt O" 1 prosta,
jest szukang ptaszczyzng cc wigzki ptaszczyzn o wierzchot-.

ku

1* ktora krzywag c przecina w wierzchotkach ABGD czwo-
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rokgta zupetnego wpisanego w te krzywg, dla ktérego punkt O~
jest jednym z punktéow przekatnych (rys. 3).

Pozostate dwa punkty przekatne lezg na prostej o”. Punkt

jest zarazem punktem podwoOjnym zdegenerowanej stozkowej nalezg-
cej do peku stozkowych przechodzgcych przez punkty ABCD. ta-
czac punkty AB i CD 1z punktem 0~ otrzymujemy szukane bo-
ki a i h czworokata zupeitnego, ktérego wierzchotkami sg
punkty ABCD przeciecia stozkowych f% i p°, dla ktérych
znane sg wierzchotki wspdélnego trojkata biegunowego.

Boki te sg promieniami rzucajacymi punkty AB i CD krzywej
¢4 na ptaszczyzne X z punktu 0~.

Podana konstrukcja punktéw podwdjnych rzutu S$rodkowego Krzy-
wej hikwadratowej na ptaszczyzne jest rowniez wazna w przypadku
gdy dana jest krzywa bikwadratowa z jednym punktem podwoOjnym
(rys. 4).

Trzecim punktem podwéjnym rzutu S$rodkowego tej krzywej jest
rzut jej punktu podwojnego.



46 Stanistaw Oohonskl

LITERATURA

M Hilbert D.13» Cohn —Vossen# i Geometria pogladowa - '¢arsza-

w§ 1956 r.

[2] Lewenberg A#: Geometria rzutowa tworéw pierwiastkowych -
Pf-wa 1902 r.

[3] Plamltzer A.: Geometria rzutowa uktadéw ptaskich i- powierz-
chni drugiego stopnia. -"Warszawa 1938 r.

[4] Otto E.: Geometria wykre$lna - .arszawa 1954 r.

Ochonski St.: Konstrukcja punktéw przeciecia dwoch stozko-
wych. Zeszyty Naukowe Politechniki Slaskiej, Mate matyka-Fi-
zyka Z. 10, Gliwice 1966 r.

KOHCTPyKUHfl ABORHHX TOTEK UEHTP{JILHOfi HPOEKUHM
IIPOCTPAHCTBEHHOR KPKBOt? RETBEPTOrO IiOPHfIKA

Pe 3n me

3 CTaTbe npescTaBJteHO KOHCTpyicniro jtsoiiHferx TO«ieK ueHTpajiBHOfI
npoeKUHH npocTpaHCTueHHOfi KpHBOft tjeTBepToro nopasKa Ha njio-
ckocth. 3tot Bonpoc pemeHO aa cchobuhkh &bvx noBepxHOCTeft bto-
poro ncpaixa, npnHajyie:?camnx nyvxy noBepxHOCTefl, ocHOnaHneM ko-
Toporo iiBxaeTca paccMaTpHBaewaH KpwBaa.
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U3ER SINE ECUSTRUKTICfl DER DOPPELPUNKTE DER ZENTRAIPROJEKTIOK
VON RAUMKURVAIN 4-er ORDNUNG

Zusamtnenfassung

Es wurde eine Konstruktiop der Doppelpunkte der Raurakurve 4-er
Ordnung in Zentralprojektion erwogen.

Die Konstruktion ist mit Hilfe zweier Flachen 2-er Ordnung
ausgefuhrt, die zu einem Flachenhigel mit betrachteter Raum-
kurve als Bigelbasis gehéren.



