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ZASTOSOWANIE FUNKCJI AUTOKORELACJI 
DO KOMPARACJI AMPLITUD SYGNAŁÓW SINUSOIDALNYCH 
O KROTNYCH CZĘSTOTLIWOŚCIACH

Streszczenie. W artykule przedstawiono ocenę możliwości zastosowania funkcji au 
tokorelacji do komparacji am plitud sygnałów sinusoidalnych o krotnych częstotliw o
ściach. Przeanalizowano wpływ wybranych parametrów związanych z torem wielkości 
mierzonej i z  zastosowanym  algorytm em  num erycznego całkowania na błąd komparacji.

USE OF AUTOCORRELATION FUNCTION FOR COMPARISON 
OF MULTIPLE FREQUENCY SINUSOIDAL SIGNAL AMPLITUDES

Sum m ary. The paper presents the possibility o f  using autocorrelation function for 
com parison o f  multiple frequencies am plitudes o f  sinusoidal signals. The influence of the 
selected parameters connected with the measuring quantity channel and the applied nu
merical integration algorithm on the com parison error is analysed.

1. W PROW ADZENIE

Przy opracowywaniu nowych m etod diagnostycznych izolacji elektrycznej konieczne jest 
dysponowanie narzędziem  pomiarowym umożliwiającym  pom iar składowych impedancji 
(w celu określenia np. względnej przenikalności elektrycznej s r lub współczynnika strat die

lektrycznych t g S ) w  dostatecznie szerokim zakresie częstotliwości [4, 5]. W  tym  celu można 

w ykorzystać zarówno układy aktywnych, równonapięciowych komparatorów, jak  
i odpowiednio zaadaptowane klasyczne układy mostkowe [3 ,4 , 5, 6].

W pracy [6] przeanalizowano dwuźródłowy mostek, przedstawiony na rys. 1, zasilany na
pięciami ex (t) = \Ex \sm (2 tfx t)  i eN(t) = \EN\ sin(2^/'A,t) o jednakow ych amplitudach:

\EX\ = |E ;V| , lecz o krotnych częstotliwościach f x , ,  tj. częstotliwościach spełniających

relację: —^  =  (A: )* , gdzie k  = 1 ,2 ,3  M ożna pokazać, że w  przypadku zastosowania na-
/ a
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pięciow ego w skaźnika zera W Z o impedancji wewnętrznej spełniającej warunek: 
\z w z ( f x >/ v ) |  —> 00 - uzyskuje się równanie równowagi U wz = 0 następującej postaci:

Rys. 1. Schemat ideowy analizowanego dwuźródłowego mostka 
Fig. 1. Schematic diagram of analysed two-source bridge

Z 2 Zwz ZąZ\vz

z x z 2 + ( z x + z 2i z Wz +  Z nZ ą
ZN + z 4

z Nz 4 + { z N + z A z w z+ - £ £ %

( la )

Z X + Z 2 J

f x fN

gdzie lewa strona rów nania ( la )  je s t funkcją częstotliw ości f x  , a prawa strona - częstotliwo

ści f f j . Stąd po przekształceniach:

Z x ( / x ) = ^ r f \ z N( f N) ,
ZąU n )

a w tedy błąd częstotliw ościow y pom iaru im pedancji Z y jest równy [5, 6]:

h x ( f x ) = ^z2 ( f x ) •

Dla przykładow ego m ostka [6] o w artościach im pedancji (por.rys.l):

1 +tg8x ),

( lb )

(2)

Z x ( f x )  ~  R X  +
m x Cx  J W x C x

Z N{ f N) = RN +  - J -  = (1 + tgSN) ,
J £ 7 l f N L N  j 2 7 T f N C N

Z2(fx ) = R2, Z 4( f N) = R4 ,



Zastosowanie funkcji autokorelacji 149

równania równowagi ( lb )  dla pomiaru składowych (Rx ; Cx ) lub (Cx \tgSx ) impedancji 

Zx (fx ) opisują następujące zależności:
- dla pom iaru składowych (Rx ; Cx ) :

(3a)

i

Cx = ^ ± .J jL .C N , (3b)
R 2 f x

- dla pom iaru składowych (Cx ; tgdx ):

c  I k . J j L . c N (4a)
Ri f x

i
tgSx  = 2 rfx Rx Cx  = 2nfNRNCN . (4b)

W ówczas błędy częstotliwościowe SRx ( f x ) i SCx ( f x ) pomiaru składowych (Rx ;Cx ) są

sobie równe i wynoszą:

8rx (f x ) = $cx ( f x ) = R̂j ( f x ) > (3a)

natomiast przy pomiarze składowych (Cx ; tgSx ):

^cx ( f x ) = Sr2 ( f x ) > (ba)

S,gsx {fx)  = 0 ■ (6b)

O bowiązywanie zależności (6b) oznacza, że zastosowanie przykładowego mostka RC  
o ogólnym  schem acie przedstawionym  na rys.l do pomiaru współczynnika strat dielektrycz
nych tgSx przy dowolnej częstotliwości f x  umożliwia pom iar tgSx z zerowym błędem czę

stotliwościowym S1gSx ( f x ) = 0 i z niepew nością ( f x ) = 0 rów ną wprost niepew ności

±  S‘SSN ( f N) zastosowanego wzorca impedancji Z N (por. wzór (4b)):

± <■\gSx (fx  ) = ± t̂gSll (/w ) •

Stanowiło to przesłankę do opracowania optymalnej metody porównywania (komparacji) am 
plitud sygnałów sinusoidalnych, oznaczonych dla uproszczenia w dalszym ciągu w pracy 
w  gólny sposób: wx (t) oraz wN(t) , przy czym (por. rys. 1 ):
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wx(0 = «z2(0 (7a)
i

wN(t) = uZ i( t ) .  (7b)

2. POD STA W OW E ZALEŻNOŚCI

W  pracy [9] dokonano przeglądu m ożliw ych do zastosow ania m etod kom paracji amplitud 
sygnałów  sinusoidalnych wx (t)  oraz wN (i) o krotnych częstotliwościach. Jednym  z wniosków 

z tej pracy, a także z analiz zaw artych w  pracach [1, 2, 7], je s t możliwość zastosow ania do
tego celu funkcji autokorelacji sygnałów  Wx(t) oraz wN(t) zdefiniowanych następująco [7 ,9 ]:

ti+Ty
r x (tx ) = —  \wx  (!)wx  ( ' +Tx  )dt 

T*  ,

( 8)
J ti + t n

r n ( ? n ) = —  \ w N ( t ) w N ( t  + r N ) d t , 
t n  j

gdzie: wx (t) =  \WmX\sm(ć2x t +  cpx ) i w N{t) = \lVmN\ń n ( i ls t + ę N) . Po w ykonaniu zaznaczo

nych działań otrzym uje się odpowiednio:

W 2
r x (tx )  =  —ip C O s fĄ - r * )  (9a)

i
Rż2

RN{rN) =  ̂ c o s { i 2 NTN) .  (9b)

Doprowadzenie do równowagi m ostka o schem acie w g rys. 1 je s t równoznaczne ze
stw ierdzeniem  równości am plitud |(TmV| = |lT,„v| analizowanych sygnałów wA{t) oraz wN(t),

przy czym  równość ta pozostaje słuszna także dla kwadratów  amplitud \WmX\ i \WmN \ , tzn. 

dla:
Wlx = W lN . (lOa)

W tedy to z równości (lOa) w ynika równość stron wzorów (9a) i (9b) przekształconych 
w następujący sposób:
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Ostatecznie, równow agę | m ostka w g rys.l m ożna stwierdzić sprawdzając

obowiązywanie równości:

forfar) = Rn(?n)  ̂ (na)
cos {O x tx ) cos (O n tn ) 

k tó rą m ożna jeszcze uprościć, doprowadzając do postaci:

R x (rx ) = Rn (tn ) > (H b )
co w ystępuje dla:

c o s ^ ^ r ^ )  = c o s ^ ^ r ^ )  lub ^Z- = ^dL. (H e)
Tx  Tn

* ■ Z" V JU
N ależy podkreślić, że wartości stosunków i —— nie m ogą być dobierane w sposób do-

Tx  Tn

wolny; w  szczególności nie m ogą one przyjm ować wartości, dla których:

cos(£2x tx )  =  cos(£2n tn ) =  0 ,  czyli dla: —  = —  *  + = 1,2,3,.......
Tx  Tn  4

Z praktycznego punktu w idzenia korzystne je st przyjm owanie niewielkich wartości stosunków,
T T i 1 1 1 ]

np. —̂  = —— = -j — - co ma wpływ m.in. na szybkość obliczeń wartości funkcji auto- 
Tx  Tn [12 8 6J

korelacji: Rx (t x) I Rn (tx ) . Ostatecznie, z zależności (1 lb ) wynika możliwość stwierdzenia 

stanu równowagi mostka: \WmX\ =|W)„,v| - na podstawie obowiązywania równości odpowied

nich całek:

j  >i +  TX j  <i+ T N X

—  \ wx i t ) w x { t+ z x )d t =  —  \w N {t)w N (t+ T N )d t ( 12)

T*  i  T" >

. . r r  t n 2n +  \
§dzie: -ż~  = —  * — — ,n  = 1,2,3,......

1 X  J N  4

W  przypadku braku stanu równowagi mostka z rys. 1 - należy odpowiednio zmienić na
stawę im pedancji {Z*, Zv } um ieszczonych w torze wielkości wzorcowej (odniesienia), a po 
tem  ponownie sprawdzić relację (12). Sam proces równoważenia m ostka może być szybki, 
zw łaszcza że wyznaczenie całek w ystępujących w  relacji (12) na drodze numerycznej nie je s t 
uciążliwe i m oże być w ykonane za pom ocą standardowych algorytmów numerycznych realizu
jących np. m etodę prostokątów, m etodę trapezów lub metodę Simpsona [8],

N a zakończenie osobnego ustosunkowania wym aga kwestia oszacowania błędu 8„ nu

m erycznego wyznaczania wartości funkcji autokorelacji: Rx (rx ) i Rn (tn ) .  Odpowiednie 

oszacowanie wartości błędu SN w  zależności od liczby N  pobranych próbek przedstawiono w 

tablicy 1 [9].



Tablica 1
Przykładowe wartości błędu Sn 

numerycznego wyznaczania wartości funkcji autokorelacji Rx ( j x ) i Rn (tn ) 
w zależności od liczby N  pobranych próbek
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N azw a m etody
Sn = f(N ) %

N =  10 N =  100 N =  1000 N =  10000

M etoda prostokątów  

M etoda trapezów 0,044
0,051

M etoda Sim psona 0,051

W artość tego błędu dla liczby 10 < A  < 10000  pobranych próbek je st rzędu 0,05% , co 
oznacza, że praktycznie błąd SN num erycznego w yznaczania w artości funkcji autokorelacji 

m ożna w  dalszych rozw ażaniach pominąć.

3. W PŁYW  ZA W A RTO ŚCI H ARM ONICZNYCH W TORZE W IELKOŚCI
M IERZONEJ W x (T) N A  BŁĄD KOM PARACJI SYGNAŁÓW  W X(T) I W N(T)

Zakłada się, że w  torze w ielkości mierzonej m ostka o im pedancjach { Z x , Z2 } (por. 

rys. 1), czyli w  sygnale sinusoidalnym  wx (t) = (t)  w ystępują harm oniczne postaci:

A(t) =  \Ak\sm {ki2x t + cpk) , gdzie sym bolam i |ą |,< Ą  oznaczono am plitudę i kąt fazowy k-tej 

harm onicznej ( k >  2 ).

Pojaw ienie się harm onicznych w torze w ielkości mierzonej w x  powoduje obowiązywa

nie w g wzoru (1 lb )  nowej relacji:

Rx ( Tx ) = r n ( t n )  > (13a)
gdzie:

J >i+ T X  J ' ¡ + T X

Rx <Jx) = —  \ wx  (0 w x  0  +Tx  )d t + —  U  (t)A (t +rx  )d t =
Tx  Tx  (

2 2 

=  ^ L Cos(i2x Tx ) + ̂ - c o s ( i2 x Tx );k  > 2 , ^ -  =  ^ *  =  U , 3 ..........

Z Z l x  I N 4
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W ynika stąd błąd komparacji amplitud i |WmN | zdefiniowany następująco:

N  =
Rx ( J x ) - Rx(*x)

Rx (S x )
•100% =

Ak cos(ki2x Tx )

wmX cos(k n x Tx  )
100% . (13b)

Podstawiając następnie do wzoru (13b): |Ak| = , gdzie: 0 < a  < 1, k > 2  - po prze

kształceniach m ożna zapisać:

cos (kć2x r x )
co&(£2x zx  )

■100% = a"

cos(2/z&-^-)

c o s (2 /r - ^ )
100%. (13c)

T X  _  * N  . 2 / 7  +  1 
 = ----- ^ ------------,77 =  1 ,2 ,3 ,....
Tx TN - A

W artość błędu 1^1 może osiągać wartości: = min lubjó^l = max dla wartości sto-

T T 2w “I- 1
sunków —  = —  + - — — ,7 7  = 1,2,3,.... będących rozwiązaniem  równania danego w ogólnej 

Rx  Tn 4
postaci:

(13d)

cos(2 7ik— )
d Tx

d & h cos(27T— )
Tx Tx

gdzie: & > 2 . W dalszym ciągu oszacowano wartości błędu komparacji \5  K | amplitud \Wr 

i \WmN\ dla 2 i 3 harmonicznej:

m X  I

•  k=2

W "
2 cos (22vr ^ ) - l

cos(£2x tx )
■ 100% = a  • 2 c o s ( 2 2 ^ r j / )  -

1
100%, (14a)

k=3

\Sk \=<
4 cos (f2x r x ) -  3 cos(C2X rx )

cos(f2x zx )

cos(.Qx tx )

• 100% = a2 ■ U cos2 (O x vx  ) -  3| • 100% , (14b)

gdzie:
tx  _  tn 2/7 + 1

Tx  Tn
,7 7  = 1,2,3,....
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Przykładowo, w tablicy 2 zam ieszczono postacie funkcyjne błędu komparacji am pli

tud \W J [  i |WmN| dla 2 i 3 harmonicznej przy wartości stosunków w ybranych ze
Tx  Tn

zbioru i — , —, —i .
[12 8 6 J

Tablica 2
Postacie funkcyjne błędu kom paracji |b'A | am plitud \W„x\ ' |WmN|

dla 2 i 3 harm onicznej przy niektórych wartościach stosunków — -  = —
Tx Tn

Błąd
kompa

racji

K I

Numer
harmo
nicznej

k

T x  _ t n  _  1 
Tx  Tn  12

Tx  _  t n  _  1
Tx  Tn  8

Tx  Tn  1

Tx  Tn 6

2
| ^ | =  V 3 - ^  a 2 -100% «

* 0 ,5 7 a 2 -100%

0 \SK\ =  a 2 -100%

3 0 \SK\ =  a 1 -100% |Ąę| = 2 a 2 -100%

A
Oznaczenia: 0 < a =  — -— < 1 - zawartość k-tej harmonicznej

W ynika stąd, że dla zawartości 2 i 3 harmonicznej sygnału wx (t) =  uz  (t)  - rzędu 

¿ 7 * 0 - 0 , 2 0  w artość błędu kom paracji \SK| zdefiniowanego wzorem  (13b) je s t 

w przybliżeniu w prost proporcjonalna do kwadratu wartości tego współczynnika. Ponadto 
wartość błędu kom paracji 1^1 = 0 dla 2 harmonicznej sygnału przy w artościach stosunków

^  = —, a dla 3 harmonicznej sygnału dla = —K = — . Otrzym any wynik pozwala
Tx  Tn  8 Tx  Tn  12

zatem  na praktyczne w yelim inow anie w pływu 2 harm onicznej na w ynik komparacji sygnałów 
w.y(0  i u>v(0 .

4. W NIOSKI I UW AGI KOŃCOW E

Podstaw ow ym  w nioskiem  z przeprow adzonej w niniejszej pracy analizy je st m ożliwość 
zastosow ania funkcji autokorelacji Rx (rx ) i Rn {tn ) do komparacji am plitud |lTmV|

i \>VmN\ sygnałów sinusoidalnych:

wx ( t)  = K mx |sin( ^ i + <Px) i ww ( 0 H ^ v | sinŃ V  + ?N )
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o krotnych częstotliwościach -  przy praktycznym  uniezależnieniu się od wartości kątów fazo
wych ę x  i <pN porównywanych sygnałów (por. wzory (9a) - (% )). Dla zawartości Cl najbliż

szej parzystej ( k  = 2 )  i nieparzystej ( k  = 3 )  harmonicznej sygnału wx (t)  = u7 (t) - wartość 

błędu komparacji \SK-| je s t w przybliżeniu wprost proporcjonalna do kwadratu wartości tego 

współczynnika, tzn. «  a 2 . W ystępująca natom iast zależność błędu komparacji \SK | od

wartości stosunku ^  wykazuje istnienie określonych ekstremów (maksimów i mini-
Tx Tn

mów), w yznaczonych w  ogólnej postaci z zależności (13d). Interesujące z metrologicznego 

punktu w idzenia wartości stosunków = —  odpowiadające minimum, czyli relacji \SK | = 0

- są  inne dla parzystych ( i =  2 ) ,  a inne dla nieparzystych ( i =  3 ) harmonicznych (por. tabli
ca 2).
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son o f  the am plitudes \lVmX\ and \WmN\ o f  two sinusoidal signals wx {t) =  ^VmX\sm {i2x t + (px ) 

and wN(t) =  ^VmN\sm(£2Nt+ (p N) o f  m ultiple frequencies that is the frequencies for w hich the 

C2 T f
follow ing relation —— = —— = =  (&)*' is true, w here k =  1,2,3 The suitable amplitude

Tx  f u

balance equation =|^mAr| Rx ( Tx )  = r n (tn ) > when

,n  =  1,2,3,.— can be further used when m aking wide-band dielectric meas-
Tn 4

urem ents in the tw o-source bridge circuit shown in F ig .l. The influence o f  the harm onics

content a = J  ^  , w here A(t) = \Ak\sm (kf2x t + ę k) and o f  the ratio —  = —  on the com- 
r m x  \ Tx  tn

parison error \SK | is analysed.
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