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CHARAKTERYSTYKI CZĘSTOTLIWOŚCIOWE 
INTERWAŁOWYCH UKŁADÓW LINIOWYCH

Streszczenie. W  pracy rozpatrzono zagadnienie oszacowania charakterystyki częstotli
wościowej transm itancji wymiernej z niepewnością, której licznik i m ianow nik są w ielo
m ianam i interwałowymi. W  oparciu o układ liniowych równań interwałowych, rodzinę 
w ielom ianów  Charitonowa oraz algorytm dzielenia prostokątnych interw ałów  zespolo
nych możliwe jest oszacowanie obwiedni charakterystyki częstotliwościowej. W pracy 
przedstawiono wyniki numeryczne celem ilustracji przedstaw ionych m etod i porów nania 
ich własności.

FREQUENCY RESPONSES OF LINEAR INTERVAL SYSTEMS

S um m ary . This paper deals w ith the problem o f  evaluation the frequency response o f  an 
uncertain rational transfer function whose num erator and denom inator are interval 
polynomials. Using a system o f  linear interval equations, Kharitonov polynom ials family 
and com plex rectangular interval division it’s possible to  evaluate the envelopes o f  the 
frequency response. Num erical studies are reported in order to illustrate and com pare 
results obtained by applying presented approaches..

1. W PROW ADZENIE

Analiza właściwości układu stanowi w ażny aspekt procesu jego  projektowania. 
Charakterystyki opisujące układ m ogą się zmieniać pod  w pływ em  zm ian środowiska, zm ian 
warunków  pracy, a także w skutek tolerancji w ykonania użytych elem entów  podzespołów . 
W ynika stąd, że bardziej realistyczny opis układu m ożna uzyskać, jeśli w jego  m odelu 
m atem atycznym  będzie uwzględniona niepewność. A naliza w łaściw ości układu z n ie
pew nością zw iązana z określeniem  zmian w łasności obw odu lub układu w yw ołanych 
zm ianam i niektórych jego  param etrów  ma duże znaczenie w  praktyce inżynierskiej. 
N iepewność param etrów  obwodu może być opisana na różne sposoby. W  pracy niepew ność 
param etrów  oznacza, że ich wartości należą do pew nych zadanych przedziałów , które 
m odelują czynniki wpływające na te parametry.

W ystarczającą inform ację o właściwościach układu liniowego uzyskuje się rozpatrując 
jego  charakterystykę częstotliwościową. Obliczanie charakterystyki częstotliwościowej układu
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o niepewnej transm itancji odgrywa podstaw ow ą rolę w analizie i projektow aniu układów 
odpornych (krzepkich) w  dziedzinie częstotliwości. Tem atyka ta skupiła wiele uwagi w 
ostatnich latach. Pojawiło się w iele m etod i algorytm ów wyznaczania charakterystyk 
częstotliw ościow ych układów o niepew nych param etrach, np. [ 1 ] -  [16].

W  pracy rozpatryw ane będą układy liniowe ciągłe, których w łaściwości są  opisane przez 
interwałowe transm itancje operatorowe postaci:

gdzie w spółczynniki w ielom ianów  licznika i m ianow nika nie są znane dokładnie, ale należą 
do zadanych przedziałów

K (o ) N Ŝ) a 0 + ‘3 l-y + --- + ams ( ! )
D (s ) b0 + b is  + ---b„sn

v licznika i m ianow nika nie

a t e  [ą t , a , \ , a i < a i ,  i = 0 , • • •, m, 

b j  e  [ b j , b j ] ,  b j  < b j ,  j  = 0, — ,n.

Zagadnieniem  o podstaw owym  znaczeniu jest możliwość określenia obwiedni 
charakterystyk m odułu i fazy transm itancji widmowej K(jco) odpowiadającej tej rodzinie 
transm itancji.

Na przykład, dla układu opisanego transm itancją operatorow ą

K ( s )  = —z— —------- , (3)
s  + J3s + a

je ś li a  = [a,  a ]  >  0 oraz J3 = [/3, j3]> 0 ,  to dla .s = jco o trzym uje się następujące 

oszacow anie rodziny transm itancji w idm ow ych

K  {jco) ę  — = — -------- - . (4)
[a , a ] - c o  +jco[fi , /3]

W idać, że estym acja zm ian K(jco) dla ustalonej częstotliwości w ym aga wyznaczenia 
pewnego obszaru na płaszczyźnie zm iennej zespolonej. Prowadzi to do skom plikowanego 
zadania obliczania zakresu w artości funkcji w ielu zm iennych (a  i p w tym  przykładzie).

Graniczne w artości charakterystyk m odułu i fazy transm itancji widmowej układów 
liniowych m ają  prostą  interpretację geom etryczną: reprezentują one obwiednie charakterystyk 
N yąuista tych układów.

W  pracy przedstaw ione zostanie wykorzystanie metod analizy interwałowej do określenia 
obwiedni charakterystyk w idm ow ych na płaszczyźnie zmiennej zespolonej. Porównane 
zostaną dwie m etody wyznaczania obwiedni tych charakterystyk oparte na liniowych 
równaniach interwałow ych oraz interwałowych w ielom ianach Charitonowa.

2. CHARA K TERY STY K I W IDM OW E A LINIOW E RÓW NANIA INTERW AŁOW E

N iech G(s) oznacza odwrotność transm itancji operatorowej K(s). Oznaczając sygnał na 
wejściu przez x(jco), a sygnał na w yjściu przez y(jw) relację wejście-w yjście dla liniowego 
układu ciągłego, m ożna zapisać następująco:

x ,(co) + jx 2 (có) =  (Re{G(y<y)}+ j  Im{GOYn)}Xy,(co) + j y 2 (co) ) , (5)
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gdzie:
* ,(« )  = Re{*0'<u)}, x2 (co) = J m { x { j a ) \  

a y x(co) =  Re{y(_/<w)}, y 2(co) =  Re{j(y©)}.

Przyjmując x,(o))= l, x 2(cd)=0 (sinusoidalny sygnał wejściowy x(t) = cos(cot)), m ożna 
przepisać zależność (5) jako  układ dwóch równań liniowych:

( 6)"Re {GO«)} -  Jm{G(ja>)} y\(a ) T
Jm{G(ja>)} Re{GO«)}_ _y2(a>) 0

Założenie, że współczynniki transm itancji K(s) m ogą przyjm ować wartości należące do 
zadanych przedziałów  (2 ), powoduje zm iany elem entów m acierzy współczynników układu (6 ). 
Zatem  dla ustalonej częstotliwości otrzym uje się układ równań postaci:

~[a,b] - [ c , d ] Tl V

[c, d] [a,b]_ y i . 0
(7)

W  tym  równaniu zakresy wartości Re{G(jo))} i Im{G(ja))} są reprezentowane 
odpowiednio przez interwały [a, b] i [c, d].

Równanie (7) tworzy układ liniowych równań interwałowych. Można go oznaczyć 
następująco:

Ay = b. (8 )
U kład ten reprezentuje rodzinę zwykłych równań liniowych, którą można z niego uzyskać 

przyjm ując wartości elem entów m acierzy współczynników z określonych przedziałów.
U kłady te, przy założeniu że każda m acierz A e A  je st nieosobliwa, m a jednoznaczne 

rozwiązanie, a wszystkie te rozwiązania tw orzą tzw. zbiór rozwiązań S.
Zbiór rozwiązań układu (8 ) można zatem  scharakteryzować następująco:

S  = {y : Ay  = b,A e  A,b  e  b} • (9)
Zbiór ten tw orzy pew ien dwuwym iarowy obszar reprezentujący w artości sygnału 

wyjściowego układu liniowego, ciągłego w  stanie ustalonym przy pobudzeniu na w ejściu 
sygnałem  sinusoidalnym.

Jeżeli m acierz A jest regularna, tzn. jeżeli det A^O dla każdego A eA , zbiór rozw iązań jest 
opisany przez słynną formułę Oettli - Pragera [17, 18]:

y  e  S  <=> < A|y| + <5 (10)

gdzie A = m(A), b = m (b), a A =  w(A/2), 5 =  w(b/2).
Tutaj m(x) i w(x) oznaczają odpowiednio wartość środkową i szerokość interwału x. 

Stosując formułę O ettli-Pragera do równania (8 ) otrzym uje się następującą nierówność:

mx - m 2 Tl T
< P\ P l [ T l i

m 2 m x -T2 . 0 P 2 P \ . Lt 2 J ( 11)

gdzie:
oraz

mi =  (a+b)/2 , 
P, = (b-a)/2,

m2 =  (c+d)/2 , 
p 2 =  (d-c)/2 .

Obliczenie obszarów wartości dla y t i y2, dla których nierówność (11) jest spełniona, daje 
inform ację o zm ianach transm itancji widmowej wywołanych zm ianami pewnych param etrów  
układu dla wybranej częstotliwości. A by otrzym ać inform ację o układzie w określonym paśm ie
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częstotliwości, rozw iązuje się nierówność ( 1 1 ) dla dyskretnych wartości częstotliwości z tego 
pasma.

N a ry s.l pokazany je s t obszar niepewności transm itancji w idmowej (obszar rozwiązań dla 
y, i y2) leżący w IV  ćw iartce płaszczyzny zespolonej, który je st reprezentow any przez 
czw orobok ABCD. Linie proste fi i 12 na rysunku są  zdefiniow ane następująco:

; c / d  
h - y i  — r y u  h ' - y i  - — y \ -b a

( 12)

O bliczenie współrzędnych w ierzchołków  czw oroboku (A, B, C, D) w  każdej ćwiartce 
płaszczyzny zespolonej prowadzi wprost do oszacowania wartości m odułu K  i fazy <I> 
transm itancji widmowej

K(jco) = K ejo (13)

Rys. 1. Obszar niepewności transmitancji widmowej 
Fig. 1. Region of uncertaintyof the frequency response

Stosując to podejście uzyskano następujące oszacowania dla kolejnych ćwiartek 
płaszczyzny zespolonej:

(I) b > a > 0 , c <  d <  0

/ćmin = m in

■■ max

/ 2  2  \ a  + c y]b2 + d 2
2

ab -i-c b 2 + c dV

I I  2 2\ a  + c yjb2 + d 2
2

a + c dV ab + d 2
/

(14)



Charakterystyki częstotliwościowe interwałowych.. 61

^max = max
\ l a2+ d2 Jb2+C2

ab + d2 ’ b2+cd
\  y

A nin arctg ^max = k -  arctg— .
b a

(15)

(III) a < b <0 ,  d > c >  0

K mm = min

^max = max

\ l a2+c2 J b 2 + d 2 ' 
a2 +cd  ab + d 2

■Ja2 + c 2 -Jb2 + d 2
ab + c2 b2 + cd

K in  = arctg i^f -  ;r,fZ>max =  arctg y , -  n  .
\b \ M

(16)

(IV) b >  a >  0, d >  c >  0
^min = min

^max = max

•Ja2 + d 2 -Jb2 + c2
ab + d 2 b2 + cd

■Ja2 + d 2 -Jb2 + c2
a2 +cd  ab + c2

(17)

, c , d
rmin — ~ arctg <pmixx — —arctg .

b a

N a granicy dw óch ćwiartek płaszczyzny zespolonej struktura zbioru rozw iązań je st 
całkiem  inna. N a rys. 2 pokazany je st obszar niepewności na granicy III i IV ćwiartki, tzn. jeśli 
m , = 0  (a=-b) i m 2> 0 .

Linie proste 1| i 12 są  opisane następująco:

]\ - y 2 = ~ y \  > h - y ib b
(18)

Zakresy wartości m odułu i fazy transm itancji widmowej określone na podstaw ie analizy 
wartości współrzędnych punktów  A, B, C, D, E, F na granicy poszczególnych ćw iartek są 
następujące:

(III/IV) a = -b,b> 0, d > c >  0

K , k  - -  i imin > ^max — >
S  t

(19)

°  min = -arctg O max = arctg ̂  -  n .
b b
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Rys. 2. Struktura obszaru niepewności na granicy dwóch ćwiartek 
Fig. 2. Structure of uncertainty region at the border o f two quadrants

(II/III) a < b <  0 , c =  - d , d >  0

^m in — ; ^m ax — >|a | > |c | >
U y

d  ^  d  S’min = ^ - f l r 6'/g r T ,O max = 7T + arctg y - - 7T .
\ a \  a

(I/II) a = -b, b>0 , c < d <  0

K, ’ ^-max > M > 1°! >mm > “ max5 t

q q
®min = a r c t g —  ,O max = n - a r c t g  —  .

b b
(I/IV) b > a >  0, c =  -d, d >  0

^m in i^m ax  > M>
U V

à ^  d°m in  = - a r c tg —,<5> max = a rc tg  — , 
a a

gdzie: V2 2 2a + c  , s  = a + c d  ,
2 2 2 t =  —v =  c - a  , u = ab + c .

PRZYKŁAD 1. Rozpatrzm y układ opisany transm itancją operatorow ą (3) : 
przedstaw ione wyżej podejście do obliczenia oszacowania (4). W  tym  przypadku

Re{G(y ®)} =
2 2

a a

Garczarczyk

(20)

(21)

(22)

i zastosujm y
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Ł  P— co, — w 
a a

N a rys. 3 przedstaw iony jest wykres m odułu i fazy transm itancji widmowej tego układu 
dla następujących danych m odelujących niepew ność param etrów  a = a o[0 .9 ,l.l ] ,  P=po[0.9,l], 
gdzie a 0 i Po reprezentują wartości nom inalne param etrów , oco=10, P0=2.

(a)
Ki

2 5 i L™  —  ---------- _ ---- ---- ------------------ ------

Rys. 3. Charakterystyki częstotliwościowe układu o niepewnych parametrach 
Fig. 3. Frequency responses of the system with uncertain parameters

Pogrubione linie wewnątrz zakreskowanych obszarów reprezentują charakterystyki 
częstotliwościowe m odułu i fazy dla wartości nom inalnych param etrów  układu a 0 i P„.
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3. W IELOM IANY INTERW A ŁOW E CHARITONOW A

Problem  oszacow ania obw iedni charakterystyk częstotliwościowych m ożna traktować 
jako  zadanie znajdow ania m aksim um  i m inim um  |P(jco)| i Arg [P(joj)] rodziny wielomianów

2  kP{s)  =  a ^ + a \ s  + a 2s  -t ( - « ¿ 5  , 2̂ 3 )

<or, ,i = 0, — ,k.
Zbiór wartości w ielom ianu z niepewnym i współczynnikam i przy określonej pulsacji co 

je s t w yznaczony przez obszar płaszczyzny zespolonej, który obejm uje w szystkie wartości 
w ielom ianu dla wszystkich dopuszczalnych wartości współczynników. Z (23) wynika, że

P { j w )  = R<z{P{joj)} + j \ m \ P ( j c o ) \ . (24)

Form uła (24) definiuje dla każdego co e  R liniow ą transform ację (k+ 1 j-wym iarowego 
zbioru, rzeczyw istych w spółczynników  na płaszczyznę zespoloną. Przyjmując, że 
w spółczynniki interwałowe są niezależne, (&+l)-wymiarowy w ektor interwałow y jest 
odw zorow ywany w  zespolony, prostokątny interwał (prostokąt o bokach równoległych do osi 
płaszczyzny zespolonej).

W  pracy [19] pokazano, że w ierzchołki takiego prostokątnego interwału są  wyznaczone 
przez wartości czterech w ielom ianów  Charitonow a [20]:

— — 2 3 IP\{jca) =  a o  + a \ s  + a 2s  + a 3s H— | s = jco,

Ą O ® )  = « o  + a xs + a i s 2  + a 3 5 3  + — | s  =  jco,
— — 2 3 I '

P 3 U 0}) =z£Lo+ a i S  + a 2 S  + QLis  — I s =  j ° }’
— 2 — 3 IPą U co) = a o + a is +  a 2s + a ^ s  +•■• s  = jco.

Z (25) widać, że zbiory w artości w ielom ianów  N(jco) i D(jco) należą do zbioru 
zespolonych interwałów  prostokątnych, które oznaczono tutaj przez R(C).

M ają one postać:

N(jco)  = N  = N x + j N 2 =  [« ,, n\] + j [ n 2 , n2 ) ,  (26)

oraz

D (jco) = D  = Dl + jD 2 = [ d v d \ ]  + j[d_2 , d 2] - (27)
A by obliczyć zbiór wartości interwałowej transm itancji w idm owej, należy wykonać 

operację dzielenia tych dwóch interwałów  zespolonych. Zespolone operacje interwałowe 
powinny realizować najbliższą inkluzję zbioru w szystkich możliwych wartości, tzn.

{ a : b \ a e N , b e D \ ^ N : D .  (28)

D ziałania dodawania, odejm ow ania i m nożenia dla prostokątnych interwałów  zespolo
nych są  optym alne w  tym  sensie, natom iast dzielenie nie je s t [18]. W  pracy zostanie zastoso
w ana ulepszona w ersja dzielenia prostokątnych interwałów  zespolonych, a mianowicie 
[17, 18]:
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Relacja (30) je s t zilustrowana na rys. 4 dla interwału D z pierwszej ćwiartki płaszczyzny 
zespolonej. Optym alne otoczenie ma postać prostokąta EFGH. Krzywoliniowy, zakreskowany 
obszar, który uzykano przez odwzorowanie konforem ne brzegów interwału D,  odpowiada

dokładnem u zbiorow i wartości D ~ l ■ Kształt dokładnego zbioru wartości i wynikające stąd 
optym alne otoczenie prostokątne zależą od położenia interwału D na płaszczyźnie zmiennej 
zespolonej.

E  F

Rys. 4. Optymalne otoczenie prostokątne 
Fig. 4. Optimal rectangular enclosure

4. OBLICZENIA NUM ERYCZN E

Aby porównać własności przedstawionych metod wyznaczania obszarów niepewności 
transm itacji w idm owych, przeprowadzono obliczenia dla dwóch przykładów. Pierwszy 
przykład odnosi się do transm itancji postaci ( 1 ), w  drugim przypadku rozważa się transmitację 
odpow iadającą relacji (30).

PRZYKŁAD 2. Rozpatruje się czw óm ik kształtu T z mostkiem pokazany na rys. 5. 
Charakterystyka częstotliw ościow a je st reprezentowana przez transm itancję operatorową [23] :

g  _  Uj_ _  RxCxR2C2s2 + (RXCX +/?2 C2 )s + l .
U\ RxCxR2C2s2 + (R,C, + R2C2 + R2Cx ) s  +1

Założono, żeR \C \  = R 2C2 =  R C =  [1-s, 1+e], e = 0.05.
D la tych param etrów  interwałowa transm itancja jest następująca:

_ i / j  _ [0.9025,1.1025]s'2 +[l.9 ,2 .l]s + l

Ux [0.9025, 1.1025]j2 +[2.85,3.15]s + l

C

Rys. 5. Czwómik T z mostkiem 
Fig. 5. Bridget-T circuit
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Zakresy wartości dla Re \G(joo)\ i \m{G(Jco)\ są  obliczane w  oparciu o metodę 
przedstaw ioną w  pracy [25], gdzie do obliczania zakresu wartości funkcji wymiernej 
w ykorzystuje się równania liniowe Toeplitza i w ielom iany Bernsteina.

Re{G(y®)} e 1 + 2* dla x = [0.95®, 1.05®] >
(l + x2f

Jm{G(jco)} e  —  j f , dla x = [0.95®, 1.05®] ■
(\+x2f

N a rys. 6  przedstaw iony je s t wykres N yąuista transm itancji widmowej dla nominalnej 
wartości RC =  1 i obszary: ABCD (czworobok) i EFGH (prostokąt) dla dwóch częstotliwości s 
co =0.2 i co =  2.0. O bliczone obszary niepewności pow alają wyznaczyć granice obwiedni 
charakterystyki N yąuista dla tych częstotliwości.

Real Axis

Rys. 6 . Obszary niepewności i nominalna charakterystyka Nyąuista 
Fig. 6 . Regions of uncertainty against a background of the Nyquist plot

W idoczne jest, że m etoda oparta na w ielom ianach Chari tonowa prow adzi do pewnej 
nadestym acji obszarów  niepewności transm itancji widmowej.

PRZYKŁAD 3. N a rys. 7 przedstaw iony je st analizowany układ filtru dolnoprzepustowego 
drugiego rzędu, który zaproponowali Sallen i Key [23],

Rys. 7. Ogniwo filtru dolnoprzepustowego drugiego rzędu 
Fig. 7. Second-order low-pass filter section
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Transm itancja operatorowa rozpatrywanego układu je st następująca:

K ( s ) = ^ .  = ----------------¿— i----------------------
U, R,C1R2C2s2 + ( R 1+ R 2)C2s + 1

Przyjm ując, że i?|C) =  R2C2/2= RC =  [1-e, 1+e], e =  0.1, otrzymuje się interw ałow ą 
transm itancję

K(s)  = ^  = -  - i -   -------
Cl [l.62, 2.42js +[2.7, 3.3]s + l

dla której

Re{G(y®)}e l - x ,  dla x = [1.62®2, 2.42®2] , 

lm{G(jcd)} = x, dla x = [2.1 co, 3.3zy] ■
N a rys. 8 a i 8 b są pokazane wykresy N yąuista dla wartości nominalnej RC  =  1.0 i 

odpowiednie obszary niepewności dla częstotliwości co =  0 . 2  i co =  1 .0 .
Chociaż szerokości interwałów  m odelujących niepewności parametrów obw odu są 

w iększe niż w  przykładzie 2 , w  obydwu m etodach uzyskuje się mniejsze obszary niepewności. 
Są dwa pow ody takich wyników. Po pierwsze, różne współczynniki transmitancji są  czasam i 
zależne, po drugie, ulepszony algorytm  dzielenia prostokątnych interwalów zespolonych 
zdefiniowany przez zależność (29) nie je s t optymalny w sensie (28), podczas gdy relacja (30) 
prow adzi do optymalnego otoczenia prostokątnego.

UW AGI KOŃCOW E

W yniki przedstawione w  pracy wskazują, że stosując stosunkowo proste algorytm y, 
m ożna wyznaczyć aproksym acje obwiedni charakterystyk N yąuista (odpowiednio obwiedni 
am plitudy i fazy) interwałowych transm itancji wymiernych układów liniowych, ciągłych. Daje 
to możliwość szybkiej oceny, czy układ z niepewnościami modelowanymi interwałami spełnia 
wym agane dla charakterystyki częstotliwościowej specyfikacje projektowe.

W  pracy analizuje się ten problem  przyjm ując konsekwentnie podejście oparte na 
analizie interw ałow ej, który w ydaje się być obiecującym  narzędziem  do odpornej analizy 
układów  liniowych.

O bliczenia num eryczne w skazują, że w  odniesieniu do m etody opartej na w ielom ianach 
interw ałow ych C haritonow a konieczny je s t następny krok, oparty na „bardziej” opty
m alnym , w sensie (28), algorytm ie dzielenia zespolonych interwałów prostokątnych [27].

N iezbędne są także dalsze prace pozwalające określić, kiedy zbiór wartości K(jco) przy 
ustalonym  co >  0  leży w otoczeniu w yznaczonym  przy użyciu przedstawionych metod.

M etoda oparta na układzie dwóch liniowych równań interwałowych może także znaleźć 
zastosowanie do wyznaczania obwiedni charakterystyk częstotliwościowych liniowych ukła
dów dyskretnych, dla których transm itancję widmowe są wymiernym i funkcjami exp(-y'c«7), 
gdzie T  oznacza okres próbkowania [28]. Podobnie jak  dla układów ciągłych konieczne je s t tu 
wyznaczenie zakresu w artości dla Re{G(/m)} oraz \m{G(joj )} . Zależnie od postaci funkcji 
opisujących Re{G(/a>)} i Im{G(/c»)} m ożna tu zastosować podejście oparte tzw. form ach 
centrowanych, formach wynikających z tw ierdzenia o wartości średniej funkcji, rozkładzie 
funkcji na szereg potęgowy Taylora i wykorzystaniu w ielom ianów Bernsteina [25, 26], 
Stosunkowo proste formuły (14) -(2 2 ) wiążące graniczne wartości modułu i fazy transm itancji 
w idm ow ych z zakresam i wartości Re {G(Jco) } i Im{G(/£y)} m ogą być wykorzystane w  syntezie 
układów liniowych o zadanych obwiedniach w  w ybranym  paśm ie częstotliwości.
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Rys. 8 . Obszary niepewności i wykres Nyquista ogniwa filtru dolnoprzepustowego 
Fig. 8 . Regions of uncertainty and the Nyquist plot o f the low-pass filter section
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