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CHARAKTERYSTYKI CZESTOTLIWOSCIOWE
INTERWALOWYCH UKLADOW LINIOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono zagadnienie oszacowania charakterystyki czestotli-
wosciowej transmitancji wymiernej z niepewnoscia, ktorej licznik i mianownik sg wielo-
mianami interwatowymi. W oparciu o uklad liniowych réwnan interwatowych, rodzine
wielomianéw Charitonowa oraz algorytm dzielenia prostokatnych interwatdw zespolo-
nych mozliwe jest oszacowanie obwiedni charakterystyki czestotliwos$ciowej. W pracy
przedstawiono wyniki numeryczne celem ilustracji przedstawionych metod i porownania
ich wasnosci.

FREQUENCY RESPONSES OF LINEAR INTERVAL SYSTEMS

Summary. This paper deals with the problem of evaluation the frequency response of an
uncertain rational transfer function whose numerator and denominator are interval
polynomials. Using a system of linear interval equations, Kharitonov polynomials family
and complex rectangular interval division it’s possible to evaluate the envelopes of the
frequency response. Numerical studies are reported in order to illustrate and compare
results obtained by applying presented approaches..

1 WPROWADZENIE

Analiza witasciwosci uktadu stanowi wazny aspekt procesu jego projektowania.
Charakterystyki opisujagce uktad moga sie zmienia¢ pod wptywem zmian $rodowiska, zmian
warunkow pracy, a takze wskutek tolerancji wykonania uzytych elementéw podzespotow.
Wynika stad, ze bardziej realistyczny opis uktadu mozna uzyskac, je$li w jego modelu
matematycznym bedzie uwzgledniona niepewno$¢é. Analiza wtasciwosci uktadu z nie-
pewnos$ciag zwigzana z okreSleniem zmian witasnosci obwodu lub uktadu wywotanych
zmianami niektorych jego parametrow ma duze znaczenie w praktyce inzynierskiej.
Niepewnos$¢ parametréw obwodu moze by¢ opisana na rézne sposoby. W pracy niepewnos$é
parametrow oznacza, ze ich wartosci naleza do pewnych zadanych przedziatow, ktére
modeluja czynniki wptywajgce na te parametry.

Wystarczajgcg informacje o wiasciwosciach uktadu liniowego uzyskuje sie rozpatrujac
jego charakterystyke czestotliwosciowg. Obliczanie charakterystyki czestotliwos$ciowej uktadu
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0 niepewnej transmitancji odgrywa podstawowg role w analizie i projektowaniu uktadow
odpornych (krzepkich) w dziedzinie czestotliwosci. Tematyka ta skupita wiele uwagi w
ostatnich latach. Pojawito sie wiele metod i algorytméw wyznaczania charakterystyk
czestotliwosciowych uktadéw o niepewnych parametrach, np. [1]- [16].

W pracy rozpatrywane bedg uktady liniowe ciaggte, ktorych wtasciwosci sg opisane przez
interwatowe transmitancje operatorowe postaci:

K(o) N”S) ao+5ly+--—-+ams )
D(s) b0 +bis + ---b,,sn

gdzie wspdtczynniki wielomianéw licznika i mianownika nie sg znane doktadnie, ale nalezg
do zadanych przedziatow

ate[at,a,\,ai <ai, i=o,es,m,

bj e [bj,bj], bj <bj, j=0,—.n.

Zagadnieniem o podstawowym znaczeniu jest mozliwo$¢ okreSlenia obwiedni
charakterystyk modutu i fazy transmitancji widmowej K(jco) odpowiadajgcej tej rodzinie
transmitancji.

Na przyktad, dla uktadu opisanego transmitancjg operatorowg

K(s) = —2——-—-- , (3)
s +Jx+a

jesli a =[a,a] >0 oraz J3=[/3,j3]> 0, to dla s=jco otrzymuje sie nastepujace

oszacowanie rodziny transmitancji widmowych

K{jco)g — =— e - (4)
[a,a]-co +jco[fi,/3]

Widaé, ze estymacja zmian K(jco) dla ustalonej czestotliwo$ci wymaga wyznaczenia
pewnego obszaru na ptaszczyznie zmiennej zespolonej. Prowadzi to do skomplikowanego
zadania obliczania zakresu wartosci funkcji wielu zmiennych (a i p w tym przyktadzie).

Graniczne wartosci charakterystyk modutu i fazy transmitancji widmowej uktadow
liniowych majg prostg interpretacje geometryczng: reprezentujg one obwiednie charakterystyk
Nyauista tych uktadow.

W pracy przedstawione zostanie wykorzystanie metod analizy interwatowej do okreslenia
obwiedni charakterystyk widmowych na ptaszczyznie zmiennej zespolonej. Pordéwnane
zostang dwie metody wyznaczania obwiedni tych charakterystyk oparte na liniowych
rownaniach interwatowych oraz interwatowych wielomianach Charitonowa.

2. CHARAKTERYSTYKI WIDMOWE A LINIOWE ROWNANIA INTERWALOWE
Niech G(s) oznacza odwrotno$¢ transmitancji operatorowej K(s). Oznaczajgc sygnat na

wejsciu przez x(jco), a sygnat na wyjsciu przez y(jw) relacje wejscie-wyjscie dla liniowego
uktadu ciggtego, mozna zapisac nastepujaco:

X,(co) +jx2(co) = (Re{G(y<y)}+ ] Im{GOYn)}Xy,(co) +jy2(co)), (5)
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gdzie:
*,(«) = Re{*0'<u)}, x2(co) = Im{x{ja)\
a yx(co) = Re{y(/<w)}, y2(co) = Re{j(y©)}.

Przyjmujac x,(0))=Il, x2(cd)=0 (sinusoidalny sygnat wejsciowy x(t) = cos(cot)), mozna
przepisa¢ zaleznos$¢ (5) jako uktad dwoch réwnan liniowych:

"Re{GO«)} - Im{G(a>)} y\(a) T (6)
Jm{G(ja>)} Re{GO«)}_ _y2(a>) 0
Zatozenie, ze wspdiczynniki transmitancji K(s) moga przyjmowac wartosci nalezgce do
zadanych przedziatow (2), powoduje zmiany elementéw macierzy wspotczynnikéw uktadu (s).
Zatem dla ustalonej czestotliwosci otrzymuje sie uktad réwnan postaci:

~[ab] -fc.d] 11V

(7)
[e,dl  [abl_ yj o
W tym réwnaniu zakresy wartosci Re{G(jo))} i Im{G(ja))} sa reprezentowane
odpowiednio przez interwaty [a, b] i [c, d].
Réwnanie (7) tworzy uktad liniowych réwnan interwatowych. Mozna go oznaczy¢
nastepujgco:
Ay = b. (8)
Uktad ten reprezentuje rodzine zwyktych réwnan liniowych, ktdrag mozna z niego uzyskaé
przyjmujac wartosci elementéw macierzy wspétczynnikéw z okre$lonych przedziatow.
Uktady te, przy zatozeniu ze kazda macierz AeA jest nieosobliwa, ma jednoznaczne
rozwigzanie, a wszystkie te rozwigzania tworzg tzw. zbi6ér rozwigzan S.
Zbior rozwigzan uktadu (s) mozna zatem scharakteryzowac nastepujgco:
S={y:Ay=b,Ae Abe b} 9)
Zbior ten tworzy pewien dwuwymiarowy obszar reprezentujgcy wartosci sygnatu
wyjsciowego uktadu liniowego, ciggtego w stanie ustalonym przy pobudzeniu na wejsciu
sygnatem sinusoidalnym.
Jezeli macierz A jest regularna, tzn. jezeli det A*O dla kazdego AeA, zbidér rozwigzan jest
opisany przez stynna formute Oettli - Pragera [17, 18]:
yeS < <Aly|+ S (10)
gdzie A=m(A), b =m(b),a A=w(A/2), 5=w(b/2).
Tutaj m(x) i w(x) oznaczajg odpowiednio warto$¢ $srodkowga i szeroko$¢ interwatu x.
Stosujgc formute Oettli-Pragera do rdwnania (s) otrzymuje sie nastepujgcg nierdwnosc:

mx -m2 1 T _ P\ Pl [TIi
(11)
m2 mx .1, o0 P2 py Lt2]
gdzie: mi = (a+b)/2, mz2= (c+d)/2,
oraz P, = (b-a)/2, pz2=(d-c)/2.

Obliczenie obszaréw wartosci dla yt i y2, dla ktérych nieréwnos$¢ (11) jest spetniona, daje
informacje o zmianach transmitancji widmowej wywotanych zmianami pewnych parametréw
uktadu dla wybranej czestotliwosci. Aby otrzymaé informacje o uktadzie w okreslonym pasmie
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czestotliwosci, rozwigzuje sie nierownos$¢ (1:) dla dyskretnych wartosci czestotliwos$ci z tego

pasma.
Na rys.l pokazany jest obszar niepewnosci transmitancji widmowej (obszar rozwigzan dla

y, i y2) lezacy w IV ¢éwiartce ptaszczyzny zespolonej, ktory jest reprezentowany przez
czworobok ABCD. Linie proste fi i 2 na rysunku sg zdefiniowane nastgpujaco:

) c / d ( 12)

h-yi — Ly u h'-yi - — y\ -
b a
Obliczenie wspotrzednych wierzchotkéw czworoboku (A, B, C, D) w kazdej éwiartce
ptaszczyzny zespolonej prowadzi wprost do oszacowania wartosci modutu K i fazy <
transmitancji widmowej
K(jco) = Kejo (13)

Rys. 1. Obszar niepewnosci transmitancji widmowej
Fig. 1. Region of uncertaintyofthe frequency response

Stosujac to podejscie uzyskano nastepujagce oszacowania dla kolejnych déwiartek
ptaszczyzny zespolonej:

M b>a>0, c<d<o
. CVaZac? ylp2+d2
/€min = min 5
Vab-i-c b2 +cd
Wa2:ic? yjb2+d2
mmnax (14)

2
Va +cd ab+d2/
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\la2+d2 Jb2+@ a5
max‘max\ ab+d2 * b2+ed |

N
Anin arctg b X = « - arctg;.

(i a<b<0, d>c>o0

\la2+c2 Jb2+d2'

Kmm = min
a2+cd ab+d2

w2 +c2 -Jb2td2

Amax = max (16)

ab+c2 b2+cd

Kin = arctgi~f- rfZmax = arctgy ;" n .
b\ M
(v) b>a>0, d>c>0
) - eJa2+d2 -Jb2+c2
Amin = min

ab+d2 b2+cd

ma2+d2 -Jb2+c2
Amax = max )

a2+cd ab+c2
. c ,. d
rmin —arctg b Prixx —arctg a

Na granicy dwdch c¢wiartek ptaszczyzny zespolonej struktura zbioru rozwigzan jest
catkiem inna. Na rys. 2 pokazany jest obszar niepewnos$ci na granicy Il ilV ¢wiartki, tzn. jesli
m,=o0 (a=-b) i mz>o.

Linie proste 1] i 2 sg opisane nastepujaco:

N-y2=-y\ >h-yi (18)

Zakresy wartosci modutu i fazy transmitancji widmowej okre$lone na podstawie analizy
wartos$ci wspétrzednych punktéw A, B, C, D, E, F na granicy poszczeg6lnych ¢wiartek sg
nastepujace:

(nunvy a=-b,b>0, d>c>o0
Kmin S>“max = > i (19)

0 - -
min = -arctg b OnBX-arctg/l;' n.
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Rys. 2. Struktura obszaru niepewnosci na granicy dwdch ¢wiartek
Fig. 2. Structure of uncertainty region at the border oftwo quadrants

(1) a<b<o, c=-d,d> o

Amin — GAmax — > [c]> (20)
y

S’ min = "-flre'/grdl',6 max = 7T+ arctg )ﬂ - Tr.
\a\ a

(Ui a=-b, b>o, c<d<o

Kimm g5 max > M>ol> (22)

®min =arctg—,0Omax =n-arctg F .

(/IV) b>a>0, c=-d, d>0

Amin i“max > M> (22)
V] \%
A N
°min =-arctgi,<5>max =arctgi,
a a
gdzie: v2+cz,s=a2+cd,

2 2 2
t=—v=c"-a ",u=ab+c”.

PRZYKLAD 1 Rozpatrzmy ukiad opisany transmitancjg operatorowg (3) i zastosujmy
przedstawione wyzej podejscie do obliczenia oszacowania (4). W tym przypadku
2 2

Re{G(y®)} = .
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Lo Pw
a a
Na rys. 3 przedstawiony jest wykres modutu i fazy transmitancji widmowej tego uktadu
dla nastepujacych danych modelujgcych niepewnos$¢ parametrow a=ao[0.9,l.1], P=pd0.9,1],
gdzie ao i Poreprezentujg warto$ci nominalne parametrow, oc0=10, Po=2.

(@

Ki
251 L™ — e e

Rys. 3. Charakterystyki czestotliwo$ciowe uktadu o niepewnych parametrach
Fig. 3. Frequency responses of the system with uncertain parameters

Pogrubione linie wewnatrz zakreskowanych obszaréw reprezentujg charakterystyki
czestotliwos$ciowe modutu i fazy dla wartosci nominalnych parametréw uktadu ao i P,,.
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3. WIELOMIANY INTERWALOWE CHARITONOWA

Problem oszacowania obwiedni charakterystyk czestotliwosciowych mozna traktowac
jako zadanie znajdowania maksimum i minimum |P(jco)| i Arg [P(joj)] rodziny wielomianow

P{s) =a~+al\s +a2s’ 1 (-«Lsk, N3)
<or, ,i =0,—k.

Zbiér wartosci wielomianu z niepewnymi wspotczynnikami przy okreslonej pulsacji co
jest wyznaczony przez obszar ptaszczyzny zespolonej, ktdry obejmuje wszystkie wartosci
wielomianu dla wszystkich dopuszczalnych wartosci wspotczynnikéw. Z (23) wynika, ze

P{jw) = R<z{P{joj)} +j\m\P (jco)\. (24)

Formuta (24) definiuje dla kazdego co e R liniowg transformacje (k+1j-wymiarowego
zbioru, rzeczywistych wspotczynnikobw na ptaszczyzne zespolona. Przyjmujac, ze
wspotczynniki interwatowe sg niezalezne, (&+l)-wymiarowy wektor interwatowy jest
odwzorowywany w zespolony, prostokatny interwat (prostokat o bokach rownolegtych do osi
ptaszczyzny zespolonej).

W pracy [19] pokazano, ze wierzchotki takiego prostokatnego interwatu sg wyznaczone
przez wartosci czterech wielomianéw Charitonowa [20]:

P\{jca) =ao +a\s +a 2s 2ra3s H- ls = jco,
AO®)=«0 +ax+aisz +asss +—|s =jco,
P3UG)) =z£Lo+aiS +a2s” +Q|_is3 s =j°y
PaUo)=ao+ais+a?2s 2 ans Seme's = jco.
Z (25) wida¢, ze zbiory wartosci wielomianéw N(jco) i D(jco) nalezag do zbioru
zespolonych interwatdw prostokatnych, ktére oznaczono tutaj przez R(C).
Maja one postac:
N(jco) =N = Nx+jN2 = [«,,n\]+j[n2,n2), (26)
oraz
D(jco) =D =DI+jD2=[dvd\] +j[d_2,d2] - 27)
Aby obliczy¢ zbi6r wartosci interwatowej transmitancji widmowej, nalezy wykonaé

operacje dzielenia tych dwdch interwatdw zespolonych. Zespolone operacje interwatowe
powinny realizowac¢ najblizszg inkluzje zbioru wszystkich mozliwych wartosci, tzn.

{a:b\aeN,beD\"N:D. (28)

Dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia dla prostokatnych interwatéw zespolo-

nych sg optymalne w tym sensie, natomiast dzielenie nie jest [18]. W pracy zostanie zastoso-

wana ulepszona wersja dzielenia prostokatnych interwatéw zespolonych, a mianowicie
[17, 18]:
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Relacja (30) jest zilustrowana na rys. 4 dla interwatu D z pierwszej ¢wiartki ptaszczyzny
zespolonej. Optymalne otoczenie ma posta¢ prostokgta EFGH. Krzywoliniowy, zakreskowany
obszar, ktdry uzykano przez odwzorowanie konforemne brzegow interwalu D, odpowiada

doktadnemu zbiorowi wartosci D~ mKsztatt doktadnego zbioru wartosci i wynikajace stad
optymalne otoczenie prostokatne zalezg od potozenia interwatu D na ptaszczyznie zmiennej
zespolonej.

Rys. 4. Optymalne otoczenie prostokatne
Fig. 4. Optimal rectangular enclosure

4. OBLICZENIA NUMERYCZNE

Aby poréwnaé¢ wtasnosci przedstawionych metod wyznaczania obszaro6w niepewnosci
transmitacji widmowych, przeprowadzono obliczenia dla dwoéch przyktadéw. Pierwszy
przyktad odnosi sie do transmitancji postaci (1), w drugim przypadku rozwaza si¢ transmitacje
odpowiadajgca relacji (30).

PRZYKLAD 2. Rozpatruje sie czwomik ksztattu T z mostkiem pokazany na rys. 5.
Charakterystyka czestotliwo$ciowa jest reprezentowana przez transmitancje operatorowg [23]:
g _U__ RXCYR2C2s2 + (RXCX+/?2C2)s + |
U\ ROCR2C22 + (R,C, + R2C2 + R2Cxs +1

Zatozono, zeR\C\ =R2C2=RC= [1-s, 1+e], e = 0.05.
Dla tych parametréw interwatowa transmitancja jest nastepujaca:

_ilj _ [0.9025,1.1025]s2+[1.9,2.1]s + |
Ux  [0.9025,1.1025]j2 +[2.85,3.15]s + |
c

Rys. 5. Czwomik T z mostkiem
Fig. 5. Bridget-T circuit
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Zakresy wartosci dla Re\G(joo)\ i \m{G(Jco)\ sg obliczane w oparciu o metode
przedstawiong w pracy [25], gdzie do obliczania zakresu wartosci funkcji wymiernej
wykorzystuje sie rGwnania liniowe Toeplitza i wielomiany Bernsteina.

Re{G(y®)}e 1+ 2* dla x = [0.95®, 1.05®] >
(1+ x2f

IJm{G(jco)}e — jf, dlax=1[0.95®, 1.05®] m
(X
Na rys. s przedstawiony jest wykres Nyauista transmitancji widmowej dla nominalnej
wartosci RC = 1iobszary: ABCD (czworobok) i EFGH (prostokat) dla dwoch czestotliwosci s
co =0.2 i co = 2.0. Obliczone obszary niepewnosci powalaja wyznaczy¢ granice obwiedni
charakterystyki Nyauista dla tych czestotliwosci.

Real Axis

Rys. 6. Obszary niepewnosci i nominalna charakterystyka Nyguista
Fig. 6. Regions of uncertainty against a background ofthe Nyquist plot

Widoczne jest, ze metoda oparta na wielomianach Charitonowa prowadzi do pewnej
nadestymacji obszaréw niepewnosci transmitancji widmowej.

PRZYKLAD 3. Na rys. 7 przedstawiony jest analizowany uktad filtru dolnoprzepustowego
drugiego rzedu, ktéry zaproponowali Sallen i Key [23],

Rys. 7. Ogniwo filtru dolnoprzepustowego drugiego rzedu
Fig. 7. Second-order low-pass filter section
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Transmitancja operatorowa rozpatrywanego uktadu jest nastepujaca:

K(s)=n.= —
U, R,CIR2C2s2+(R1+R2)C2s+1

Przyjmujac, ze i?|C) = R2C22= RC = [l-e, 1+e], e = 0.1, otrzymuje sie interwatowgq
transmitancje

K(s) =~ =- R —
Cl  [1.62, 2.42js +[2.7,3.3]s+I

dla ktorej
Re{G(y®)}el-x, dlax=[1.62®2, 2.42®2],

Im{G(jcd)}=x, dlax=[2.100 3.3zy] m

Na rys. sa i sb sg pokazane wykresy Nyauista dla warto$ci nominalnej RC = 1.0 i
odpowiednie obszary niepewnosci dla czestotliwo$cico=o0.2 ico=1.0.

Chociaz szerokos$ci interwatdw modelujagcych niepewnosci parametrow obwodu sg
wieksze niz w przyktadzie 2, w obydwu metodach uzyskuje sie mniejsze obszary niepewnosci.
Sg dwa powody takich wynikéw. Po pierwsze, rézne wspoétczynniki transmitancji sgq czasami
zalezne, po drugie, ulepszony algorytm dzielenia prostokatnych interwaléw zespolonych
zdefiniowany przez zalezno$¢ (29) nie jest optymalny w sensie (28), podczas gdy relacja (30)
prowadzi do optymalnego otoczenia prostokatnego.

UWAGI KONCOWE

Wyniki przedstawione w pracy wskazujg, ze stosujac stosunkowo proste algorytmy,
mozna wyznaczy¢ aproksymacje obwiedni charakterystyk Nyguista (odpowiednio obwiedni
amplitudy i fazy) interwatowych transmitancji wymiernych uktadéw liniowych, ciggtych. Daje
to mozliwos$¢ szybkiej oceny, czy uktad z niepewnosciami modelowanymi interwatami spetnia
wymagane dla charakterystyki czestotliwosciowej specyfikacje projektowe.

W pracy analizuje sie ten problem przyjmujac konsekwentnie podejscie oparte na
analizie interwatowej, ktory wydaje sie by¢ obiecujacym narzedziem do odpornej analizy
uktaddéw liniowych.

Obliczenia numeryczne wskazuja, ze w odniesieniu do metody opartej na wielomianach
interwatowych Charitonowa konieczny jest nastepny krok, oparty na ,bardziej” opty-
malnym, w sensie (28), algorytmie dzielenia zespolonych interwatéw prostokatnych [27].

Niezbedne sg takze dalsze prace pozwalajace okresli¢, kiedy zbior wartosci K(jco) przy
ustalonym o> o lezy w otoczeniu wyznaczonym przy uzyciu przedstawionych metod.

Metoda oparta na uktadzie dwdéch liniowych réwnan interwatowych moze takze znalez¢
zastosowanie do wyznaczania obwiedni charakterystyk czestotliwosciowych liniowych ukta-
dow dyskretnych, dla ktérych transmitancje widmowe sg wymiernymi funkcjami exp(-y'c«7),
gdzie T oznacza okres prébkowania [28]. Podobnie jak dla uktadow ciggtych konieczne jest tu
wyznaczenie zakresu wartosci dla Re{G(/m)} oraz \m{G(joj)}. Zaleznie od postaci funkcji
opisujagcych Re{G(/a>)} i Im{G(/c»)} mozna tu zastosowaé podejscie oparte tzw. formach
centrowanych, formach wynikajagcych z twierdzenia o wartosci $redniej funkcji, rozktadzie
funkcji na szereg potegowy Taylora i wykorzystaniu wielomianéw Bernsteina [25, 26],
Stosunkowo proste formuty (14) -(22) wigzace graniczne warto$ci modutu i fazy transmitancji
widmowych z zakresami wartosci Re {G(Jco)} i ImM{G(/Ey)} moga by¢ wykorzystane w syntezie
uktadow liniowych o zadanych obwiedniach w wybranym pasmie czestotliwosci.
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Fig. s. Regions of uncertainty and the Nyquist plot of the low-pass filter section
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