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Streszczenie. W  pracy w yznaczono pole elektrom agnetyczne w przewodzącym w sadzie 
rurowym  um ieszczonym  w  zewnętrznym  podłużnym  sinusoidalnie zm iennym  polu 
m agnetycznym  poprzez rozw iązanie równania Bessela we współrzędnych w alcowych. N a 
podstawie otrzym anych wzorów w ykonano obliczenia i rysunki rozkładów przestrzenno -  
czasowych, tłum ienia i wnikania natężenia pola magnetycznego i gęstości prądu w  rurze. 
Otrzymane wzory opisujące pole elektromagnetyczne w rozważanym wsadzie m ogą być 
wykorzystane do opisu zjaw isk zachodzących w  procesie nagrzewania wsadów rurow ych 
(gęstości mocy, temperatury, param etrów zastępczych wzbudników itp.). W  zakończeniu 
porównano otrzym ane rozw iązania ze wzorami podanym i przez Wajnberga w  monografii
[ 1 2 ] oraz przedstawiono rozkłady pola elektromagnetycznego w przypadku wsadu 
walcowego um ieszczonego w  sinusoidalnie zmiennym podłużnym polu magnetycznym

ELECTROMAGNETIC FIELD IN A CYLINDRICAL TUBULAR 
CONDUCTOR IN LONGITUDINAL UNIFORM MAGNETIC FIELD

S um m ary . In the paper we d e te rm in e  the electromagnetic field in a tubular conductor 
placed in external longitudinal sinusoidal magnetic field using the solution o f  Bessell 
equation in cylindrical co -o rd inates. The resulting equations are the basis for calculation 
and graphs o f  space-time distributions, attenuation and diffusion o f  the m agnetic field 
strength and o f  current density in the tubular conductor. The resulting equations 
describing the electrom agnetic field in the considered conductor can be used to describe 
the phenom ena taking place during the process o f  the tubular conductors heating (power 
density, temperature, replacem ent parameters o f  the inductors etc.). Finally we com pare 
our solutions with the formulas given by W einberg in the monograph [12] and we show 
the electrom agnetic field distributions for the case o f  a cylindrical conductor p laced in 
sinusoidal longitudinal magnetic field.
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1. W STĘP

Przypadek rurow ego wsadu przewodzącego w podłużnym  sinusoidalnie zm iennym  polu 
m agnetycznym  w ystępuje w  procesie nagrzew ania indukcyjnego metali. Pole m agnetyczne 
w ytw arzane je s t przez w zbudnik zasilany z tyrystorowego przem iennika o częstotliw ościach

znam ionow ych od ¡¿ 1  Hz do 27,12 M  Hz.
3

W  przypadku nieskończenie długiego rurowego wsadu przewodzącego w  zew nętrznym  
podłużnym  polu m agnetycznym  (rys. 1 ) w ielkości charakteryzujące pole elektrom agnetyczne, 
ze w zględu na sym etrię układu, zależą tylko od współrzędnej r  walcowego układu 
współrzędnych. Chodzi zatem  o zagadnienie jednow ym iarow e ze sta łą przenikalnością 
m agnetyczną bezw zględną w alca n  =  ju0 /ur i jego  stałą konduktyw nością y .

Ze w zględu na to, że pole H zew(t) ma tylko je d n ą  składow ą w zdłuż osi z, na m ocy
•3u  zew

drugiego rów nania M axwella rotEzew(r,t) = - / / --------- — , natężenie pola elektrycznego ma
dt

rów nież je d n ą  składow ą w zdłuż osi <9, tzn. E zew(r, t )  = - \ ® E q w{r , t ) . W tedy m am y do 
czynienia z zagadnieniem  padania fali cylindrycznej na pow ierzchnię boczną rurowego wsadu 
przewodzącego. Średnie i w ielkie częstotliwości pola m agnetycznego wytwarzanego przez 
w zbudnik w ym agają stosowania metod polowych w opisie pola elektrom agnetycznego we 
w sadzie rurow ym  [1, 2, 3, 4, 11, 13]. W  przypadku w sadu cylindrycznego pole to opisane jest 
równaniam i Bessela. W  literaturze fachowej poświęconej nagrzew aniu indukcyjnem u 
rozwiązanie tych równań podawane je st zazwyczaj w postaci wzorów uproszczonych, np. w 
pracy M. Heringa [1] lub Cz. Sajdaka i E. Sem ka [11]. Zdaniem  autorów  współczesne pakiety 
obliczeniowe um ożliw iają korzystanie z pełnych rozwiązań, gdyż funkcje Bessela są 
standardowym i elem entam i bibliotek tych pakietów, np. w  Mathematica czy  MatLab.

Pełną postać tych wzorów  zaw ierają m. in. m onografie E. Langera [4] oraz A. M. 
W ajnberga [13]. W  pierwszej z nich autor wykorzystuje zw iązek m iędzy natężeniem  pola 
m agnetycznego a indukowanym  polem  elektrycznym  na powierzchni wewnętrznej wsadu 
rurow ego (s. 181-182). W ajnberg wzory te wyprowadza (zostanie to szczegółowo 
skom entowane w zakończeniu niniejszej pracy) przy założeniu niezerow ych wartości prądu 
przesunięcia w  obszarze 0 < r  < rozważanego układu (ry s.l). Zdaniem  autorów, w  przy­

padku indukcyjnych urządzeń grzejnych częstotliw ość pola elektrom agnetycznego je s t rzędu 
kilkunastu M Hz, prądy przesunięcia są pom ijalnie małe w stosunku do indukowanych we 
w sadzie prądów  przew odzenia i dlatego te pierwsze prądy m ożna pominąć. Przy tym  założeniu 
autorzy uzyskują rów nież pełne wzory wyrażone poprzez funkcje Bessela. Ponadto autorzy 
przedstaw iają rozkłady przestrzenno-czasowe, wnikanie i tłum ienie pola elektrom agne­
tycznego oraz rozw iązanie opisujące pole w obszarze 0  < r  < R y , co może być przydatne w 
obliczeniach param etrów  indukcyjnych urządzeń grzejnych do wsadów cylindrycznych.
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Rys. 1. Rurowy wsad przewodzący w zewnętrznym podłużnym sinusoidalnie zmiennym równomiernym 
polu magnetycznym

Fig. 1. Tubular conductor in the external longitudinal sinusoidal uniform magnetic field

2. POLE ELEKTROM AGNETYCZNE

W  rozważanym  przypadku w sadu rurowego pole m agnetyczne je st polem zewnętrznym w 
stosunku do rury, ma jed n ą  składow ą wzdłuż osi z (ry s .l)  i określa się je  następującym wzorem  
[2 ,3 ,4 ,  6 , 7 ,8 ,9 ,  10]:

H lew{t) = \ z H zzew{ t ) ,  ( 1 )

w którym składowa natężenia pola magnetycznego wzdłuż osi z

H zzew(t) = H oSm ( m t  + ś )  , ( la )

gdzie: H 0 - am plituda zewnętrznego pola magnetycznego w A-m"1, 
co - pulsacja w rad,
s"1, £ - faza początkowa natężenia pola magnetycznego w rad.

Zewnętrzne pole magnetyczne jest polem  harmonicznym, więc możermy je  przedstawić 
jako  część urojoną funkcji zespolonej pola zewnętrznego, tzn. w postaci wzorui

H f ™ ( t )  =  Im { H zf w(t)},  (2)

w  którym  to wzorze

= e Jml  , (2 a)

gdzie am plituda zespolona pola magnetycznego zewnętrznego

H 0 = H 0 e j Z. (2 b)

W  zapisie zespolonym  m amy zatem

H zew = l z H z™ = 1 ZH 0 . (2 c)

W  przypadku ogólnym  przewodnika o dowolnej postaci, umieszczonym w  zm iennym  
polu elektrom agnetycznym , siłą rzeczy m uszą powstać prądy, gdyż pole elektryczne całkowite 
nie może być równe zeru w szędzie w całym przewodniku. Prądy te noszą nazwę prądów
Foucaulta [7] i są określone przez w ektor gęstości prądu J_(r) - ry s .l. Prądy te w ytw arzajątzw .



pole m agnetyczne oddziaływ ania zwrotnego H_oz ( r ) , które w  badanym  układzie m a jedną  
składow ą w zdłuż osi z , czyli

K ° Z(r) = l z H°zz ( r ) .  (3)

Zatem  dla r > całkowite natężenie pola magnetycznego

H j "  (r) = H zew (/) + H f z (r)  . (4)

Konduktyw ność w  obszarze r  > 7? 2  (powietrze) je s t rów na zem , a stąd pierw sze rów na­

nie M axw ella dla pola m agnetycznego oddziaływania zwrotnego H oz{r , t ) ,  przy  jedno ­
czesnym  pom inięciu prądów  przesunięcia (pole ąuasi-statyczne), ma postać

r o t / / oz ( r )  = 0 .  (5)

Po uw zględnieniu w zoru (3) równanie (5) sprow adza się do

d H oz(r )
= 0 ,  (5a)

dr

co oznacza, że składowa II_'f ( r )  nie zależy od zmiennej r  walcowego układu współrzędnych. 

Zatem  ze wzoru (4) pole magnetyczne dla r  > R2

(6 )
N a zewnątrz wsadu rurowego, podobnie ja k  w pracy [4], przyjm ujem y, że pole 

K z 1 (r ) - > K f W(r) = K o ’ a st4 ^ wynika, że H_°z (r) = 0 i w tedy całkowite pole m agne­
tyczne

H U1 (r ) = 1 s H !"  ( r )  = H zew(r)  = 1ZH 0 . (6 a)

Zerow a wartość pola m agnetycznego oddziaływ ania zwrotnego w  obszarze r > R2 

w ynika z faktu, że linie gęstości prądu J ( r )  indukowanego we w sadzie rurow ym  są  okręgami 

koncentrycznym i o osi Oz -  rys. 1. Zatem  nie w ytw arzają one na zewnątrz rury żadnego pola 
m agnetycznego, podobnie jak  prąd w nieskończenie długim  solenoidzie.

Pole elektryczne w  rozw ażanym  obszarze ( r  > i?2 ) spełnia drugie równanie M axwella, 
skąd po uw zględnieniu w zoru (6 a), otrzym ujem y

d  c i i i  , A
(O  =a r

W  rozw iązaniu pow yższego równania mamy
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- j t u j u r H 0 . (7)

E q  (r) =  ~ j m  n r H _ Q+ ^ - ,  (7a)

W  obszarze II ( R\ < r  < 7?2 ) obowiązuje pierwsze i drugie równanie M axwella, skąd 
otrzym ujem y [2 ] równanie falowe w zapisie zespolonym

d 2 H n (r) \ d  h ' J  (r) 2 „
+  = r L l - r 2 H /J ( r )  =  0 , (8 )

d r 2 r  d r
w którym  kw adrat zespolonej stałej propagacji fali elektrom agnetycznej w ośrodku dobrze 

przew odzącym  _T = j  m /u y , skąd mamy, że

£  = V7  4 * 1* /  = k + j  k  = y f l j  k , (8 a)
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gdzie współczynnik

I , ( 8 b)
2

zaś jego  odwrotność je st głębokością wnikania fali do ośrodka dobrze przewodzącego i wynosi

,-U p i
k \  w  fi y

(8 c)
5 7  / j y

Równanie (8 ) je s t równaniem  Bessela zerowego rzędu zmiennej r, którego rozw iązaniem
[7] je s t funkcja

H I2 { r ) = Ą 2 I 0( £ r )  +  Ą 3 K 0{ T r ) ,  (9)

gdzie funkcje I o ( Z r ) i ( H r ) Sit  zm odyfikowanym i funkcjami Bessela zm iennej

zespolonej F_r odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju zerowego rzędu, zaś A 2 i A 3 są

zespolonym i stałymi całkowania, które zostaną dalej wyznaczone z odpowiednich w arunków 
brzegowych.

Poszukiwane natężenie pola elektrycznego (r)  w  obszarze II ( R\ < r  < R2 )

wyznaczamy* z pierwszego równania M axwella, otrzymując

£ © ( r )  = - = U  2 h ( L r ) - A i K x{ r r ) \ ,  ( 1 0 )
r

W  obszarze I ( 0 < r  < R\ ) konduktywność y  =  0 i w tedy pole imgnetyczne opisane jest, 

na podstaw ie (11), równaniem  Eulera

d 2 H { ( r )  1  d H { ( r )
,  + -  - = o ,  ( 1 1 )

d r 2 r  d r
skąd otrzym ujem y rozwiązanie

K W )  = A 5 \nr  + Ą Ą . ( 1  la )

Dla r —> 0 funkcja ln r  —» o o , zaś pole magnetyczne musi być skończone, a stąd wynika, 
że stała A 5 = 0 .  Zatem  natężenie pola magnetycznego w obszarze I ( 0 < r < R \ )

Z U r ) = Ą 4 ( 1  lb)

Pola elektryczne i m agnetyczne spełniają w tym  obszarze drugie równanie M axwella, z 
którego po uw zględnieniu ( 1  lb ) otrzym ujemy równanie

d
r K &  (r )

d r
W rozwiązaniu powyższego równania mamy

= - j m p i r Ą , .  (12)

Ze wzoru (168), s. 281 [5] [ /q ( z ) ]  = I\ (z) po podstawieniu z = £ r  mamy, że d  z  = £_d r  i
d  z

ostatecznie [/q (£_ /")] = £_ I\ { £ .r ) • Podobnie ze wzoru (213), s. 285 [5] [/ćp (z)] = - K  ̂(z)
d r  d  z

oraz po podstawieniu jak wyżej, otrzymujemy [^ o (Z P )]  =  ~ £ . ^ \ d l r) ■
d r



(13)

D la r —> 0 funkcja 1  _> co, zaś pole elektryczne musi być skończone, a stąd wynika, że 
r

stała A 6 = 0 . Zatem  natężenie pola elektrycznego w  obszarze I ( 0  < r  < R \)

1 i  r 2
K Ie>(r )  =  - - } & M r A 4 = - -  —  r d 4 -  ( 12b)2  2  y

W  celu opisu pola elektrom agnetycznego w  poszczególnych obszarach w sadu rurowego 
wyznaczam y stałe A t , A 2 > A 3 - Aą  z następujących w arunków  brzegowych

Ł e  (r = R2)= Ę %(r = R2 ), H ? (;r = R2 ) = H * (r  = R2)]

Z "  (r = 7?,) = H i  (r =  Rl ), I ©  (r = R ,) = ^  (r = R j)

W rozw iązaniu pow yższego układu równań otrzymujemy:

/oP^)]-A PP)[2^i(P^)+/:^ | r ą  j ^  (1
(14a)

i 3 = M ^ o O ) I o , ( 1 4b)

^ _ 2 [ / , ( r ł ? , ) 7 : o ( / : / ; , )  +  7 o ( / : R i ) p ( r / ? i ) ] / / ^  ( H c )

^ = A ) ( ^ 2 ) N i P ^ ) + ^  ^ ) ] + Ą P 2 )[2 / , ( T Ą ) - / : ą  70 (£7ą)]. (14d)

3. OPIS POLA ELEKTROM AGNETYCZNEGO W  JEDNOSTAKACH W ZGLĘDNYCH

W  celu graficznej prezentacji rozkładu czasowo-przestrzennego pola elektrom agne­
tycznego w  przew odzącym  w sadzie rurowym  um ieszczonym  w  podłużnym  równom iernym  
sinusoidalnie zm iennym  polu m agnetycznym  wprow adzam y param etr określający w zględną

R
grubość ścianki rury w  postaci /g = _ L ; 0 < /? < 1 • Częstotliwość sinusoidalnie zm iennego

R 2
zewnętrznego pola m agnetycznego oraz konduktywność wsadu w odniesieniu do jego

prom ienia zew nętrznego zostaną uwzględnione przez w spółczynnik a  = —  = k R2 - Ponadto
S

w prow adzim y zm ienną w zględną x  odpow iadającą zmiennej r  walcowego układu

w spółrzędnych w  postaci x = -A— ■
R2

W zględne zm iany pola elektrom agnetycznego wyrażam y odnosząc natężenie pola m agne­
t o

tycznego do wartości H_o > natężenie pola elektrycznego do wartości -------- , gęstość prądu do
r R 2

K owartości -------. Odpow iednie w spółczynniki są w tedy dane następującym i wzorami:
R2
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w których
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dla obszaru / ,  tzn. dla 0 < r  < R \ , czyli 0 < x < / 3 ,  mamy

t'H (,,.id£>= A, k'E(x), S ś ^ . , J a2A>.x
Ko Ko “ £ Jjj_  Ko 

y R 2

dla obszaru I I , tzn. dla R\ < r  < R2 , czyli /? < x  < 1 , otrzym ujemy 

n ,  ,  " f W  A2 I0(yf 2 j a x )  + A:iK 0( j 2 j a x )

(15)

it"  (x) = ^ 2 1  = - -2 (16)— Ii V 7 TJ TJ
Ho  — o

Ł e (x) = ^ J ^  = - Ę ^ - \ a 2 I i ( y [ 2 j a x ) - Ą 3 K ^ J J j a x ) } ,  (16a)
" o
y R 2

dla obszaru I I I , tzn. dla r > R 2 , czyli x > 1, zachodzi

Z Z f W  , ,111, E&(X)  1 l / r -  \2  M ,
ł « W = = 77 = » • * “ (*) =

ü o  — 0 ■*
\ ( j 2 j a x f

"o
(17)

y R 2

4. ROZKŁAD POLA M AGNETYCZNEGO

W spółczynnik k H (x)  określający rozkład pola magnetycznego w  różnych obszarach 

wsadu rurowego je s t liczbą zespoloną

(■*) = = k H (x) exP [j (PkH (•*)] > ( 18)
Zło

gdzie <Pich (x ) jest argum entem  tego współczynnika, zaś k H (x) jego modułem, przy czym

kH (x) = ^  . Za pom ocą tego współczynnika przedstawiamy rozkład modułu natężenia
H o

pola m agnetycznego w  różnych obszarach wsadu rurowego dla różnych wartości param etru a  -  
rys. 2 .

Rozkład natężenia pola magnetycznego możemy także przedstawiać w postaci funkcji 
zm iennych x oraz czasu t. W  tym  celu wprowadzamy współczynnik zespolony w  postaci 
funkcji zespolonej pow yższych zm iennych rzeczywistych

H  (x,t)
k H (x,t)  =  — —------ exp[j m ż)] = k H (x) exp[j w  /) ] .  (19)

ZZo
Przebieg rzeczywisty zm ian pola magnetycznego określamy wtedy współczynnikiem 

kfj (x, t )  =  Im\k_ff (-M )]. Powyższe określenie współczynnika k H ( x , t ) pozwala nam  na 

przedstawienie rozkładu przestrzenno-czasowego pola magnetycznego - rys.3.
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Rys.2. Rozkład modułu pola magnetycznego w róż­
nych obszarach przewodzącego wsadu ruro­
wego dla co = n-1 0 4 rad-s"1, /? = 0 ,6 , 
y = 58-106 S m"1, £ =  0 i różnych wartości 
parametru a

Fig.2. Distribution of the magnetic field module in 
different areas of a tubular conductor for 
co = n-104 rad s"1, y = 58-106 Sm"1, p  = 0,6,
£ = 0  and for different values of the parameter a

5. ROZKŁAD  POLA ELEKTRYCZNEGO

Rys. 3. Rozkład czasowo -  przestrzenny pola magn. 
przewodzącym wsadzie rurowym dla a=5, 
/?=0 ,6 , co = Ti-1 0 4 rad s'1, 
y = 58-106 S m"1, £=  0 

Fig. 3. Time-space distribution of the magnetic field 
a tubular conductor for a=5, /?=0 ,6 , 
co = Ji-104 rad-s"1, y=  58-106 S m"1, £ = 0

W spółczynnik k_E (x)  określający rozkład pola elektrycznego w  różnych obszarach 

w sadu rurow ego je s t liczbą zespoloną

Ł e x̂ ) = = % — - =  k E ( x ) exP[j  <PkE(x )\ (20)

r &2
gdzie (PkE {x) je s t argum entem  tego współczynnika, zaś k E (x) jego  modułem , przy czym  

E  (x)
k E(x) = y  R2 — -----. Za pom ocą tego w spółczynnika przedstaw iam y rozkład m odułu

Ho
natężenia pola elektrycznego w  różnych obszarach w sadu rurowego dla różnych wartości 
param etru a  -  rys. 4. Rozkład natężenia pola elektrycznego m ożem y także przedstaw iać w 
postaci funkcji zm iennych x  oraz czasu t. W  tym  celu, podobnie ja k  we wzorach (2), (2a) i 
(2 b), wprow adzam y w spółczynnik zespolony w postaci funkcji zespolonej pow yższych 
zm iennych rzeczyw istych

!Le ( x ’ {) =  = f r — exP 0  w  01 = —E ( -0  exp[j UJ /)] , (21)
tL o

A R 2
Przebieg rzeczyw isty zm ian pola elektrycznego określam y w tedy w spółczynnikiem  

kE (x, t )  = Im \kE (x ,t) \ .  Powyższe określenie w spółczynnika k E {x, t)  pozw ala nam  na 

przedstaw ienie rozkładu przestrzenno-czasowego pola elektrycznego - rys.5.
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Rys.4. Rozkład modułu pola elektrycznego w
różnych obszarach przewodzącego wsadu 
rurowego dla/? = 0,6, co = 7t-lO4 rad-s'1, 
y = 58-106 S m '1, ę =  0 i różnych wartości 
parametru a

Fig.4. Distribution of the electric field module in 
different areas of a tubular conductor for /? 
0,6 co = jt-104 rad-s'1, £== 0 y = 58-106 S m ' 1 

and for different a

Rys. 5. Rozkład czasowo -  przestrzenny pola 
elektrycznego w przewodzącym 
wsadzie rurowym dl a=5, /?=0 ,6 , ć~ 0 , 
co = 7r-lO4 rad-s'1, y = 58-106 S-m" 1 

Fig. 5. Time-space distribution of the electric 
field in a tubular conductor for a=5, 
/?=0 ,6 , co = 7t-1 0 4 rad-s'1, £=  0 , 
y = 58-106 S-m'1, £=  0

6 . ZAKOŃCZENIE

Uzyskane powyżej pełne postacie wzorów opisujące pole elektromagnetyczne we 
wszystkich obszarach rurowego wsadu cylindrycznego m ogą być podstaw ą do obliczeń 
param etrów  indukcyjnych urządzeń grzejnych do wsadów cylindrycznych. Pozwalają również, 
na m ocy tw ierdzenia Poyntinga, na wyznaczenie mocy wnikającej do wsadu przez jego 
powierzchnię boczną i w konsekwencji do określenia w nim  rozkładu temperatury.

Rozkład natężenia pola elektrycznego przedstawiony na rys.5 wyznaczono na podstaw ie 
wzoru (2 1 ) biorąc go do obliczeń ze znakiem  przeciwnym, tzn. uwzględniając rzeczyw isty

zwrot w ektora E_U (r , t )  (przeciwny do zwrotu wektora jednostkowego 1 @), a tym sam ym  

uw zględniając rzeczywisty kierunek propagacji fali elektromagnetycznej -  przeciw ny do 
zwrotu wektora jednostkow ego \ r walcowego układu współrzędnych -  ry s .l. W tedy też 

porównując rys.3 z rys.5 zauważa się, że przebieg chwilowy gęstości prądu w yprzedza
71

przebieg natężenia pola magnetycznego o kąt <pH, = m At =  — , co odpowiada przesunięciu
4

fazowem u między J q  (r , t )  a H i  (r , t)  dla monochromatycznej fali cylindrycznej w ośrodku 

dobrze przewodzącym  (podobnie jak  dla fali płaskiej w środowisku dobrze przewodzącym -
[2], s. 225).

W pływ prądów  przesunięcia na rozkład pola magnetycznego w rozważanym przypadku 
nagrzewania indukcyjnego wsadów metalowych m ożna określać odnosząc te prądy do prądów

przewodzenia za pom ocą współczynnika k  = . Dla częstotliwości rzędu 20 MHz i
Jc r



w sadów  m iedzianych k Cu =  10-1 1 , zaś wsadów stalowych KFe =  10_1° . Stąd wynika, że o 

rozkładzie pola m agnetycznego we w szystkich obszarach m etalowego wsadu cylindrycznego, 
oprócz zewnętrznego pola m agnetycznego H_0 , decydują wirowe prądy przewodzenia

indukowane w  tym  wsadzie. Zatem  wprowadzenie w obszarze I, tzn. dla 0 < r  < R \ , do opisu 

pola m agnetycznego rów nania (11) je s t uzasadnione. Odm iennie postępuje W ajnberg w  pracy
[13]. U w zględnia on m ianow icie prądy przesunięcia w  obszarze /  otrzym ując w  efekcie dla 
tego obszaru równanie Bessela (równanie (5-3’a) ze str. 107 po niezbędnej korekcie oznaczeń)

d 2 H [ { r )  1  d H U r )  ,  ,  ,
,  +  = r ~ L - < £ ! ) 2 H!z (r) =  0 , (2 2 )

d r 2  r  d r

w którym  zespolona stała propagacji w dielektryku = j  hj*J/.i£ . W  rozwiązaniu rów nania

(2 2 )  otrzym uje się natężenie pola m agnetycznego (wzór (5 -4 b ) ze str. 107; rozwiązanie to 
cytowane je s t także w  pracy [11] na str. 58)

t i [ ( r )  = A Ą I (){ £ , r ) ,  (2 2 a)

oraz natężenie pola elektr. (w zór (5-4r) ze str. 107; rozwiązanie to cytowane je st także w pracy
[11] na str. 58)

Ł e ( r )  =  - J ^ d 4 h d ^ r ) .  (2 2 b)

M ając rozwiązanie w  obszarze II (R \ < r  <  R2 ) w  postaci wzoru (9) i (10), W ajnberg,

staw iając następnie warunki brzegowe (13), w yznacza stałe A 2 ' d .3 (ograniczając

rozw iązanie tylko do obszaru II). Z łożona struktura tych stałych podana je st w [13] na str. 108- 
109. N astępnie wzory te zostają uproszczone (str. 109) dla przypadków  praktycznych, tzn. 
często tliw ości/ <  10 M H z oraz R\ rzędu 200 -300 mm. O stateczna ich postać (wzory (5-5) ze 
str. 1 1 0  po odpowiednich przekształceniach) je s t następująca:

, 2 fur K \ (T_ R\ )  + £_R\ K q {£_R\)  jt a 2 » r / , ( £ / ? , ) - £ / ? ,  I 0 ( T R ^  IT
d 2  -  ^  i l O ’ 4 3  -  ^  H o ’ l23)

D = I0{ r R 2)[2Mr Kl( r R l) + r R l K0( rRi )]+K0( r R 2)[2MrIl( r R 1) - r R i I0( rRi )\. (23a)

Jeśli w  pow yższych w zorach podstawi się n r = 1 , to otrzym a się odpowiednio wzory 

(14a), (14b) i (14d), co oznacza, że rozwiązanie otrzym ane przez autorów  niniejszej pracy 
pokryw a się z rozw iązaniem  otrzym anym  przez W ajnberga dla dow olnych wartości

a  = ^ L  = k R-, = — Rt  G dy zaś jur je s t rzędu 102 - 1 0 3, to rozbieżność m iędzy tymi
8  J 2 ]

rozw iązaniam i zależy silnie od wartości param etru a. Rozbieżność tę określam y stosunkami 
wartości bezw zględnych odpow iednich stałych otrzym anych przez autorów  do stałych 
w yznaczonych przez W ajnberga jako  funkcje (rys. 11) argum entu a,  tzn.
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A.(18«) /186)4
a i ( a ) ° raz a 3 ( a ) (24)



Pole elektromagnetyczne. 81

N a podstawie obliczeń num erycznych stwierdzam y, że wartość 02(0 ) = 1 dla praktycznie 

dowolnej wartości param etru a  lub/i względnej przenikalności magnetycznej ur. Zależność
0 3 (a ) przedstawiono na rys.6 .

log a

Rys. 6 . Zależność a ,  ( a )  stosunku modułów stałych
określających pole elektromagnetyczne od 
parametru a

Fig. 6 . Dependence ( a )  of the relation of the
constant modules defining the electromagnetic 
field from the parameter a

Rys. 7. Rozkład modułu pola magn. we wsadzie rur­
owym: 1 -  wg autorów, 2 -  wg Wajnberga; 
a=l 2, /?=0,85, [tr =500 

Fig. 7. Distribution of the magn. field module in a 
tubular conductor: 1 -  according to the 
authors, 2 -  according to Wajnberg; a=12, 
/?=0,85, fjr =500

Rozbieżność w odniesieniu do m odułów natężenia pola magnetycznego ilustruje rys.7. 
N ajw iększa różnica tych wartości zachodzi na powierzchni wewnętrznej wsadu rurowego i jest

tym  większa, im  w iększa jest wartość fj = —L (wsady cienkościenne). D la wartości parametru
R2

a >  100 różnica ta praktycznie zanika i wykresy te pokrywają się w całym zakresie x. W artość 
param etru a  jest tym  w iększa im większa je st częstotliwość lub/i promień zewnętrzny R2 
wsadu rurowego. W  praktyce nagrzew ania wsadów stalowych ( f <  10 M Hz oraz R2 rzędu 200 - 
400 m m ) wartość a  je s t rzędu 104 —105. Zatem  z rys.7 wynika, że dla wsadów o w zględnie
dużych w ym iarach poprzecznych i przy wysokiej częstotliwości opis pola elektro­
m agnetycznego zaproponowany w niniejszej pracy je st równoważny opisowi podanemu przez 
W ajnberga w  [12]. D la niższych częstotliwości (rzędu 10 -  100 kHz) lub/i m niejszych 
w ym iarów  wsadu autorzy sugerują stosowanie wzorów przez nich wyprowadzonych.

W yprowadzone wzory dla wsadu rurowego m ogą być wykorzystane także do opisu pola 
elektrom agnetycznego w przypadku wsadu walcowego. Przyjmując mianowicie R2 = R  i 

uwzględniając, że przy —> 0  funkcja _ T 7 ? |-» 0 ,  70  ( r /? ] ) -»  1 , 7j (T  7?i) - »  0 ,

Ko(£_Rl )  —» 00, Ki(T_R\ )  —> °o , otrzym ujemy

u l i , \  A ) ( £ r ) UH  ( r)  = --------I i  n , (25)
- z  i o i L R  2 )

co je st w zorem  dla przewodzącego walca m etalowego um ieszczonego w równomiernym 
podłużnym  sinusoidalnie zm iennym  polu magnetycznym  -  [2], s. 199, wzór (9.109) lub w zór 
(5), s. 104 w [3],
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W  podobny sposób otrzym ujem y w zór na natężenie pola elektrycznego w  walcu 
przewodzącym , a m ianowicie

E Il ( r )  =  - =  / | ( ~ r )  H 0 , (26)
Y h ( L R )

co je s t w zorem  (9.110) z [2], s. 199.
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