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ELEKTROMECHANICZNY PRZETWORNIK WIELKOŚCI 
MECHANICZNYCH NA WIELKOŚCI ELEKTRYCZNE

S treszczenie. W artykule przedstaw iono problem atykę przetwarzania mechanicznych 
wielkości położenia, prędkości i przyspieszenia drgających układów maszynowych na 
pom iarowe sygnały napięciowe. Przeprowadzono analizę typowego przetwornika elektro
m echanicznego ze sprzężeniem  m agnetycznym  wychodząc z energetycznych równań 
równowagi dynam icznej Lagrange’a. W yznaczono funkcję przejścia, charakterystyki am 
plitudowe transm itancji przetw ornika oraz określono warunki przetwarzania położenia, 
prędkości i przyspieszenia na sygnał napięciowy.

T H E  E L E C T R O M E C H A N IC A L  C O N V E R T E R  O F  T H E  M E C H A N IC A L  
T O  T H E  E L E C T R IC A L  Q U A N T IT IE S

S u m m ary . The paper presents problem s o f  the conversion o f  the mechanical quantities o f  
the position, speed and acceleration o f  the oscillating mechanical system to the m easuring 
voltage signals. The analysis o f  the typical electrom echanical converter with the m agnetic 
coupling was carried on the ground o f  the energetic equations o f  the Lagrange dynam ic 
equilibrium. The transient function and the gain vs frequency diagrams o f  the converter 
transm ittance were calculated and the conditions o f  the conversion o f  the position, speed 
and acceleration to the voltage signals were determined.

1. RÓŻNICZKOW E RÓW NANIA RÓW NOW AGI

N a rysunku 1 przedstaw iono typowy cylindryczny układ elektromechaniczny, składający 
się z części mechanicznej i elektrycznej ze sprzężeniem  magnetycznym. Obwód elektryczny 
zasilany napięciem  u{t) zaw iera rezystancję źródła R , , rezystancję pomiarową Rp oraz rezy
stancję Rc i indukcyjność L(x) cewki o z zwojach. Konstrukcja mechaniczna składa się z czę
ści nieruchom ej związanej z obwodem  magnetycznym  przetwornika i części ruchomej rdzenia 
o m asie m . Ruchowi rdzenia przeciw działa sprężyna o podatności K i tłumik o współczynniku 
tłum ienia lepkiego D . Dla układu z rys.l w yznaczono różniczkowe równania równowagi.
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Funkcja stanu całkowitej koenergii układu e/ ’\x ,x ,q )  je s t sum ą funkcji stanu koenergii 
kinetycznej E ’k(x) i funkcji stanu koenergii m agnetycznej W^(q,x) tego układu [1]

J r \x ,x ,q )  = E'k{x) + W ń {q ,x)  , (1)

przy czym  funkcje stanu koenergii kinetycznej E'k(x) i koenergii m agnetycznej W^(q,x) odpo
wiednio wynoszą:

E 'k(x) » (2)

W ;(q,x)  =  —L (x )q 2 , (3)

gdzie: i i  q — pochodne czasowe odpow iednio w  m/s i w  Q/s=A zm iennych uogólnionych po
łożenia x dla części m echanicznej i ładunku q dla części elektrycznej; m -  m asa członu ru
chom ego części m echanicznej układu, w  kg; L(x) -  indukcyjność cewki o z zwojach, w  H.
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Rys. 1. Przetwornik pomiarowy wielkości mechanicznych na elektryczne (a); zamocowanie przetwornika
na obiekcie drgającym (b)

Fig. 1. The measuring converter of the mechanical to the electrical quantities (a); fastening of the 
converter on the oscillating object (b)

D la układu elektrom echanicznego z ry s .l ,  przy zerowym  spadku napięć m agnetycznych w  
ferrom agnetycznym  rdzeniu obwodu m agnetycznego (przy j jFe=ao) układu elektrom echanicz
nego, indukcyjność L(x) je s t funkcją zm iennej uogólnionej położenia x i wynosi:
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=  , (4)
d  + x

gdzie: 2  -  liczba zwojów cewki; //0=4;t l ( r 7 H/m -  przenikalność magnetyczna powietrza; SFe 
-  przekrój powierzchni czołowej rdzenia, w  m2; d  -  grubość przekładki mosiężnej, w tn; x -  
zm ienna położenia części ruchomej rdzenia, w m.

Kładąc relacje (2) i (3) do relacji (1) przy uwzględnieniu indukcyjności L(x) z relacji (4), 
otrzym uje się funkcję stanu całkowitej koenergii ^ \ x , x , q )  układu elektromechanicznego ze 
sprzężeniem  m agnetycznym

2
<J r '(x ,x ,q ) = l-m x 2 + , (5)

2 d + x

gdzie przez a oznaczono

1 2
a — ~  u 0 z  Spe . (6)

Funkcja stanu całkowitej energii układu elektrom echanicznego T~(x,q) je s t sum ą funkcji 
stanu energii potencjalnej Ep(x) i funkcji stanu energii elektrycznej We(q) tego układu

T '{x ,q )  = Ep(x )+ W e{q) , (7)

przy czym funkcje stanu energii potencjalnej Ep(x) i energii elektrycznej We(q) odpowiednio 
wynoszą:

Ep{x) =^ T k ~  ’ (8)

We(q) = 0 , (9)

gdzie: b -  położenie początkowe sprężyny, w  m; K -  podatność sprężyny, w  m/N. Zauw aża 
się, że przy położeniu rdzenia ruchom ego w  pozycji x=b  sprężyna nie w yw iera żadnej siły
(wówczas energia zm agazynowana w sprężynie równa się zeru). Energia elektryczna układu
We(q) je s t równa zeru, ponieważ w układzie nie występuje magazynowanie tej energii.
Kładąc relacje (8) i (9) do relacji (7), otrzym uje się funkcję stanu całkowitej energii 9^(x,q) 
dla układu elektrom echanicznego

T ( : * , q ) J Ł * r _  (10)
2 K

Funkcja Lagrange’a -Z’( i , x,q) układu elektrom echanicznego z rys.l jest różn icą funkcji 
stanu całkowitej koenergii ^ f \x ,x ,q )  z  relacji (5) i funkcji stanu całkowitej energii T '(x,q) z 
relacji (10), czyli po odjęciu tych funkcji otrzym uje się :
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&  (x, x, q) = J r \ x ,  x ,q ) - T ~ ( x ,  q) = - (U)

Funkcja dyssypacji R ayleigha y { x ,q )  je s t równa:

J T ( x , q ) = - D x 2 + - ( R S + Rc + Rp ) q 2 , ( 12)

gdzie: D -  w spółczynnik tłum ienia lepkiego, w  Ns/m; Rs , Rc i Rp -  rezystancje odpowiednio 
źródła napięcia zasilającego, cewki i bocznika pom iarow ego, w £1.

Siły zew nętrzne Qx(g ,y )  i Qq(>) odpow iednio dla części m echanicznej i części elektrycz
nej wynoszą:

gdzie: g =9,8067 m/s2 -  przyspieszenie grawitacyjne; y  -  przyspieszenie w yw ierane przez ze
w nętrzne źródło drgań, w m/s2, w przypadku badania drgań w kierunku pionow ym  (rys.l).

Rów nania równowagi dynam icznej części m echanicznej oraz części elektrycznej badanego 
układu elektrom echanicznego w yznacza się z rów nań Lagrange’a określonych odpow iednio dla 
zm iennej uogólnionej m echanicznego położenia x i prędkości x oraz dla elektrycznego ła
dunku q i prądu q , czyli odpowiednio z równań:

Uwzględniając funkcje & {x , x,q) i J~(x,q) z rów nań (11) i (12) oraz kładąc równania (13) i 
(14) odpow iednio do równań (15) i (16), w w yniku odpow iednich operacji różniczkow ania 
otrzym uje się następujące nieliniow e różniczkow e równania równowagi dynam icznej:

W równaniu równowagi m echanicznej poszczególne składniki sumy lewej strony równania 
(17) kolejno stanowią: siłę m asy bezwładnej mx , siłę tłum ienia lepkiego Dx , siłę w ytw orzoną 
przez sprężynę oraz siłę pochodzenia elektrycznego >za® w równaniu równowagi
elektrycznej poszczególne składniki sumy lewej strony równania (18) kolejno stanowią: napię-

Qx(g’ 'y) = mg + m y  , 

Qq{t) = u ( t)  ,

(13)

(14)

d f d ś f ( x , x , q ) \  d J ż f(x ,x ,q )  d ^ { x , q )
= Q x(g>y)  > (15)

d / ^  dx  J  8x  8x8x

d f  8J tf (x ,x ,q ) )  8S f (x ,x ,q )  8^ { x , q )  _  
ń t {  8q )  8q 8q

(16)

m x + D x  + (17)

(18)
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cie q na indukcyjności L(x) , napięcie (Rs + Rc+ Rp)q  na sumarycznej rezystancji obwodu 
elektrycznego i napięcie -  qx pochodzenia mechanicznego.

Dla statycznej pracy układu elektrom echanicznego z ry s .l , przy stałej wartości napięcia 
zasilającego u(t)=Ua i niewystąpieniu drgań m echanicznych y(t)= con st, również stałymi w ar
tościam i pozostaną: położenie rdzenia ruchom ego x(t)=xD oraz prąd q(t)=q0 . Stąd na podsta
w ie równań (17) i (18) otrzym uje się następujące równania równowagi statycznej:

x - b  a ą l

~ T ~ +7 7 v =m8 ’K  \ d + x 0) 

[R s+ R c + Rp)4o = U0 ■

(19)

(20)

2. LINIOW E PRZYROSTOW E RÓŻNICZKOW E RÓW NANIA RÓW NOW AGI

Przyjmuje się, że dla bardzo małych czasowych odchyleń napięcia zasilającego od zadanej 
stałej wartości Ua danej zależnością

h(0  = C/o + « ,( 0  , (21)

odpow iedź układu będzie rów nież podobnej postaci, czyli:

x ( t)  =  xa +  x l ( t )  , (22)

W )  = q0 + <i\ ( 0  » (23)

przy czym: u ,« U a , x ,« x„ i q , « q 0 .
D la takiego w ym uszenia napięciowego przy niewielkim  odchyleniu wokół punktu pracy 

statycznej również poszczególne wyrazy w równaniach (17) i (18) będą zawierać składowe 
stałe i małe przyrosty wokół tego stałego poziomu pracy statycznej. Zależności takie otrzym uje 
się przez rozwinięcie poszczególnych w yrazów  tych rów nań (funkcje jednej lub kilku zm ien
nych) w  szereg Taylora w okół wartości statycznego punktu pracy i ograniczeniu się tylko do 
wyrazów liniowych rozwinięcia.

Rozwijając w szereg Taylora czwarty wyraz równania (17), otrzym uje się:

(,d + x f  ( d  +  x0 f  ( d + x 0 )2 ° ( d + x a f

a t f  . + Zaclo -t _  ^ °q ó  (24)
( d + x „ ) 2 ( d + x a f  ( d + x 0 f
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zaś rozw ijając w  szereg Taylora w yraz pierwszy i trzeci rów nania (18), otrzym uje się: 

2a  .. 2a  2a  / . .  \  2a^0
, 9 — , 90 + , ( i  90) / y

2 a . . 2a . . 2 ax,

( d + x f -
90*0 +-

/■ \  2 a  ..
\ x - x o ) = - r — 9 i  i/ + X0

2 a ?0 r-  ■

(25)

4 «9« 2 a 90 ■
u"* ' '( i/+ x 0)3 ° ( i/+ x 0)

Kładąc relację (24) do rów nania (17), po odpow iednim  uporządkowaniu, otrzym uje się:

(26)

x, 2 a q ł 2aq
mx\ + D x x H--------------------r-JCj + - ---------—q t

K  ( d  + xaf  ( d  + x0f

■ 2
x o ~ b  +  a 9 0

K  ( d + x 0f
[m y{]+ [m g\ , (27)

natom iast kładąc relacje (25) i (26) do rów nania (18), otrzym uje się:

20  q x+ (R s + R c + Rp ) q x-  JĆ,
d + x . { d  + x0)2

-[(i?s + 7?c + JRp)90] = k « ] + k ]  , (28)

przy czym  w równaniach (17) i (18) uw zględniono zależności (21), (22) i (23), dla których za

chodzi: x = xl , x = xt , q=<i\-
Odejm ując stronam i rów nania (19) i (20) odpow iednio od rów nań (27) i (28), otrzym uje 

się liniowe przyrostow e równania różniczkow e układu elektrom echanicznego, opisujące pracę 
tego układu w pobliżu stałego punktu pracy ( xa , qa ), czyli

^ . 1 2aó :  2 aq
m xx + D x x + —  x, -  °— + °-rr 9i = W i

\ d + x o) (.d  + x0)

9 i  +  { R S +  R c  +  R p ) ^ \  ~  /  ^ 7 7 x \  =  u \ ( 0  ■
{ d + x 0)d + x .

(29)

(30)

Przy pom inięciu znikom o małej siły przyrostow ej k + t ’)2 W r° w nan' u (2<̂ ) oraz Przy~ 
jęciu  zerowego przyrostow ego napięcia zasilającego Mj(i)=0 w  równaniu (30), rów nania (29) i 
(30) przedstaw ia się w następującej postaci operatorowej:

9 'N
2 ^  1 2.aqmp~ + D p -\— -  —

K  { d + x 0f
x{ + 0 = m p 1 y x

_ 2aq£_

( d  + xo)‘
- p x  1 +

2 a 

d  + x. ■P + [ R s  +  R c  + R p ] 9 1 = 0

(31)

(32)
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3. TRANSM ITANCJA PRZETW ORNIKA

Rozwiązując równania (31) i (32) względem  przyrostow ego prądu ¿¡t, otrzym uje się:

A (p )q  i =

2 ^  * 2a<łnm p  + D p  + —  ------ —
K  ( d  + x0f  

2 a q o „

gdzie:

A (p )=

( d + x 0f

2 1 2a ą l
m p  + D p + —

m p - y  [ 

0

2 a <io 3

/ Y mP y '\ d  + x0)
(33)

K  ( d  + Xof  

2clŚ o „ 2 a

( d  + x0f

■ 22 „  1 2aq0
m p  + D p  + ------------- —

K {d+x0f

d + x ( 

2  a

d+ x„

- P  +  { R s  +  R c  +  R p )

(34)

Uwzględniając zależność na napięciowy sygnał wyjściowy uJt) przetwornika z rys. 1, czyli

u„(t) = R p qx( t) , (35)

na podstawie równań (33) i (34) otrzym uje się transm itancję operatorow ą przetwornika jako 
związek pom iędzy wyjściowym  napięciem pom iarowym  up i przyrostowym położeniem y,

p

y i

2 a q 0m 3
P t  , ,  \2 P( d  + x0)

2 n  1 m p  + D p + -
K  ( d  + x0f

2 a
d  + x, P  + {Rs + Rc + Rp)

(36)

k tórą przedstawia się w postaci:

Ti

k p
/

- ^ T + 2 ^ — + 1 
K 0Jn /

(37)

{zp  + 1)

gdzie przez k , a>2n, ę  i r  (odpowiednio w  Vs3/m, rad2/s2, s) kolejno oznaczono:
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k  =
2 Rp my/ aK  yjKmg + b - x Q

(  vm'n
3xa [R, + R C + Rp ) 1 °

l x° J

oc2 =-

m K

ę--

f  min ^
l - Z s —

Xo J  

1 + ^

D
2  mro„

T =
2 a Moz ~S/'Fe

(d  + xo ) iRs + R c + R d) (d  + X0) (Rs + Rc + Rd) Rs + R c + R d

przy czym La je s t indukcyjnością cewki dla rdzenia w położeniu pracy ustalonej

(38)

(39)

(40)

(41)

^oz R lFe

d + x „
(42)

natom iast w ystępująca w równaniach (38) i (39) wartość x'™n je s t m inim alną w artością położe
nia rdzenia, w ynikającą z zakresu pracy stabilnej układu, wynoszącą:

* r = f {Kmg + b ) Ą d  .

N a podstaw ie relacji (37) określa się transm itancję zespoloną przetwornika

(43)

I i

* ( j « r

j 2 ^  + l - ^
a>„ roi

(j Ta + l)

(44)

dla której m oduł w jednostkach bezwzględnych je st równy:

I i

kro

/  >2 (  2 \ ̂  ̂ co , (O
2 C— + 1----- 1
 ̂ mn J

+ 1

(45)

natom iast w dB wynosi:

20 log 10 i k
I I

=  20 log10(£) + 60 log10(i») - 1 0  logsio

r \

2 C— \

2
+

(  2 ) 2 '

-1 0 1 o g 10[(r<y)2+ l]
V v

(46)
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przy czym dwa ostatnie wyrazy relacji (46) aproksym uje się odpowiednio do postaci:

-lO log 10 2 ę —
\ 2

1-
co~

-10 log j0 (1) = 0 dla c o « c o n

-40 log
f  ^co

10 dla co »  co„
(47)

-  lOlog 10 [ M 2+l] = <
— 10 log10 (1) = 0 dla c o «  —

T

-2 0 1 o g 10(rća) dla c o »  —
T

(48)

4. CHARAKTERYSTYKI AM PLITUDOW E TRANSM ITANCJI

N a podstawie relacji (46) wyznaczono asym ptotyczne charakterystyki amplitudowe trans- 
mitancji przetw ornika elektrom echanicznego z rys.l dla dwóch przypadków wystąpienia w za
jem nej zależności pom iędzy param etram i wn i -jr układu: (a) gdy co„« ~r oraz (b) gdy 
Y «  con. Odpowiadające charakterystyki przedstawiono na rys.2a i 2b.

Dla przypadku (a) zauważa się, że przy pracy przetw ornika w przedziale pulsacji co rów 
nej a „ « co  « Y  transm itancję zespoloną z relacji (44) m ożna aproksymować do zależności:

= ^ = A v {]co)
Hi

(49)

co w ynika z postaci operatorowej

Tl

N a podstaw ie relacji (50) otrzym uje się:

—  = A uP . (50)

uP = A>py\ =Auy\ . (51)

zatem  w zakresie nachylenia charakterystyki +20 dB/dekadę (rys.2a), przetwornik pracuje jako  
m iernik prędkości y , . Dla pulsacji ¿y » -p  urządzenie jest przetwornikiem położenia.

D la przypadku (b) zauważa się, że przy pracy przetwornika w przedziale pulsacji co rów 
nej y << c o « co „  , transm itancję zespoloną z relacji (44) m ożna aproksymować do zależności

= ^  = M J® )2 » (52)
21i

co wynika z postaci operatorowej



28 A. Cioska

y i
N a podstaw ie relacji (53) otrzym uje się:

uP = AaP 2y \ = Aa y \ > (54)

zatem  w  zakresie nachylenia charakterystyki +40 dB/dekadę (rys.2b) przetw ornik pracuje jako 
m iernik przyspieszenia j>,. Dla pulsacji co » con urządzenie jest przetwornikiem  położenia.

Rys. 2. Asymptotyczne charakterystyki amplitudowe transmitancji dla: (a) con<<— oraz (b) —<<ttun 
Fig. 2. The asymptotic gain vs frequency diagrams of the transmittance for: (a) &>„« —

and (b)

5. PODSUM OW ANIE

N a podstaw ie otrzym anych w punkcie 4 charakterystyk am plitudowych transm itancji oraz
relacji m atem atycznych z punktu 3 zauw aża się, że przetw ornik elektrom echaniczny z rys.l
przy starannym  zaprojektow aniu obwodu elektrycznego i części mechanicznej m oże pracować
w dwóch wersjach w ystąpienia wzajem nej zależności pom iędzy param etram i co„ i -jr układu:

1 . 1
(a) jako  m iernik prędkości i położenia w zakresie pulsacji odpowiednio con« c o « j -  i c o » - j ,  
jeżeli con« Y  (rys.2a) albo (b) jako  m iernik przyspieszenia i położenia w zakresie pulsacji od
powiednio y « co« co„ i o)»co„ , jeżeli j-<<con (rys.2b).

Rozpatrzono w ystępowanie drgań m echanicznych w kierunku pionowym  (rys.l). W przy
padku analizy drgań w  innym kierunku należy odpowiednio zm odyfikować równania przed
stawione w punkcie 1. A nalizow ane drgania opisuje się czasowym i funkcjami okresowymi 
y,(t)  w okół punktów  równow agi statycznej i rozkłada się na szereg Fouriera. Param etry co„ i 
— układu dobiera się tak, aby harm oniczna drgań o najwyższym  rozpatrywanym  rzędzie znala
zła się w zakresie pulsacji odpowiadających jednem u z trzech rodzajów przetworników (poło
żenia, prędkości, przyspieszenia), biorąc pod uw agę założoną dokładność pomiarową.
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A b s trac t

The analysis o f  the typical electrom echanical converter with the magnetic coupling was 
carried on the ground o f  the energetic equations o f  the Lagrange dynam ic equilibrium.

The analyzed converter, when its electrical circuit and mechanical com ponents are care
fully designed, can operate in 2 versions o f  the interdependence existence between parameters 
con and y  o f  the device: (a) as the speed and position m eter in the appropriate ranges 
con« o ) « j r  and ® » y  for con« \  (Fig.2a) or (b) as acceleration and position meter appro
priate y  « a)« a>n and co»con for y «  con (Fig.2b). The mechanical oscillations were consid
ered in the vertical direction. The equation presented in the chapter 1 should be properly m odi
fied for case o f  the analysis o f  the oscillations in the other direction. The analyzed oscillations 
are described by mean o f  the time dependent periodical functions y,(r) around the points o f  the 
static equilibrium and distributed in Fourier series. The device parameters con and y  are 
m atched so, that highest order oscillations harm onic occurs in the range o f  oscillations that cor
respond to one kind o f  the meters (o f  the position, speed and acceleration), taking in account 
the assum ed measuring accuracy.


