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ANALIZA FUNKCJI GRUBOŚCI SZCZELINY POWIETRZNEJ I JEJ 
ODWROTNOŚCI PRZY PEŁNYM I NIEPEŁNYM DWUSTRONNYM 
UŻŁOBKOWANIU OBWODU MAGNETYCZNEGO MASZYNY 
ELEKTRYCZNEJ

S treszczenie. Dokonano analizy funkcji grubości szczeliny powietrznej i jej odwrotności 
dla przypadków dwustronnego pełnego i niepełnego użłobkowania obwodu 
m agnetycznego. Przeprowadzono analizę harm oniczną obu funkcji oraz wskazano 
m ożliwości ich dalszego wykorzystania.

A N A L Y S IS  O F  T H E  A IR -G A P  L E N G T H  F U N C T IO N  A N D  IT S  
R E C IP R O C A L  F O R  A N  E L E C T R IC  M A C H IN E  H A V IN G  D O U B L E  F U L L  
A N D  N O N  F U L L  S L O T T IN G  O F  T H E  M A G N E T IC  C IR C U IT

S um m ary . An analysis o f  the air-gap length function o f  an electric machiine having 
doubly slotted m agnetic circuit and its reciprocal is presented. Results o f  the: harmonic 
analysis o f  both functions are presented. The full and not full slotting o f  thee magnetic 
circuit cases are considered. Applications o f  the presented air-gap length reciprocal 
function are proposed.

1. W PROW ADZENIE

N a właściwości maszyn elektrycznych decydujący wpływ ma rozk ład  pola 
m agnetycznego w szczelinie powietrznej, który je s t uwarunkowany sposobem w ykonania 
uzwojeń oraz kształtem  obwodu m agnetycznego. Duża grupa maszyn elektrycznych m a obwód 
m agnetyczny, charakteryzujący się dwustronnym użłobkowaniem pow ierzchni 
przyszczelinowych stojana i wirnika, jak  przykładowo przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Dwustronnie użłobkowana struktura obwodu magnetycznego maszyny elektrycznej 
Fig. 1. A doubly slotted structure of the magnetic circuit of an electric machinę

Dwustronne użłobkowanie obwodu m agnetycznego je st przyczyną odkształcenia pola 
m agnetycznego w  szczelinie powietrznej i może być źródłem  generowania m om entów 
reluktancyjnych [1]. W  pew nych typach silników elektrycznych (np. silnikach indukcyjnych 
klatkowych i silnikach pierścieniow ych) m om enty reluktancyjne m ają charakter m om entów 
niepożądanych, natom iast w silnikach reluktancyjnych m om enty te m ogą być m om entam i 
użytecznym i. Przykładem  silnika, w  którym  m om ent reluktancyjny pełni rolę użyteczną, jest 
silnik asynchroniczny synchronizow any m om entem  reluktancyjnym  (ASM R), którego budow a 
je st przedstaw iona na rys. 2 [6,7],

oś d 
i

Rys. 2. Silnik asynchroniczny synchronizowany momentem reluktancyjnym 
Fig. 2. The asynchronous motor synchronised by reluctance torque

Obw ód m agnetyczny w irnika takiego silnika charakteryzuje się obecnością dużych oraz 
m ałych zębów  (użłobkow anie niepełne). Po przyjęciu pew nych założeń upraszczających 
(liniow ość obwodu m agnetycznego, uw zględnienie tylko składowej prom ieniowej pola
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m agnetycznego) rozkład natężenia pola m agnetycznego w szczelinie powietrznej można 
opisać następująco [4]:

H(at ,9) = - j ^ Ł - +H( O .S )-lfM L  (1)
S ( a s ,9 )  S ( a s , 9 )

gdzie: as - w spółrzędna kątow a w zdłuż rozwiniętego obwodu maszyny,
9  - kąt położenia w irnika w zględem  stojana,
0 ( a j  - rozkład przepływu w zdłuż obwodu m aszyny,
8(as, 9 ) -  rozkład grubości szczeliny powietrznej w zdłuż obwodu m aszyny,
8 (0 ,9 )-  grubość szczeliny powietrznej dla as=0,
H (0 ,9 )-  natężenie pola m agnetycznego dla a  =0.

W artość H (0 ,9 )  m ożna wyznaczyć z warunku bezźródłowości pola magnetycznego [3,4], 
Z zależności (1) w ynika zatem konieczność znajom ości funkcji przepływu &(a j  oraz funkcji 
grubości szczeliny powietrznej 8(as,9 ). Funkcje rozkładu przepływu © (a j  dla różnych typów 
uzw ojeń są  znane [5]. Dalej przedstaw iona zostanie analiza funkcji 8(as,9 )  oraz jej 
odwrotności w odniesieniu do m aszyn elektrycznych posiadających pełne dwustronne 
użłobkowanie obwodu m agnetycznego (rys. 1) oraz niepełne dwustronne użłobkowanie (rys. 
2).

2. FUNKCJA ZASTĘPCZEJ GRUBOŚCI SZCZELINY POW IETRZNEJ

2.1. U żłobkow anie pełne

Rozpatrzony zostanie obwód m agnetyczny przedstawiony na rys. 3, posiad;ajacy pełne 
dwustronne użłobkowanie i żłobki prostokątne bez skosu.

Rys. 3. Struktura obwodu magnetycznego o dwustronnym, pełnym użłobkowamiu 
Fig. 3.The structure of a magnetic circuit having fuli double slotting

W ypadkow ą grubość szczeliny powietrznej dla takiego obwodu magnetycznego można opisać 
następującą funkcją:

S { a s ,&) = S  + dl ( a ll) + Sr { a ll. 9 ) ,  (2)

gdzie 8 -  m inim alna grubość szczeliny powietrznej.
Funkcje Ss( a j  i Sr(a s, 9) występujące w zależności (2) m ożna z kolei wyrazić następująco:
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* » ( « ,)  =  * A .  («*)» (3)

Sr ( a s . 3 )  = hrSru( a s , 3 ) ,  (4)

gdzie: hs - głębokość żłobków  stojana, 
hr - głębokość żłobków  wirnika.

Funkcję Ssu( a j  w ystępującą w  zależności (3) m ożna wyrazić następująco:

Sm ( « , ) :
1 I  ^ S ^ O S  ^  1 ^ s  ^ o s

5 5 2 2 s s 5 2 2 , (5)
0; dla pozostałych a s

gdzie: rs = ~ ~  ~ kątowa podziałka żłobkow a stojana,
Qs

Qs - liczba żłobków  stojana,
a os - szerokość kątow a żłobka stojana,
A i=0,l,

N a rysunku 4 przedstaw iono przykładowy wykres funkcji Ssu(a J  opisanej zależnością (5) 
dla przypadku Qs= 8 żłobków stojana, których szerokość kątowa a os je s t równa połowie 
kątowej podziałki żłobkowej rv.

SSU((X$)

Rys. 4. Przebieg funkcji SsJ a j  dla Qs=S, a„,=0,5 rv 
Fig. 4. The function Ssu(aJ  for Qs=8, aos=0,5 rs

Funkcję (5) jako  funkcję okresową, o okresie równym  2 tt, przy dowolnym przyjęciu początku 
układu współrzędnych, m ożna rozw inąć w  szereg Fouriera o następującej ogólnej postaci [3]:

3su ( a s ) = + Z K “  co s { vsa s ) +  ̂ " sin { vsa s )) • (6)

W  w idm ie harm onicznym  funkcji Ssu(a J , oprócz składowej stałej, pojaw ią się harm oniczne 
przestrzenne o rzędach:

v , =  kQs , (7)

gdzie: £=1,2 ,3 ,...,« .
H arm oniczne przestrzenne o rzędach vs, w ynikających z zależności (7), są  zw iązane z 
użłobkowaniem  stojana. Przyjm ując początek układu współrzędnych a s=0 w  osi zęba stojana
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(rys. 3) w yrażenie (6) m ożna ostatecznie zapisać następująco:
Q SU ~  ^

Ą „ K ) = - 4 - + X  cv” cos vsa s • (8)

Do określenia funkcji 8ru(a s,9 )  występującej w zależności (4) wprowadzam y funkcję S J a r) 
zdefiniow aną następująco:

Sru(ar) =
1; krTr + ^ - ^ - < a r < k rTr + ^ -  + ̂

2 2 2 2 ,  (9)
0; dla pozostałych a r

gdzie: Tr =  ~  - k itow a podzialka żłobkowa wirnika,

Qr - liczba żłobków wirnika,
a or - szerokość kątow a żłobka wirnika,
kr= 0 ,\,...,Q r- \ .

N a rysunku 5 przedstaw iono przykładowy wykres funkcji 8ru(Or) opisanej zależnością (9) dla 
przypadku Qr= 6 żłobków wirnika, których szerokość kątowa a or je s t równa połowie kątowej 
podziałki żłobkowej rr.

8ru(CCr)

Or[°]

Rys. 5. Przebieg funkcji 8ru(ar)  dla Qr=6, aos=0,5ą 
Fig. 5. The function 8ru(ar) for Qr= 6, aor=0,5rr

Funkcję (9) jako  funkcję okresową, o okresie równym 2 ji, m ożna również rozwinąć \w szereg 
Fouriera o następującej ogólnej postaci:

Sru{a r ) = - ^ -  + cos ( vra r ) + bs~ sin ( vrctr ) ) .  (10)
vr

W widmie harm onicznym  funkcji S ^ a J ,  oprócz składowej stałej pojaw iają się harmoniczne 
przestrzenne o rzędach:

K = k Q r . (11)

Harmoniczne przestrzenne o rzędach vr wynikających z (11) są  związane z użłobkowaniem 
wirnika. Przyjmując początek układu współrzędnych związanego z wirnikiem w osi zęba 
wirnika, zależność (10) m ożna przestawić w następującej formie [3]:
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Sfu 00

¿ru(ar ) =  ^ r - + Y . Cv™C0SVra r • (12)
K

Położenie w irnika m ożna następnie wyrazić w układzie współrzędnych związanym  ze 
stojanem  poprzez następujące wyrażenie:

a r - a s - 19. (13)

U w zględniając równanie (13) w  równaniu (12) ostatecznie otrzym uje się:
Sn, 00

Sru ( a ,  - ■9) =  + Z  C0S y r  K  ~ 5 ) • O 4 )
1 Vr

Z zależności (14) w ynika zatem, że harm oniczne o rzędach vr, w przeciw ieństw ie do 
harm onicznych o rzędach vs, przesuw ają się w raz z obrotem  w irnika o kąt m echaniczny 9  
równy kątowi obrotu w irnika w zględem  stojana.

2.2. Użłobkowanie niepełne

Przez użłobkowanie niepełne rozum iany będzie obwód m agnetyczny o strukturze jak  
przedstawiono na rys. 2. Do dalszej analizy przyjęte zostaną tylko przypadki, gdy zęby w irnika 
usuwa się w  taki sposób, aby pow stała parzysta liczba grup zębów składających się z pewnej 
liczby małych zębów.

a Ę=o

STO JA N

a «rf°
-Sr fU  + a ór

15

fxor

WRNIK

Rys. 6. Struktura obwodu magnetycznego o dwustronnym, niepełnym użłobkowaniu 
Fig. 6.The structure of a magnetic circuit having non fuli double slotting

W ypadkow ą grubość szczeliny powietrznej dla takiego obwodu m agnetycznego, podobnie jak  
dla przypadku pełnego użłobkowania, m ożna opisać następującą funkcją:

5 ( a s , 9 )  =  S  + Ss ( a s ) + S'r ( a s , 9 ) .  (15)

Funkcję S ’r (a s , 9 ) w ystępującą w równaniu (15) w yraża się następująco:

Sr ( a s , 9 )  = hrS'm ( a s , 9 ) .  (16)

Funkcję ó'ni( a s , 9 ) m ożna wyrazić poprzez wprowadzenie pomocniczej funkcji S'ru ( a r ) 

określonej następująco:
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S 'ru K  )  =

1; (k,TCr +k2Tr -  a or < a r < k ,rGr + +k2rr ) a

a ( V g ,  + g rrr - a „  < a r < ( k , + l ) t Gr) , (17)

0; dla pozostaych ar .

gdzie: 2 n
tg = —  - kątowa podziałka grupowa (związana z liczbą grup m ałych zębów)

'  G r

wirnika,
Gr -  liczba grup małych zębów wirnika,
g r — liczba m ałych zębów przypadających na je d n ą  grupę,
k j= 0 ,\,...,G r- \ ;  k2= \,2 ,...,g r- \ .

Funkcję (17) jako  funkcję okresow ą po uwzględnieniu zależności (13) można przedstawić w 
postaci następującego rozwinięcia:

S'n  ( a t . B ) s ^ — + ¿ c f™ c o s  vGr ( a , - 9 ) .  (18)
%  '

W widm ie harm onicznym  funkcji S'ru ( a s ,9 )  oprócz składowej stałej po jaw iają się 

harm oniczne o rzędach:

va , = kGr-  (19)
Funkcje (14) i (18) opisujące odpowiednio pełne i niepełne użłobkowanie w irnika m ają  tak ą  
sam ą postać. Różnice w obu przypadkach sprow adzają się do innych rzędów harm onicznych 
pojawiających się w widmach. Ponadto współczynniki szeregu Fouriera (14) zależą  od 2 
param etrów (Qr, a or), podczas gdy współczynniki szeregu (18) są  funkcją 4 param etrów  (Qr,
&or> Gr> gr)’

3. FUNKCJA ODW ROTNOŚCI ZASTĘPCZEJ GRUBOŚCI SZCZELINY POW IETRZNEJ

Jak w ynika z zależności (1), większe znaczenie dla wyznaczenia rozkładu natężenia pola 
m agnetycznego w szczelinie powietrznej ma funkcja odwrotności w ypadkow ej grubości 
szczeliny powietrznej 1/S(as, 9 ) .  Odwrotność funkcji wypadkowej grubości szczeliny 
powietrznej m ożna przedstaw ić w  następującej formie analitycznej [2]:

^ K - - 9) s ( a „ , B )  8  8 ( 8  +  hs ) Ssu^  8 ( 8 + hr ) Sru â s ’^  +

+
i

K  K
S ( S  + hr ) ( S  + hs ) ( S  + hs + h r )

(20)
8 su ( a s ) 8 r u { a s ’ 8 ) -

3.1. U żłobkow anie pełne

N a podstawie zależności (20) m ożna dokonać analizy harmonicznej funkcji odwrotności 
wypadkowej grubości szczeliny powietrznej. Na podstawie zależności (8) i (12) równanie (20) 
m ożna przedstawić następująco [3]:
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7 {<*s ■ &) = r0 -  Z  ri,'cos ( “  ■>) -  Z  cos vr ( a t - 3 )  +
V V (21)

00 00

+ Ż Z < c o s ( K ± v r | a ł  - s g n ( v r ± v i )v r 5 ) .

Z rów nania (21) w ynika, że w  w idm ie harm onicznym  funkcji odwrotności grubości szczeliny 
pow ietrznej poza składow ą sta łą  y0 pojaw iają się harm oniczne o rzędach v„ vr oraz dodatkowe, 
tak zwane harm oniczne różnicowe. Rzędy harm onicznych różnicowych wynoszą:

vd =\ksQs ± k rQr \.  (22)

H arm oniczne różnicow e, podobnie jak  harm oniczne o rzędach vr, przem ieszczają się w raz z 
obrotem  wirnika.

3.2. U żłobkow anie n iepełne

Funkcję odwrotności wypadkowej grubości szczeliny powietrznej w odniesieniu do 
przypadku niepełnego użłobkow ania obwodu m agnetycznego w irnika na podstaw ie zależności 
(8), (18) i (20) m ożna przedstawić następująco:

00 00

y \ a s , 9 )  = r'0 - Y J7 Svsco s [ v sa s ) - 1 ^ , c o s vGr ( a s - & )  +
n  VGr

(23)
00 00 / I I  \

+I Z < cos( h ±i/^ h  - s g n ( vG, ± v s ) vcr'9 )-
K  vGr

Rów nież w  tym  przypadku w  widm ie harm onicznym , poza skaładow ą sta łą  i harm onicznym i o 

rzędach vs i VG , po jaw iają się harm oniczne różnicowe.

4. PODSUM OW ANIE

N a podstaw ie analitycznego przedstaw ienia funkcji odwrotności grubości szczeliny 
pow ietrznej dokonana została jej analiza harm oniczna dla przypadków  pełnego i niepełnego 
użłobkowania obwodu m agnetycznego wirnika. Uzyskane rozwinięcia m ają  taką sam ą ogólną 
postać, różn ią się natom iast pod względem  rzędów harm onicznych występujących w ich 
w idm ach oraz ilością param etrów  w pływających na wartości współczynników szeregu 
Fouriera. Uzyskane funkcje (21) i (23) posłużą do przeprow adzenia dalszej analizy wpływu 
użłobkow ania obwodu m agnetycznego na w łaściwości m aszyn elektrycznych posiadających 
dw ustronnie użłobkowany obwód m agnetyczny. Analiza taka ukierunkowana będzie na 
określenie w arunków  w ystępow ania oraz wartości m om entów reluktancyjnych. N a podstawie 
funkcji (21) i (23) i znanej funkcji opisującej rozkład przepływ u uzw ojeń ( © ( a j  w równaniu
(1)) m ożliw e je st w yznaczenie w arunków  generowania m om entów reluktancyjnych oraz 
wyznaczenie zależności na indukcyjności własne i wzajem ne.
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Abstract

Properties of electric machines mostly depend on the magnetic field distribution in the air-gap. The 
magnetic field distribution is influenced by the MMF distribution and the magnetic circuit structure as it 
results from relation (1). Most electric machines have doubly slotted magnetic circuits. The slotting can 
be full, as shown in fig. 1. or non full as shown in fig. 2. From the point of view of magnetic field 
distribution determination the reciprocal o f the air-gap length function has to be expressed. An analytical 
form of the function can be determined according to the equation (20) [2]. Basing on the equations (6), 
(10) and (20) the properties o f the harmonic spectrum of the air-gap length reciprocal function were 
determined. The obtained results can be used to derive the general conditions for the reluctance torque 
generation as well as the self and mutual inductances can be derived.


