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Streszczenie. Przedstawiono w  pełni analityczną metodę określania warunków 
generowania m om entów reluktancyjnych w odniesieniu do silników o dwustronnie 
użłobkowanym  obwodzie magnetycznym. Podano procedurę określania rzędów 
harm onicznych przestrzennych przepływu i permeancyjnych, w w yniku oddziaływania 
których m ogą powstać mom enty reluktancyjne. Ponadto pokazano m ożliw ość określania 
prędkości obrotowych wirnika, przy których momenty te powstaną.

P R O C E D U R E  F O R  D E T E R M IN A T IO N  O F  C O N D IT IO N S  F O R  
R E L U C T A N C E  T O R Q U E  G E N E R A T IO N  IN  A N  E L E C T R IC  M O T O R  
H A V IN G  D O U B L Y  S L O T T E D  M A G N E T IC  C IR C U IT

S um m ary . The way o f  an analytical determination o f  the relationships between the 
spatial M M F and perm eance harmonics describing the reluctance torque generation w as 
presented. The way o f  the rotor velocity determination for which the torque appears was 
presented as well.

1. W PROW ADZENIE

N a właściwości silników elektrycznych decydujący wpływ m a rozkład pola 
m agnetycznego w szczelinie powietrznej, który jest uwarunkowany sposobem  w ykonania 
uzwojeń oraz kształtem  obwodu magnetycznego. Duża grupa maszyn elektrycznych m a obwód 
m agnetyczny, charakteryzujący się dwustronnym użłobkowaniem pow ierzchni przyszczelino- 
wych stojana i wirnika, które je s t przyczyną odkształcenia pola m agnetycznego w szczelinie 
powietrznej i może być źródłem  generowania momentów reluktancyjnych [1], W pewnych 
typach silników elektrycznych (np. silnikach indukcyjnych klatkowych i silnikach 
pierścieniowych) m om enty reluktancyjne m ają charakter momentów niepożądanych, natom iast 
w silnikach reluktancyjnych momenty te m ogą być momentami użytecznymi. Istotnym 
zagadnieniem  je st zatem możliwość określania warunków generowania takich m omentów. 
Problem ten polega na określeniu, pomiędzy którymi wyższymi harm onicznym i 
przestrzennym i przepływu oraz harmonicznym i przestrzennymi perm eancji m ogą wystąpić
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oddziaływ ania prowadzące do pow stawania momentów reluktancyjnych oraz dodatkowo, przy 
jakich prędkościach w irowania w irnika oddziaływania te występują. Problem ten m ożna 
rozwiązać sposobem  w pełni analitycznym , jednak konieczne są  pewne założenia 
upraszczające. Z punktu w idzenia analizy pow staw ania m om entów reluktancyjnych 
rozpatryw any będzie model m aszyny posiadający uzwojenia tylko w stojanie. Ponadto 
uzw ojenia te są  uzwojeniam i sym etrycznym i trójfazowym i. Przyjmując, że obwód 
m agnetyczny stojana i w irnika m aszyny m a nieskończenie dużą przenikalność m agnetyczną 
(fuFe=°o), m om ent elektrom agnetyczny m ożna wyrazić następująco [2]:

i j . f Ł M ,  (1)
e 8 9

gdzie: Wm - energia pola m agnetycznego zgrom adzona w szczelinie powietrznej m aszyny. 
Energię pola m agnetycznego Wm m ożna z kolei wyrazić następująco:

W = - u Q\ H 2d V , ( 2 )

gdzie: / 10 - przenikalność m agnetyczna próżni (powietrza),
V -  objętość szczeliny powietrznej maszyny.

Zatem  konieczna je s t znajom ość rozkładu pola m agnetycznego w całej objętości szczeliny 
powietrznej. Przyjm ując ponadto w ystępow anie tylko składowej prom ieniowej pola 
m agnetycznego w szczelinie powietrznej, rozkład natężenia pola m agnetycznego m ożna 
w yrazić następująco [2]:

H ( a s , 9 )  = - ^ -  + H (  (3)
8 ( a s , 9 )  8 ( a s , 9 )

gdzie: as - w spółrzędna kątow a w zdłuż rozwiniętego obwodu m aszyny,
9 -  kąt położenia w irnika względem  stojana,
0 ( a j  - rozkład przepływu w zdłuż obwodu maszyny,
8(as, 9 ) -  rozkład grubości szczeliny powietrznej w zdłuż obwodu m aszyny,
8 (0 ,9 ) -  grubość szczeliny powietrznej dla a s=0,
H (0 ,9 )-  natężenie pola m agnetycznego dla a  =0.

W artość składnika H (0,9)  m ożna wyznaczyć na podstawie w arunku bezźródłowości pola 
m agnetycznego z następującej zależności:

J 8 ( a s , 9 )  s
H ( 0 , 9 )  = - ± ---------------------. (4)

c 8 ( 0 , 9 )  .
1 - d a .

8 ( a s , 9 )
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2. ROZKŁAD NATĘŻENIA POLA MAGNETYCZNEGO W  SZCZELINIE 
POW IETRZNEJ

Rozkład natężenia pola magnetycznego w szczelinie powietrznej m ożna wyznaczyć 
zgodnie z zależnością (3) na podstawie znanych funkcji rozkładu przepływ u 0 ( a j  oraz

odwrotności wypadkowej grubości szczeliny powietrznej y ( a s ,i9j =  ——-— - .  Funkcję
V s> )

rozkładu przepływu dla trójfazowego uzwojenia symetrycznego zasilanego trójfazowym  
sym etrycznym  prądem m ożna wyrazić następująco [3]:

00

»') = Z  &mve cos (®* -  ve a s) > (5)

gdzie: v0  = k p ; A:=l,-5,7,-l l ,1 3 ,. ..- (6 a - l) ,(6 a + l) ; a=0,l,2,...,oo,

p  - liczba par biegunów.
Funkcję odwrotności wypadkowej grubości szczeliny powietrznej dla m aszyny posiadającej 
pełne i niepełne (jak w silnikach typu ASM R [7,8]) dw ustronne użłobkownie m ożna 
przedstawić następująco [4,5,6]:

| 00 00

?(<**>&) = T l  a\ = r ° ~ Z  K  COSi Vsa s ) - 2 X  C0S Vr  ( « ,  “  ¿ )  + (6)
Ó \ a s ’ i f ) v,

00 00

- Y L r t M h  ±Vr \a s - S g n ( V r

Vr

gdzie: vs=kQs; vr=kQr\ k=  1,2,3,...,oo
Qs, Qr - liczba żłobków odpowiednio stojana i w irnika (w przypadku silnika A SM R Qr 
oznacza liczbę grup dużych zębów wirnika).

Zależność ta je s t słuszna przy założeniu prostokątnego kształtu żłobków. Zależność (6) dla 
celów dalszej analizy m ożna przedstawić w następującej zwartej formie:

Y ( a s ,# )  = / „ +  cos{vya s - ^  (ó>)). (7)

W stawiając zależności (5) i (7) do (3) i (4) otrzym uje się następujące w yrażenie opisujące 
rozkład natężenia pola magnetycznego w szczelinie powietrznej:

00 00  CO _

H ( a , . S )  = E < c° s (v 0 a i - < * )  + l £ c £ c o .  ( 9 ) - ( v e - v y ) a s

(8)
CO 0° r  - i  CO r-

+ Z  Z 1 1 0 0 5  l a t  + Vvr ( 1 -  ('VB +  v7 ) ' J + X  Cvr cos  l vr a ' - t f r ( &)
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3. ENERGIA POLA M AGNETYCZNEGO

N a postaw ie zależności (2) i (6) m ożna wyznaczyć całkow itą energię zgrom adzoną w 
szczelinie powietrznej. E lem entarny elem ent objętości dV  szczeliny powietrznej występujący 
w zależności (2) m ożna wyrazić następująco:

dV  = lrd rda s , (9)
gdzie: 1 - długość osiow a m aszyny,

r - odległość elem entu dV  od osi wirnika.
W stawiając zależność (9) do (2) i uwzględniając strukturę obwodu m agnetycznego zależność
(2) m ożna przedstaw ić w postaci następującej całki podwójnej:

y 2n *,+$,(“,)
Wm = ~ V o l  \ h 2  (a s ’9 ) J  rd rd a s , (10)

o K -S r(a , ’d)

gdzie: Rr - prom ień zew nętrzny wirnika,
Rs - prom ień w ew nętrzny stojana.

Przy obliczaniu całki (10) należy uwzględnić następujące zależności [4,5,6]:

Ss ( a s )  = hs Ssu («*)>  (11 a)

8 2r { a s , 9 )  = h2r Sm ( a s , 9 ) .  (1 lb )

N astępnie po rozw iązaniu całki w zględem  r  zależność (10) m ożna przedstawić następująco:

W = - u 0l \ H 2 { a s , 9 ) U r > - R 2r ) + h (R s+U !\ s su{as) +

+  K \  R r - ~ K  \ S r u { a S > $ )

( 12)

d a .

Korzystając z oznaczeń w prow adzonych w równaniach (8) i (12) energię pola magnetycznego 
zgrom adzoną w szczelinie powietrznej m ożna przedstawić następująco:

2n
d a . (13)wm =-H0l f £ ę  + £ f  + a_2g + 52£ +...

2 o " r "  >
W dalszej kolejności, z punktu w idzenia zależności (1) należy przeanalizować, które ze 

składników podcałkow ych w  równaniu (13) są  funkcją kąta 9  położenia w irnika wzgldem 
stojana, a które nie. Składniki 7 i 2 nie zależą od kąta 9  (wyrażenia A, E  i F  nie są  funkcjami 
kąta 9), w zw iązku z czym m ożna je  w dalszej analizie pominąć. Składnik 3 w wyrażeniu (13) 
je s t zależny od 9, dlatego należy przeprow adzić jego  analizę. Składnik ten m ożna mianowicie 
przekształcić do następującej postaci:
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w„3 = - M o lK Rr  hr
r 2 r  f c ° s 2

3.1

00 00 7 2n

► I I  7 «  K r i co s((2  v0  + vr ) a s - (2 ćo7 + vr ó>))-

3.2

-co s((2  - v /r ) a J - ( l o t  - v r9 ) }  + 2cosvr (o^ - 5 )

3.3 3 .4

d a ,  +

1 oo 00 oo 2tt

4 l £ 2 > " « :  i cos ((^  + /  + vr ) a i - ( 2 ® i  + vr 6i)) +

3.5
~  k I vr o

+ c o s ((A '- / + vr ) « i - vr 5 )  + c o s ( ( - i  + / + vr ) a s - v r i9) +

3.6  3 .7

A:,/ e  {^0 } a  A * / .

(14)

4. M OM ENTY RELUKTANCYJNE

Następnie w wyrażeniu (14) należy wykluczyć z dalszej analizy w yrażenia nie będące 
funkcją kąta <9 (w tym przypadku będzie to tylko składnik 3.1 w wyrażeniu (14)). Pozostałe 
wyrażenia, będące całkami od O do 2n, są  zależne od 9. Całki te będą równe O z wyjątkiem  
przypadku, gdy wyrażenia stojące przy as będą równe 0. N a tej podstaw ie z dalszej analizy 
m ożna wyelim inować składnik 3.4 w wyrażeniu (14). Przyrównując w yrażenia stojące przy as 
do zera m ożna otrzym ać warunki powstawania mom entów. Dodatkowo należy 
przeanalizować, czy dany mom ent elektromagnetyczny będzie m iał sta łą w czasie wartość. W 
tym  celu należy przeanalizować pozostałą część argum entu podcałkow ych funkcji 
trygonom etrycznych występujących w zależności (14) pod kątem  jej niezależności względem  
czasu. Tam, gdzie pojawia się pulsacja w, mom ent osiągnie sta łą wartość przy prędkości 
w irowania w irnika różnej od O, natomiast w pozostałych przypadkach będzie to m iało miejsce 
przy zatrzym anym  wirniku. Wyniki pełnej analizy dla w yrażenia (14) zestawiono w tab. 1.
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Tabela 1

Warunki generowania synchronicznych momentów reluktancyjnych wynikające z zależności (14)

L p . W a r u n k i  g e n e r o w a n i a  m o m e n t ó w  r e l u k t a n c y j n y c h
P r ę d k o ś ć  k ą t o w a  

w i r n i k a

1.
2 v & + v r = 0 o  v0  < O a 2 v0  = - v r

2(0
< ° m = ---------

vr

2  ~ vr =  0  <=> v0 >  0  a  2  v0  =  vr
I w  

= ------
U-

2 .

k +  l  +  vr =  0  <=> <

{jz < 0 a  /  > 0 a|A~| > / a /  — |k |  — - v r ) v  

v  [ k  >  O a /  <  0  a | / |  >  k  a  Ar —1/| =  - v /r ) v  

v  {k  < 0 a  /  <  0  a  |Aj + 1/| — ry  ^

2(0

3.

k - 1  + vr =  0  <=> •

( A > 0 a / > 0 a A < / a £ - /  =  - v r ) v  

v  { k  <  0  a /  <  0  a |& |  >  |/ |  a | / |  —1^| =  —vr ) v  

v  ( A < 0 a / > 0 a | A : |  +  /  =  v , . )

(om = 0

4.

- k  +  l  +  vr =  0  o  •

( k > 0  A l > 0 A k > l  A l - k  =  —vr )  v  

v  ( k  <  0  a  l  <  0  a  |/ |  >  | £ |  a  |A'| - 1/| =  - v r )  v

V  ( k > 0 A l < 0 A k  + \l \  =  Vr )

®m = 0

5.

i I ’--
-

+ II O 0

( k  > 0 a I  > 0 A k  + 1 =  vr ) v  

• v  (A >  0  a I  <  0  a k  >  | / |  a | / | - A  =  - v r ) v  

v  {k  <  0  a /  >  0  a /  >  |A| a |Ar| — /  =  - v r )

2(0  
= -----

vr

W  podobny sposób należy przekształcić i przeanalizow ać pozostałe składniki w yrażenia (13), 
w rezultacie czego otrzym am y wszystkie warunki generowania m om entów reluktancyjnych.

5. PODSUM OW ANIE

Zaprezentowana m etoda analizy w arunków generowania m om entów reluktancyjnych jest 
m etodą analityczną. Dzięki tem u analizę taką należy wykonać jednorazow o i je j wyniki m ogą 
być stosowane w odniesieniu do maszyn o różnych param etrach dwustronnego użlobkowania. 
N a podstaw ie uzyskanych zależności m ożna stworzyć program  kom puterowy, którego 
zadaniem  będzie określanie w arunków  pow stawania momentów. Parametrami wejściowymi 
takiego program u będą  tylko liczby żłobków stojana Qs i w irnika Q, oraz liczba par biegunów  
p  uzw ojenia stojana. N a podstaw ie uzyskanych obliczeń m ożna będzie uprościć model 
sym ulacyjny m aszyny uw zględniający efekty dwustronnego użlobkowania poprzez



Procedura określania warunków generowania m omentów. 95

wyelim inowanie z  równania momentu elektromagnetycznego tych składników, które nie 
prow adzą do wytwarzania momentu lub też odpow iadają generowaniu m om entów  w innym 
niż analizowany zakresie prędkości.
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Abstract

The slotting of the magnetic circuit of an electric machine causes the magnetic field distribution 
distortion. This can result in reluctance torque generation. Generally the torque can be expressed by the 
relation (1). The magnetic energy stored in the air gap can be derived from (2). Assuming the 
symmetrical 3 phase winding in the stator the MMF distribution can be expressed by (5). The reciprocal 
of the total air gap length is given by the relation (7). Basing on the relations (5), (7) and (3) the 
expression (8) for the magnetic field distribution can be obtained. Substituting (8),(9) and (11) into (10) 
the relation (13) is obtained. The components of (13) which are functions of 3  should be analysed further 
only. The relation (14) represents the developed component 3 of (13). For further investigation 
components of (14) which are functions of 9  should be taken into account. From the relation (14) the 
combinations of the spatial MMF and permeance harmonics are obtained for which the reluctance torque 
can be developed. The angular velocities for which the torque have constant values is determined from
(14) as well. These results are presented in the table 1. The procedure should be repeated for each 
component of (13) which is a function of the rotor position. All the results can be easily implemented in a 
computer program, which will be able to calculate all the possibilities of reluctance torque generation. 
The input data of the program are only the stator and rotor number o f slots and a number o f pole pairs.


