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ROWNANIA ROZNICZKOWE Z OSOBLIWOSCIAMI W ANALIZIE
PROCESOW NIESTACJONARNYCH MECHANIKI GOROTWORU

Streszczenie. W pracy wykazano, ze pewne opisy zjawisk zachodzacych w gorotworze w
wyniku  oddziatywania  eksploatacji podziemnej wymagajg zastosowania réwnan
rézniczkowych z osobliwosciami. Dzieki takim réwnaniom istnieje mozliwo$¢ zmniejszenia
btedu modelu w odniesieniu do pomiaru charakterystycznych cech analizowanego zjawiska.
Opis taki wymaga rowniez uwzglednienia ruchu, a zatem niestacjonamosci procesu. Réwnanie
Fouriera wykazuje w tym przypadku odstepstwa od warunkéw granicznych. Warunki
zgodnosci formalnej, jak réwniez mozliwo$¢ uscislenia opisu mozna uzyska¢ poprzez
wprowadzenie do modelowania procesu réwnan rézniczkowych z osobliwosciami -
przyktadowo réwnanie Bobuli - Fouriera.

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SINGULARITIES IN THE ANALYSIS OF NON-
STATIONARY ROCKMASS MECHANICS PROCESSES

Summary. The paper contains an indication, that certain mathematical models of the
phenomena occuring inside rockmass due to underground mining, should contain equations
with singularities.

Thanks to the equations of this kind, the error of the model with respect to the measurements
ofthe characteristic features ofthe process, can be diminished.

Such models should account also for movements, and so for non-stationarity of the process.
The Fourier equations show in this case departures from boundary conditions. The
conditions of formal agreement and the improvement of model precision can be achieved by
including” the model, differential equations singularities - for example the Bobula- Fourier
equations.
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT SINGULARITATEN IN DER ANALYSE VON
NICHTSTATIONAREN GEBIRGSMECHANISCHEN PROZESSEN

Zusammenfassung. Im Vortrag vurde nachgewiesen, daR einige Beschreibungen von

Phanomenen, die infolge des bergmannischen Abbaus im Gebirge Vorkommen, die
Anwendung von Singularitatsgleichungen erfordern. Durch Anwendung dieser Gleichungen
besteht die Mdglichkeit einer Einschrdnkung des Modellfehlers im Bezug zu den gemessenen
charakteristischen Eigenschaften des analysierten VVorganges.
So eine Beschreibung bedingt auch die Beriicksichtigung von Bewegungen, also der
Unstationaritdt des Prozesses. Die Fourierische Gleichung weist in diesem Fall eine
Abweichung von den Grenzbedingungen vor. Die Notwendigkeit einer formellen Abstimmung,
wie auch der Prazisierung dieser Beschreibung kann infolge der Einfihrung in den
Modellaufbau der Differentialgleichungen mit Singularitaten erzielt werden - zum Beispiel der
Bobula-Fourier Gleichung.

1. WPROWADZENIE

Jednoczesne oddziatywanie wielu pol eksploatacyjnych na gérotwér wymusza analizg roli
ich skutkéw w czasie znacznie krétszym od czasu ustalenia sie rownowagiprocesu deformacji.
Wymaga to przygotowania odpowiedniego aparatu matematycznego, pozwalajgcego opisac
ruch osrodka - sg to bowiem niestacjonarne stany zjawiska ruchéw gorotworu. Badania
dotyczace procesu przemieszczania sie pewnych struktur powierzchniowych w wyniku
eksploatacji gorniczej umozliwiajg najczesciej ocene przemieszczen pionowych. Pomiary
geodezyjne obejmuja rowniez wielkosci ruchéw poziomych w okre$lonej przestrzeni osrodka.
Wiasnie obserwacje geodezyjne stanowity baze do zbudowania, w latach piecdziesiatych,
modeli matematycznych opisujacych, z wystarcza jacag woéwczas dla praktyki gorniczej
doktadnoscia, przeksztatcenia geometryczne gorotworu i powierzchni. Wspomniane formuty z
reguty nie zawierajg w swej strukturze czasu trwania zjawiska, a odwzorowanie w sensie
geometrii nie jest w petni przystajagce do wynikow obserwacji. Dla regularnego ksztattu pola
gérniczego niecka teoretyczna jest symetryczna, za$ przemieszczenia poziome przyjmuja
warto$ci maksymalne doktadnie nad krawedzig pola gorniczego - wyniki obserwacji obnizen
wykazujg wystepowanie asymetrii rozktadu przemieszczen poziomych wzgledem krawedzi.

Rzeczywisty profil brzeznej czesci niecki obnizeniowej rdzni sie od opisu analitycznego.
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Przedmiotem pracy jest zasygnalizowanie mozliwosci zwiekszenia doktadnos$ci opisu

analitycznego wzgledem pomiaru poprzez wprowadzenie do modelowania procesu réwnan

rézniczkowych z osobliwo$ciami.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Roéwnaniem opisujgcym proces deformacji gorotworu (obnizen) mogtoby by¢ klasyczne

réwnanie Fouriera [9]:

N =
. =DAW 1)

gdzie:
W - obnizenie punktu gérotworu,
t - czas,
D - wspotczynnik,
A - laplasjan.

Rownanie (1) pozwala opisa¢ rowniez stan stacjonarny (dla czasu dostatecznie dtugiego),
dla ktérego niecka pogémicza nie wykazuje juz zmian przestrzennych.

Dla przyjmowanych warunkéw granicznych rozwigzanie réwnania (1) posiada pewne
niekorzystne wiasciwosci - np. brak spetnienia przez rozwiazanie zasady zachowania masy
(energii) w ograniczonym obszarze pola przemieszczen.

W celu przeanalizowania problemu ksztattowania sie deformacji gérotworu przyjmijmy

rozwigzanie Cauchy'ego dla réwnania (1), ktére wedtug [9] posiada postac:

gdzie:
<p(5) - spetnia warunek poczatkowy W(x,0) = <p(x) dla réwnania (1).

Z kolei dla réwnania (2) mozna pokazac, ze:

00
| W(x,t) dx = const )

-00
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Zatem zalezno$¢ (3) nie zalezy od czasu. Rozwigzanie (2) implikuje nieograniczony obszar
przestrzeni deformacji dla réwnania (1). Wprowadzenie dowolnego obszaru ograniczonego
(zapisanie skonczonych granic) nie spetnia warunku zachowania masy (3), a jest to

podstawowy warunek logiczny.

3. ANALIZA WLASNOSCI OPISU PROCESU PRZEMIESZCZEN

Wspomniane witasnosci rozwigzania réwnania parabolicznego (1), lub w postaci
asyptotycznej rownania eliptycznego, bylyby tutaj ewidentnie niezgodne z obserwowanym
geodezyjne faktem przesuwania sie brzegu deformacji gérotworu w czasie t, przy jakosciowej
zgodnosci deformacji z rozwigzaniem rdwnania parabolicznego lub eliptycznego. Efektem
przytoczonych wiasnosci rozwigzan rownania (1) byto odejScie od préby badania zjawisk
czasowych ruchu osrodka odksztatcanego. Uwzglednienie zmiennej czasowej w formule opisu
jest koniecznos$cig - stad tez najczeSciej korzysta sie z iloczynowej postaci rozniczkowej

zapropowanej przez S. Knothego [7]:

N o=cfwk-W(t)} (4)
gdzie:
¢ - wspotczynnik czasu,
W(t) - warto$¢ obnizenia punktu w chwili t,

WKk- obnizenie asyptotyczne (koricowe) danego punktu.

Wielko$¢ WKk jest pewng znang (przyjeta) funkcjg dwu zmiennych przestrzennych x, y i dla

prostokatnego pola gérniczego wyraza sie dla teorii S. Knothego [6] zaleznoscia:

bi-x d—y

‘g exp drdr! (5)
X C

Zalezno$¢ (5) jest przyblizonym rozwigzaniem réwnania Fouriera (1) dla czasu stabilizacji
niecki (t— 00). Wida¢, ze opis Cauchy'ego (2) w stanie stacjonarnym prowadzi do réwnania

WK - .

a-
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eliptycznego. Jezeli przyjmiemy czas skoriczony, co ma miejsce dla stanow niestacjonarnych,
woéwczas rownanie (1) nie opisze z ustalong doktadnoscig niecki pogémiczej.

Tym samym przeprowadzona analiza $wiadczy o tym, ze uzytkownicy dotychczasowych
modeli postugiwali sie zmienng - czasem dostatecznie diugim lub czasem skofnczonym
(mniejszym od dostatecznie dtugiego), co wynikato ze stabej adekwatnosci réwnania
wzgledem wystepujacych faktéw. Nalezy doda¢, ze w ten sposéb uzyskiwano jedynie dogodne
rachunkowe przyblizenie dla niecek, ktdre przyjmowatyby swoj ksztatt przestrzenny w
skonczonym czasie, natomiast rezultaty iloSciowe odbiegajg tu od bazy idealnej, jakg stanowig

wyniki pomiaru.

4. EWOLUCYJNY PROCES DEFORMACIJI

W zwigzku z brakiem formalnego uzasadnienia dotychczas przyjmowanego opisu pola
przemieszczen w dalszych rozwazaniach skorzystano z réwnan transportu parabolicznego.
Prowadzone od kilkunastu lat badania nad procesami transportu parabolicznego pozwalajg
sformutowac opis procesu dyfuzji [4,7,10], ktéry jest konsekwencjg zasady zachowania masy

(energii) (6):

(6)
gdzie:
u=u(x”" x2,x3,t) - pole przemieszczen,
V = V(t) - objetos¢ wybranej masy,
O - strumien dyfuzyjny,
2 - powierzchnia ograniczajgca V=V(t).
Strumien F zdefiniowano jako:
d>=-DVu ?

gdzie:
V-operator wektorowy Nabla.

Strumienn elementarny przeptywajacy przez powierzchnie dZ oblicza sie na podstawie
zaleznosci:
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du=-0O dS (8)
gdzie:
dS - elementpowierzchni traktowany jako wektor prostopadty do powierzchni 2

Mozemy zaobserwowaé, ze catki réwnania (6) istnieja, gdy u e C24 (wéwczas mamy
klasyczne rdwnanie Fouriera) oraz istniejg wtedy, gdy u e CLyl - czyli spetniony jest warunek
Lipschitza. Z warunku Lipschitza wynika, ze rozwigzanie mozna przedtuzy¢ do brzegu obszaru
S. Jezeliu e CL'L, wéwczas otrzymujemy rownanie, ktore jest uog6lnieniem réwnania dyfuzji
(1). Réwnanie uogélnione nosi obecnie nazv/ve réwnania Bobuli-Fourie\ra [3,4,8] i ma postac:

du FEIE) 23 du du

-A u= -
R I i L R LA
v A jii "

©

gdzie:
cp(0 - rozmaitosc,
70
5' - dystrybucja osobhwa.

Warunkijednoznacznosci

Dla podanego problemu obowigzujg warunkijednoznacznosci, tzn., ze:

- akceptowalne sg zakresy dotyczace przedziatlu zawierajagcego zmienne zalezne i
niezalezne oraz zmienne geometryczne,

- warunki brzegowe ujmuja relacje analizowanego obszaru do otoczenia,

- warunki poczatkowe informuja o stanie uktadu (o$rodka) w "jego wnetrzu" i czesto na

brzegu w punkcie czasu wybranym jako chwila poczatkowa procesu badanego.
Rownanie (9) rozwigzuje sie w czasoprzestrzeni (X,t) e fl ¢ R3 X R1 z warunkiem

poczatkowym (10):
u(X,0) = X (X), X={x1x2,x3}/>0 (10)
i warunkiem brzegowym (11):
u (X,t) =0dla(X,t) e dQ.(u(X,t) = ¥(0) ai
dla u spetniajacej zasade zachowania
Ju (X,t) dx = const (12)

gdzie:
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cpji - i-ta wspoirzedna na rozmaitosci cpj, ktérej odpowiada dystrybucja 8,
rézniczkowalna wzgledem zmiennej przestrzennej X.

Istotng wartoscig rownania (9), Swiadczacg o jego przewadze nad wiasnosciami réwnania (1),
jest fakt spetnienia przez rozwigzanie z warunkiem (u e CLL) réwnania dyfuzji tacznie z

warunkiem zachowania masy w ograniczonym obszarze Q, spetniajacy warunek (12).

Ograniczenie obszaru Q jest niezwykle istotne przy uzgodnieniu wyniku pomiaru
geodezyjnego z jakoSciowymi rozwigzaniami réwnarn transportu (9). Dodatkowym walorem
opisu (9) jest kwestia zachowania objetosci niecki, co dotychczas stanowito problem progowy
dla analizy procesu deformacji osrodka, eliminujacy opis Fouriera jako formuty adekwatnej do
pomiaru.

Roéwnanie (9) przy warunkach (10) i (11) mozna rozwigza¢ numerycznie - jest to jednak
zagadnienie ogromnie ztozone. Wydawato sie, ze dopasowanie odpowiednich procedur
przesunie w czasie uzyteczno$¢ wykorzystania opisu (9). Obecnie istniejg rozwigzania
teoretyczne, uzasadniajgce zbiezno$¢ numerycznego rozwigzania rownania (9) [1,4], a metody
numeryczne dla tego réwnania w zasadzie sg opracowane [5].

Egzemplifikacjg rozwigzan réwnania (9) jest uwzglednienie osobliwo$ci na rozmaito$ciach
<A. Ot6z rozmaitosci te mogag by¢ tworem "wewnetrznym" dla punktdw osobliwych
rozwigzania, jak rowniez tworem "zewnetrznym", ktory generuje naturalne osobliwosci
osrodka (uskoki, szczeliny itd.) czy tez nieciggtosci gestosci formacji gérotworu. Z tego
wzgledu zastosowanie teorii dystrybucji dla réwnan transportu jest uzasadnione.

Wprowadzenie do opisu dystrybucji jest konieczne dla analizy anomalii przy adaptacji
réwnania Fouriera jako opisu stacjonarnego lub przy zanegowaniu jego niestacjonamosci
formalnej.

Ograniczajac (9) do problemu jednowymiarowego oraz analizujagc sktadowg pionowg
przemieszczen W (x1,t), profil niecki przyjmuje ksztatt jak na rys. 1
Warto tu zwréci¢ uwage na wniosek wynikajacy z zamieszczonych rozwazan. Pomimo

faktu, ze czasowe pole przemieszczen elementu wewnatrz gérotworu jest polem
niepotencjalnym, w momencie gdy ruch gdérotworu ustaje, wowczas osrodek staje sie tworem
stacjonarnym - doktadniej, gdy obszar, w ktérym goérotwoér ulegt deformacji, jest polem
stacjonarnym, wéwczas mozemy mowic o potencjale w tym polu.

W odniesieniu do réwnan (6), (9) z warunkami (10), (11) przeanalizujmy stosowane

dotychczas formuty opisu niestacjonarnego pola przemieszczen. Niecka obnizeniowa
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Rys. 1. Obszar fi i brzeg obszaru 3fi
Fig. 1. The area fi and the edge ofarea dfl

wymuszona eksploatacjg gorniczg w polu prostokagtnym P(b, a; d, c,) okreSlona jest

réwnaniem (5) z warunkiem poczatkowym (13):

u(x* ~4,x2-n.0) =a3 03)
czyli:
-5)2+(x2- ti)2
(x1,2 ™~ 1_lex_ )2+ (x )2) 14
\x ’x ’*)  2nDtexp ADt (14)

Widac, ze (5) jest sumg (catka) rozwigzan (14), dla ktérych warunek poczatkowy dany
jest w postaci (13) przy zastgpieniu czasu t przez pewng ustalong wielkos$¢ - tutaj decydujacg o

przejsciu procesu w faze stacjonarna. Z drugiej strony proces stacjonarny spetnia réwnanie

(15):
Alf* =0 (15)
gdzie:
” 2 2
A=V2=V eV 2 — -operator Laplace'a.
/=1 dxu
Po dwukrotnym zrézniczkowaniu (5) wzgledem x' = (1,2) otrzymamy:
(z1-M)2+ (x2- b)'
AWK =_~71JJexp dtftxi+
ac
z, bd x1-i,)2+(x2-n)2
(xI-i,)2+(x2-n) (16)

[t goe
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Z (16) wynika, ze AW* = 0 dla r — 00, co jest zgodne z warunkiem stacjonamosci
rébwnania parabolicznego (1), ktére dla t ->00 staje sie eliptyczne. Jednakze dla warunku
poczatkowego (13) rozwigzanie tego réwnania rowna sie zero. Poniewaz dla stacjonarnej
niecki nie otrzymujemy rozwigzania zerowego, zatem nie mozemy przyja¢, ze r = 00, z czego
wynika, ze parametr r jest wielkoScig skoficzong. Wobec tego nie dostajemy spetnienia przez
Wk réwnania stacjonarnego (15). Natomiast spetnienie réwnania (1) przez Wk tez jest poza
zbiorem rozwigzan dopuszczalnych, gdyz (1) nie jest rownaniem stacjonarnym. Stad wynika,
ze koncepcja przejscia niecki nieustalonej w faze stacjonarna dla czasu dostatecznie dtugiego
lub skonczonego uniemozliwia konsekwentne zastosowanie rownania Fouriera do opisu
czasowych problemoéw (niecek) mechaniki gorotworu. Réwnanie Bobuli - Fouriera (9) te
niezgodno$¢ usuwa.

Warto sprawdzi¢, czy opis (5) zwiazany jest z rozwiagzaniem rdwnania transportu
parabolicznego (1), za$ dla stanu stacjonarnego rownania harmonicznego (15).

Zgodnie z (15) stosujac operator D do (5) otrzymujemy:

Awk =}V n~{j L f exp 1dt,dii+
ro &Pyl
(x1-3)2+(x2-TI)'
exp >/: wn (17)
dx22 St&.T)

Ro6zniczkujac otrzymamy:

1-3)2+(x2-r)2
adj\-Zn(xI- £)sexp oo KITAV2H(2-TD2
X

. . (X1-3)2+(x2-TI)2
q 20]-2n(x2- ti) eexp -71 cftdi *0 / :2n (18)
X2's

Ponownie rézniczkujac (18) mamy:

(X1_7MN)2+(x2_r])2
Jexp -1 [27t(x1- E +2n(x2- ti)2 - 2§D * o (19)
s
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gdzie:
S = S&T1)

poniewaz:

exp _7i(x1-q)2+(x2-r1)2 (20)

Aby spetnione byto réwnanie (15) oraz uwzgledniajac zwigzek (20) z (19) wynika, ze:

(x1-Q 2+ (x2- t])2 =4 (21)

co spetnione bytoby tylko dla kota o srodku w punkcie P(£,0,60)-

Z zaleznosci (19) wynika, ze przyblizone rozwigzanie (5) rownania Fouriera nie jest w
petni adekwatne do opisu zjawiska deformacji rozumianego jako rozwigzanie stacjonarnego
problemu transportu masy. Nie jest rowniez adekwatne do niestacjonarnego opisu masy.
Rowniez wyniki szeregu pomiaréw odksztatconego gérotworu [2] potwierdzajg wystepowanie

niezgodnosci opisu teoretycznego z pomiarem.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy rozwazania wskazujg na to, ze opis procesu deformacji goérotworu,
zwiaszcza w zakresie wywotanych eksploatacjg podziemng przemieszczen pionowych, mozna
sformutowac jako problem paraboliczny pierwszego rzedu wzgledem czasu. Opis ma charakter
czysto makroskopowy, co w sensie jakosciowym stanowi formute bedacg fownaniem dyfuzji.
Klasyczne réwnanie Fouriera (1) zaadaptowane do opisu niecki pogoémiczej nie spenia
warunku zachowania masy (3) w dowolnym, lecz ograniczonym obszarze deformacji. Z kolei
zaproponowane przez S. Knothego réwnanie rézniczkowe zwyczajne (4) symetryzuje
odwzorowanie niecki pogédmiczej dla czasut 00, co nie pokrywa sie z wynikami pomiaru. Z
rozwazan analitycznych wynika, ze dobrym przyblizeniem odwzorowania stanu

niestacjonarnego niecki w obszarze deformacji jest uogdlnione rownanie dyfuzji (9) zwane
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réwnaniem Bobuli - Fouriera. Réwnanie to spetnia warunki graniczne (9) i (10) oraz zasade
zachowania masy (3) i (12) dla kazdej chwilowej przestrzeni deformacji. Wykazano,
korzystajagc ze stosownej literatury, ze istnieje jednoznaczne rozwigzanie réwnania (9) oraz
istnieja rowniez procedury numeryczne dla rozwigzania tegoz réwnania. Procedury te
wymagajg pewnej adaptacji dla warunkow eksploatacji gorniczej.

Wyniki uzyskane w pracy [2] wskazujg na fakt, ze stosowane dotychczas rownanie (4)
wykazuje dobrg zgodno$é opisu z wynikami pomiaru tylko dla centralnego punktu obszaru nad
polem gorniczym, co wynika z formuty (5) jako rozwigzania stacjonarnego. Ponadto
rozwigzanie rdwnania (4) posiada dalsze niekonsekwencje - przykfadowo, maksymalna
predkos$¢ obnizenia sie punktu nad eksploatacja wystepuje w chwili t =0 [11],

Reasumujac, mozna stwierdzié, ze przedstawiona analiza modelowania stanu niestacjonar-
nego procesu deformacji pogémiczych wykazuje, iz bardziej adekwatnym opisem moga tu by¢

rownania rézniczkowe czastkowe z osobliwo$ciami.
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Abstract

Mathematical models ofprocess of deformation ofrockmass scientifically in the 50s make
it possible to fix dislocation of rockmais and of surface. As a rule those formulae do not
contain in their formal structure the time of duration of the process. Moreover the theoretical
"mining subsidence " is symmetrical for a regular shape of mine field. Results of geodesic
survey prove asymmetry of the mining subsidence, which is not comprised in theoretical
description.

What is the subject of this work is indication of possibilities of increase of accuracy of
theoretical description mainly as non-stationary formula. Classical Fourier equation ( 1) can be
accepted here. However equation ( 1) does not satisfy the mass conservation principle in a

limited area of the field of dislocations. Research papers referring to so called parabolic
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transport make it possible to formulate description of diffusion process (equation 6). Where the
mass conservation principle is satisfied. Equation (6) with Lipschitz condition ueC LL can be
written as differential equation with singularities Bobula-Fourier (9). Equation (9) is solved
in (X, t)efi whereiic R3x R* with conditions (10) and ( 11 ). Whereas formula (12) is
fulfilment of conservation principle. It has been indicated in this work that there exists a
univocal solution of equation (9) for each t e (0, 00). There exist also numerical procedures of
solution this equation. These procedures, however demand adaptation taking into account
specific character of condition of the medium where deep mining is carried out. It is the
differential equations with singularities that are the models which not only increase accuracy of
description of a process but also, in a broader scope, take into account physical phenomena of

deformation of the medium.



