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NIEDOKEADNOSC WSPOLRZEDNYCH PUNKTU
W PRZESTRZENI EUKLIDESOWEJ

Streszczenie. W artykule przedstawiono model niedoktadno$ci potozenia punktu w
przestrzeni wielowymiarowej. Model opisuje btedy wspo6trzednych wektorem losowym o
tacznym rozktadzie normalnym. Miarg niedoktadnosci jest elipsoida ufnosci - uogolnienie
przedziatu ufnosci z przestrzeni jednowymiarowej. Omdéwiono operacje przenoszenia btedu z
jednej wspoétrzednej do drugiej. Podano przyktady zastosowania tej operacji.

AN INACCURACY OF THE POINT COORDINATIONS
IN THE EUCLIDEAN SPACE

Summary. The paper presents model of inaccuracy of the point position in multi-
dimensional space. Model treats coordinate errors as random vector and assumes its normal
distribution. Measure of inaccuracy is the confidence ellipsoid - generalization of the
confidence interval in one-dimensional space. The rule of the error transferring from one to
another coordinate is given and examples of using this rule are given, too.

1 WSTEP

W wielu bardziej ztozonych pomiarach mezurand ma posta¢ ciagu J liczb rzeczywistych
XX X2,. .., Xj , co bedziemy zapisywali w postaci macierzy kolumnowej (wektora)

x= x?  lub xT=[x! x2.. Xj\, (1)

gdzie T - symbol operacji transpozycji (zamiany kolumn na wiersze i wierszy na kolumny).
Oznaczymy wartosci prawdziwe i wyniki pomiaru

XxT=[xi X2 ... XjI, (2)

XT =[x[ X2 ... Xj\ . 3)
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Wyniki pomiaréw sa obarczone w stosunku do wartosci prawdziwych btedami (prawdziwymi):

At =XT- i T=[x-xxx-x2 .. i-xJ]=[zl1zl2 ... A(,]. (4)

Wartos$ci prawdziwe (2) i wartosci btedéw (4) sa oczywiscie nieznane. Ciagi (2) i (3) traktuje
sie jako punkty w przestrzeni euklidesowej ./-wymiarowej rozpietej na osiach xI,x2,...,xJ .
W przestrzeni jednowymiarowej, rozpietej np. na osi xx, miarg niedoktadnosci jest btad

graniczny Z),, wyznaczajacy wokot znanej wartosci xx przedziat (niepewnosci) btedu
AxA-C\-Dx]. (5)

W losowym modelu niedoktadnosci btad graniczny jest potowa szerokosci przedziatu ufnosci.
Mozna go identyfikowac z niepewnoscig rozszerzona.

2. OBSZAR NIEPEWNOSCI

W przestrzeni wielowymiarowej jednowymiarowy przedziat niepewnosci (5) przechodzi
w wielowymiarowy obszar niepewnosci, Jego ksztatt nie jest tak jednoznaczny jak w
przestrzeni jednowymiarowej. Pozornie oczywisty wydaje sie obszar niepewnos$ci w ksztatcie
hiperkostki o krawedziach réwnych podwojonym btedom granicznym D} poszczegdlnych

wielkosci i srodku w punkcie (3)

AjA-Dj-,Dj\ ®j=12..J, (6)

pokazanym narys. la dla przestrzeni dwuwymiarowe;j.

a) c)

Rys. 1 Obszar niepewnosci potozenia punktu w przestrzeni dwuwymiarowej:

a) kostka bteddw, b) elipsa btedéw skorelowanych, c) elipsa btedéw nieskorelowanych
Fig. 1 Uncertainty region of the point position in two-dimensional space:

a) cube of errors, b) elipse of correlated errors, c) elipse of uncorrelated errors
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Jest to model niedokfadnosci zbyt ,,pesymistyczny”; prawdopodobienstwo, ze wszystkie
btedy przyjmujgréwnocze$nie wartosci skrajne, jest znikomomate. Bardziej realistyczny jest
model losowy,zaktadajacy, ze btedy A mozna modelowaé zmienna losowgwielowymiarows,
czyli wektorem losowym. O zmiennej tej przyjmuje sie, ze ma tgczny rozklad normalny o
zerowych wartosciach oczekiwanych i macierzy kowariancyjnej

2 =111
mau=af =varA;, @)

<»=0>=coVv(AfA)).
Zachodzi zwigzek [1,2]
AtE-'A =z 2(J), 8)

gdzie %2{J) - rozkitad chi kwadrat o J stopniach swobody.
Dla btedéw o rozktadzie normalnym obszar niepewnos$ci ma ksztatt hiperelipsoidy [3], kt6ra w
przestrzeni btedow zl jest opisana réwnaniem

eTE-'e =Hp, 9)

gdzie: Hp - kwantylrzedu p rozkiadu chi kwadrat o J stopniach swobody,

e - wspotrzedne punktéw na powierzchni hiperelipsoidy,

p - poziom ufnosci obszaru niepewnosci.
Jezeli wszystkie bledy sa nieskorelowane (zerowe kowariancje), to osie hiperelipsoidy
pokrywajga sie z osiami uktadu wspétrzednych. W przestrzeni dwuwymiarowej hiperelipsoidy
przechodza w elipsy. Na rys. Ib pokazano elipse btedéw skorelowanych, a narys. Ic - elipse
btedéw nieskorelowanych. Warto$ci btedéw e;- sg uog6lnionymi btedami granicznymi z

przestrzeni jednowymiarowej.

3. NIEDOKELADNOSC WARTOSCI FUNKCJI DLA DANEJ WARTOSCI ARGUMENTU

Niech dwie wielkosci x iy sa od siebie zalezne, zalezno$¢ te, blizej nieznana, zapiszemy
w postaci funkcji (charakterystyki)

y =g(x). (10)

Jednym z czesto wykonywanych pomiaréw jest wyznaczanie wartosci wielkosci funkcjiy przy
danej warto$ci x argumentu x. Mezurandem jest tu

y =9(x). (11)

Pomiar polega na ustawieniu warto$ci x wielkosci x (za pomocg nastawnika i miernika lub
wyskalowanego kalibratora) i zmierzeniu wartosci y wielkosci y. Wartosci x i y sa w

stosunku do wartosci prawdziwych obarczone btedami Ax i Ay . Bigd pomiaru mezurandu

(11) wynosi (patrz rys. 2)
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A=y-y=A +y-g(x) =A +g(x)-g(x+ AJ, (12)
i ostatecznie

(13)

Rys. 2. Przenoszenie bedu wspbtrzednej x do wspotrzednej y
Fig. 2. Error transfer from xtoy

Tak wiec btgd pomiaru mezurandu dla danej wartosci argumentu jest réwny réznicy btedu
pomiaru wartosci funkcji i btedu pomiaru (lub ustawienia) wartosci argumentu pomnozonego

przez pochodng funkcji (tangens kata nachylenia charakterystyki).
Dalej omowimy kilka zastosowan wielowymiarowego modelu niedoktadnosci i regut

przenoszenia btedéw miedzy wsp6trzednymi.

4. KALIBRACJA MIERNIKA

Niech x bedzie wartoscig wielko$ci mierzonej, ay wskazaniem miernika cyfrowego lub

analogowego. Zaréwno X, jak iy sg liczbami:

x-wartoscig liczbowg wielko$ci mierzonej wyrazong w jednostkach (lub krotnosciach
jednostki) wielkosci mierzonej,

y - liczbg wskazang bezposrednio przez miernik cyfrowy Ilub wyznaczong przez
poréwnanie odchylenia wskazéwki miernika analogowego z podziatkg wyskalowang w
jednostkach wielkosci mierzonej.

Prawdziwy, i oczywiscie nieznany, zwigzek miedzy warto$cig mierzong a wskazaniem
oznaczymy funkcja
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x =h{y). (14)

Idealny miernik powinien by¢ opisany rownaniem
X =y. (15)
Gidwng operacjg sktadowg kalibracji (czyli wzorcowania) jest wyznaczanie poprawek u

(bted6w poprawnych lub umownie prawdziwych) i ocena niedoktadnosci [btedéw granicznych
DI), niepewnosci standardowych u(u), niepewnosci rozszerzonych U(v)] poprawek. Dane

wejsciowe do wyznaczania poprawek maja posta¢
{x(n),y(n)\n=\,2,- N}, (16)

gdzie: x(n) - warto$¢ umownie prawdziwa (zwana takze warto$cig poprawng) wprowadzona
na wejscie miernika,
y(n) - odczytana (odebrana) warto$¢ wskazania,
n,N - numer poprawki i liczba wszystkich poprawek.

Wartosci x(A) iy(n) sa, w stosunku do wartosci prawdziwych x(n) iy(n), obarczone btedami

Ax(n) i Ay(n), ograniczonymi przez btedy graniczne Dx iDy :
\Ax{n)\<Dx i \Ay(n)\<Dy . )

Miara niedoktadnosci wartosci x(n)\y(n) moga by¢ niepewnosci standardowe u(x) iu(y),
jezeli taka metoda oceny niedoktadnosci zostanie przyjeta.
Wyznaczajac poprawki u(n), ustala sie zwykle wartosci y(n), czyli wybrane wskazania i

tak dobiera wartosci x na wejsciu miernika, aby jego odczytane (odebrane) wskazania byty
réwne y(n) .Wartosci nawejsciu miernika dobiera si¢ za pomocg nastawnika, a ich wartosci

x(n) mierzy odpowiednio doktadnym przyrzadem pomiarowym, lub dobierasie za pomocg
wyskalowanego kalibratora, a ich wartosci x(n) odczytuje sie z jego nastaw. Mozliwe jest
takze ustawianie z géry zadanych wartosci x(n) na wejsciu miernika i odczytywanie
odpowiadajgcych im wskazan y(n). Btagd Ax to btad pomiaru lub btgd nastawienia wartosci
na wejsciu miernika. Bigd zlv to blad niejednoznacznosci lub nieoznaczonosci wskazan

miernika, sktada sie on z bledéw odczytu wskazania i nastawienia zera spowodowanych
nieczuto$cig oka, btedu zwigzanego z progiem pobudliwos$ci, zdolnoscig rozdzielczg strefg
martwag i niestabilnoscig miernika. Jezeli za miare niedoktadnosci przyjmuje sie niepewnos$¢
standardowgq to przy jej obliczaniu pojawia sie problem randomizacji btedéw i ich rozktadow.
Warto tu przypomnie¢, ze warunkiem randomizacji jest stato$¢ y(n) lub x(n) , zaleznie od
tego, czy kalibracje wykonuje sie przy z goéry ustalonej wartosci y(n) czy x(n). Dalej, nalezy
doda¢, ze wbrew [5] i [6], nie ma zadnych racjonalnie uzasadnionych przestanek, aby

przyjmowac dlajakichkolwiek btedéw rozktady inne niz normalne.
Jako estymate poprawki przyjmuje sie warto$é

u{n) =y{n)-x{n), (18)

tymczasem prawdziwa warto$¢ poprawki powinna by¢ liczona [przy nastawianym y(n) ]jako
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v =y(n)- x(n)- HAy(n), H = LT 1, (19)

gdyz warto$¢ na wejsciu nalezy odnie$¢ doktadnie do wartosci y(n). Jest wiec

V(1) = y{n) - x(n) + Ax(n) - Ay (n). (20)
Stad juz blad poprawki wyraza sie jako
Av{n) =Ax(n)~ Ay(n). (21)

Miarag niedoktadnosci poprawki moze by¢ biad graniczny liczony metodg najgorszego
przypadku

\Au{n)\<Dv =Dx +Dy, (22)
btad graniczny liczony metoda rozktadu losowego
(23)
lub niepewno$¢ rozszerzona
(24)

gdzie kp - wspoétczynnik rozszerzenia na poziomie ufnoscip.
Jezeli niepewnosci standardowe u(x) i u(y) sg obliczane z btedéw granicznych Dxi Dy

identyfikowanych z niepewnos$ciami rozszerzonymi U(x) i U(y) przy tej samej wartosci

wspotczynnika rozszerzenia kp, to niepewno$¢ rozszerzona U (u) poprawki jest réwna jej

btedowi granicznemu Dv liczonemu metoda rozktadu losowego [wzor (23)].

5. PROBKOWANIE PRZEBIEGU CZASOWEGO

Niech
x=g(t), (25)

bedzie przebiegiem czasowym wielkosci x, funkcja g() jest oczywiscie nieznana. Reprezentuje
ja ciag probek

(26)

gdzie: x(n) - estymata wartosci wielkosci x w chwili i(n)
t(n) - zakladana chwila prébkowania,

r - zaktadany okres probkowania,
n,N - numer probki i liczba wszystkich probek.
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Wartosci x(n)it(n) sa, w stosunku do swoich warto$ci prawdziwych, obarczone btedami

Ax(n) i A(n). Probki (26) sa faktycznie roztozone nieréwnomiernie w czasie. Dokladniejsza

reprezentacjg ciggu (25) jest cigg prébek sprowadzonych do chwil t{A) =nr. Takie probki,
roztozone w czasie rbwnomiernie, sg obarczone btedami

Ax(n) =Ax(n)-G(n)A(n) ; G(n) = @7

di t=nr

Osobnym zagadnieniem, ktérym tu nie bedziemy sie zajmowali, jest wyznaczanie pochodnych
G(n). Powyzsze mozna uogélni¢ na réwnoczesne probkowania wielu wielkosci.

6. IDENTYFIKKACJA MODELU

Zatézmy, ze obiekt fizyczny o wejsciu x i wyjsciuy jest doktadnie opisany réwnaniem
y =g9(x), (28)
oczywiscie nieznanym. Réwnanie to aproksymujemy liniowym réwnaniem modelu
y =al0+axx. (29)
Danymi wejSciowymi do procesu identyfikacji rownania (29) jest zbior par tzw. obserwacji
wejscia i wyjscia
{x(n),y(n)\n=\,2,...,N}, (30)
obarczonych w stosunku do wartosci prawdziwych btedami obserwacji
\Ax(n)\<Dx i \Ay(n)\<Dy. (31)

O biedach tych przyjmuje sie hipoteze, ze sa one realizacjami zmiennych losowych o
rozktadach normalnych

Axe N(O,crj) ,ax=Dx/k
(32)
Ay e N(O<t*) , ay=Dy/k

gdzie
¢ = (33)

kwantyl rzedu (I+p)/2 rozkladu normalnego standaryzowanego, zwany takze wartoscig
(1-p) rozkiadu N (0,1) [3]. Technika eksperymentu i metrologia klasyczna przyjmuje zwykle
k =3, co odpowiada prawdopodobienstwu objecia p =0,9973 . Teoria niepewnosci
przeniesiona na grunt techniki eksperymentu lansowataby przyjmowanie wartosci k=2, co
odpowiadatoby p =0,9545. Wartosci wspotczynnikdw réwnania modelu (29) wyznacza sie

metodg najmniejszych kwadratow, prowadzacg do tak zwanych réwnan normalnych (patrz [4],
[71), ktore najprosciej jest zapisa¢ macierzowo
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N X>' « r2>j
5 s*2.«

W réwniach tych przyjeto oznaczenia:

=2>(«),2>2=£X Q) , Xy =Zy(")»Ztp =Z*I"M") »
«=1 Ne1 w=l «=1

Ro6znice miedzy warto$ciami wyjscia obliczonymi z réwnania modelu ze zidentyfikowanymi
wspotczynnikami a wartosciami zaobserwowanymi to btedy modelu

AaK«)=y(n)-y(n) = «@+«ix(n)-y(n) . (34)
O btedach tych przyjmuje sie zatozenie, ze sg realizacjami zmiennej losowej o rozkiadzie
normalnym

zIMy e N(O, ctm)- (35)
Estymate wariancji btedu modelu oblicza sie z zaleznosci [4]
Y-z .4 (36)

Gdyby réwnanie obiektu (28) byto faktycznie liniowe, btgd modelu bytby spowodowany tylko
btedami obserwacji, btedem Ay i bledem Ax. Catkowity bigd obserwacji odniesiony do
wyjscia wynosi, zgodnie z zaleznoscig (13)

AOy(n) =Ay(n)-axAx(n). 37)
Traktujemy go jako realizacje zmiennej losowej o rozktadzie normalnym

720e N(0,aQ) , d@=o02+ "02="(Z)2+"D 2). (38)

Na bigd modelu, w ogélnym przypadku, sktada sie zarowno btad obserwacji, jak i biad
wynikajacy z nieadekwatno$ci przyjetego modelu. Poréwnujgc wariancje bledu obserwacji
(38) i estymate wariancji btedu modelu (36), mozna weryfikowa¢ hipoteze o liniowosci
réwnania modelu.

Powyzsze rozwazania, odnoszace sie do obiektow jednowejsciowych i liniowego
réwnania modelu, uog6lnia sie na obiekty wielowejsciowe i réwnania nieliniowe.

7. REGULY PRZENOSZENIA WEKTORA BLEDU PRZEZ PRZETWORNIK

Rozwaza¢ bedziemy przetwornik wielowymiarowy, realizujacy operacje przetwarzania
wielu sygnatéw. Niech x iy beda wektorami

x1 Ti
IC= oy =
XJ yK_
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modelujgcymi cigg J sygnatéw wejsciowych {xx...,Xj) przetwarzanych w przetworniku
wielowymiarowym w cigg K sygnatdw wyjsciowych ) wedtug zaleznosci

~ y/
= (40)

yK  9K{X\LLX))

ktorg nazwiemy wielowymiarowg funkcja przetwarzania. Niech dalej sygnaty wejsciowe beda
obarczone btedami modelowanymi wektorem losowym o tgcznym rozktadzie normalnym

J*
eN(0,2X), (41)
J
gdzie Ex - macierz kowariancyjna randomizowanego btedu Ax na wejsciu przetwornika.
Biagd Ax mozna przenie$¢ na wyjscie przetwornika. Bigd przeniesiony na wyjscie, Ay, ijego

macierz kowariancyjng Ey mozna obliczy¢ z zaleznosci

Ay =GAX
(42)
Ey=GExG1
gdzie G, czyli macierz czutosci, jest utworzona z pochodnych czgstkowych
dgi dgi
axx dxj
M - (43)
C8k dSK
dx{ dxj

Warunkiem stosowalnosci reguly przenoszenia biedéw (42) jest istnienie i ograniczono$¢
pochodnych Gjk « Warunek ten prowadzi do pewnych komplikacji, gdy elementami

przetwornika wielowymiarowego sg przetworniki analogowo-cyfrowe. Problemami tymi nie
bedziemy sie jednak tu zajmowali. Pominiemy réwniez problem uwzgledniania bledow
wiasnych przetwornika. Powiemy tylko, ze problemy te majg rozwigzanie.
Jezeli liczba wejs¢ J przetwornika wielowymiarowego jest réwna liczbie K jego wyjs¢ i
jezeli istnieje odwrotne rdwnanie przetwarzania
L J— -
7
X = (44)

— —

to btedy mozna przenosi¢ z wyjscia na wejscie. Reguta przenoszenia btedow i ich macierzy
kowariancyjnych z wyjscia na wejscie ma postac

Ax=HAy
(45)
Ex=HZyH"
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gdzie iijest macierzg utworzong z pochodnych czgstkowych

' 9lj, d\ e
(46)

9Qyi " dyj

Macierz //jest odwrotnos$cig macierzy G.
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Abstract

Measurand and result of the measurement, which have a form of number series, can be
treated as points in Euclidean multi-dimensional space. Inaccuracy of such measurement is
described by the series of the coordinate error. The errors are randomised and theirs joint
normal distribution is assumed. Measure of inaccuracy is the confidence ellipsoid -
generalization of the confidence interval in one-dimensional space.

To calculate error of some measurement it is necessary to transfer the error of the one
coordinate to another. For example, to calculate error of measurement of function value for
given argument value we must transfer error of argument to function value. The rule of such
transferring is given.

The concept of multi-dimensional errors and rule of error transferring are used in
instrument calibration, time-function sampling, identification of model equation, and error
analysis of multi-dimensional signal conversion.



