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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

zbidor rozmyty. A: X-— |),1]

rodzina zbioréw rozmytych zdefiniowanych w X

iloczyn kartezjanski przestrzeni X i Y

iloczyn zbioréow rozmytych A i B, (AnB)(x) = oin(A(x), B(x))
suma zbioréw rozmytych A i B, (AUB)(x) = max(A(x), B(x))
inkluzja zbiorow (relacji) rozmytych, ACB» A (x)<B (x)
ztozenie sup-t

ztozenie inf-s

ztozenie eup-min

koniec dowodu



i. wsTgp

Teoria zbioréw rozmytych [l08) [i.09] zostata wprowadzona prawie 20 lat
teku w celu umozliwienia przetwarzania informacji w obecnosci czynnikéw
niepewnos$ci nie majacych charakteru probabilistycznego. Pozwolito to na
stworzenie modeli matematycznych.dla nieprecyzyjnie okre$lonych poja¢ i
koncepcji typowych w dziatalnos$ci cztowieka. Stosowanie metod statystycz-
nych byto w tych przypadkach powaznie kwestionowane,gtéwnie z powodu sze-
regu dodatkowo czynionych zatozen i braku wystarczajacej liczby danych,
ktére stanowig podstawe tworzenia kazdego modelu o charakterze probabili-
stycznym. Ponadto w zwigzku z szybkim i statym rozwojem komputeréw i tech-
nik komputerowych pojawita sig tendencja budowy coraz bardziej ztozonych
i wieloparametrowych modeli matematycznych [86]. Moze ona doprowadzi¢ do
zjawiska powstania coraz wiekszych trudnos$ci wyniktych m.in. z konieczno-
§ci wyznaczania wspoétczynnikéw modelu i ich wtasSciwej interpretacji w kon-
tek$cie zastosowan. W zwigzku z tym warto przypomnieé tzw.zasadg niezgod-
nosci sformutowang przez Zadeha [113] [Il14] w spos6b nastepujacy:

nasza mozliwo$¢ stawiania coraz bardziej precyzyjnych i nadal
istotnych ocen o zachowaniu systemu maleje, az do osiggniecia punk-
tu granicznego, gdy precyzja i istotno$¢é stajg sie wzajemnie wyklu-
czajacymi cechami”.

W Swietle powyzszyc 1 uwag rozpatrzmy Jedno z typowych zastosowan teorii
zbioré6w rozmytych w starowaniu. Rozwazajgc aktualny stan tsorii sterowa-
nia mozna zauwazy¢ dwa charakterystyczne fakty [38] [112) :

- konieczno$¢é stosowania precyzyjnych danych,
- coraz wyzszy stopish abstrakcji i wprowadzanie zaawansowanych metod ma-

tematycznych.
+
Obok wielu sukcsséw w dziedzinach, gdzie niezbedne modele mogg by¢ wy-

znaczone w sposéb precyzyjny, istnieje jaszcze grupa probleméw sterowania
ztozonymi procesami, gdzie budowa modeli ogdlnie stosowanych napotyka na
istotne ograniczenia. Okazuje sie, ze procesy te sa sterowane w sposéb po-
prawny przez cztowieka-operatora procesu. Cztowiek posiada wysoka umie-
jetno$¢ oceny sytuacji procesu i interpretacji lingwietycznych regut ste-
rowania. Rozumowanie przeprowadzane podczae sterowania ma gtéwnie charak-
ter jako$ciowy. Wzwigzku z tym Intereeujgce byloby zaprojektowanie re-
gulatora bazujgcego na nieprecyzyjnej, etownej formie otrzymanych danych
i nasladujgcego spos6b postepowania cztowieka. Jeden z najwczes$niejszych
kierunkéw polegat na modelowaniu zachowania cztowieka podczas stsrowatia
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przy uzyciu regulatora Pl lub PIO z elementami nieliniowymi [88]. Zbiory
rozmyte pozwolity na inne ujecie problemu i budowe regulatora bazujgcego
na lingwiatycznych regutach sterowania. Podstawy budowy regulatora rozmy-
tego zawarte zostaty w pracach [54] J55] {67]. Pierwsze ekeperymenty prze-
prowadzono na Uniwersytecie Londynskim (E.H. Mamdani [54] [56] [57] ) i Uni-
wersytecie Technicznym w Delft (H.R. van Nauta Lenke, W.O.M. Kickert [48]
[61J) w latach 1974-76. Otrzymane wyniki okazatly «ie obiecujgce i porowny-
walne z rezultatami sterowania przy uzyciu regulatorow PIO. Ujawnito sie
tez kilka zalet regulatora rozmytego w poréwnaniu z istniejagcymi algoryt-
mami sterowania. Wwyniku dalszych badan nad regulatorem rozmytym dokona-
no rozezerzeh i modyfikacji, np. zaproponowano zastosowanie rozmytej lo-
giki tukasiewicza [67] [$8]. W przegladowych pracach [38] [94] zawarto ana-
lize otrzymanych wynikow teoretycznych 1 aplikacyjnych. Rozpoczeto réw-
niez prace nad sposobami adaptacji regulatora rozmytego [57j. Przeanali-
zowano zagadnienie 8tabilnoscl regulatora [l , zgodnos$ci i zupetno-
§ci Jego regut {23] [28j. Analiza regulatora rozmytego jako wuktadu podej-
mowania decyzji zostata zawarta w pracy [13]. Pomimo duzego naktadu badan,
problem formalnego oplau regulatora rozmytego nie zostat w petni rozwia-
zany.

Od czasu pojawienia sie pojecia zbioru rozmytego przeprowadzono wiele
badan o charakterze podstawowym i aplikacyjnym. Oo gtéwnych dziedzin,gd”".ie
zbiory rozmyte znalazty swoje trpate miejsce Jako narzedzie dla tworzenia
algorytmoéw przetwarzania informacji lingwistycznej, mozna zaliczy¢:

- podejmowanie decyzji QO [I7]1-[19], [23], [46], (471, [64],

- analiza i synteza systemow niedeterministycznych "i(systeméw rozmytych)
[22], [24]-[26], [28], |31]. [41]-[45], [62], [67]. [68],[7I]-[75].[77]
[95]. [98], [111].

- rozpoznawanie obrazéw [3], [5]. [9], [52]. [76]. [bo]l, ~

- badania operacyjne [89], [91], [93], (.07 ,

- diagnostyka systemoéow i diagnoza medyczna (20], [21], [82].

Na tle publikacji na tamat zbior6w rozmytych wida¢ szerokie mozliwosci
zastosowan prezentowanych zagadnien. Brak Jest natomiast wystarczajgco o-
g6lnej metody, w ramach ktérej mozna formutowac¢ i rozwigzywaé problematy-
ke w zakresie systemo6w rozmytych, wniniejszej pracy przedstawionopropo-
zycje rozmytych réwnan relacyjnych z normami tréjkatnymi uzytecznymi do
opisu tych systemoéw. Szczeg6lny przypadek tych réwnan z s-up-min (inf-max)
operatorem ztozenia byt dyskutowany przez Sancheza w 1976 r. [81]. Stwier-
dzono mozliwo$¢é stosowania ich w opisie zagadnien diagnostyki medycznej
[82] . W pracy niniejszej wykazano ogélnos$¢ i przydatnos$¢ wprowadzonych réw-
nan dla rozwigzywania probleméw systemoéw rozmytych, podejmowania decyzji
1 arytmetyki liczb rozmytych.

Celem niniejszej pracy Jest:

- prezentacja aktualnego stanu badan nad regulatorami rozmytymi Jako ty-
powym przyktadem zastosowan zbioréw rozmytych w dziedzinie sterowania.

- przedstawienie propozycji uogdlnienia regulatora rozmytego istotnych z

punktu widzenia zastosowan,

- konstrukcja ogoélnej klasy rozmytych roéwnan relacyjnych w oparciu o nor-

my tréjkatne,
L przedstawienie analitycznych i numerycznych metod ich rozwigzywania,

- analiza i synteza systeméw rozmytych,
- ocena mozliwosci stosowania rozmytych réwnan relacyjnych Jako aparatu

dla formutowania i rozwigzywania probleméw w dziedzinach zastosowan
teorii zbioréw rozmytych.

Wymienione powyzej cele pracy realizowane bedg przy uwzglednieniu teo-
retycznych ram wyznaczonych przez rozmyte réwnania relecyjne.

Praca sktada sie z 9 rozdziatbw. Rozdziat 2 zawiera zagadnienia regu-
latora rozmytego oraz metody Jego konstrukcji 1 oceny dziatania. Nastep-
nie przedstawiono zastosowanie zbioréw probabilistycznych w tworzeniu re-
lacji regulatora na bazie informacji rozmytej i probabilistycznej. IV roz-
dziale 3 zawarto koncepcje opisu systeméw niedeterministycznych w formie
rownan relacyjnych. Pojecie normy tréjkatnej, rozmytych réwnan relacyjnych
oraz metody ich rozwigzywania stanowig tre$¢ rozdziatow 4, 5 1 6. Wroz-
dziale 7 18 oméwiono problemy teorii systeméw rozmytych.arytmetyki liczb
rozmytych i podejmowania decyzji sformutowana i rozwigzane Ww ramach teo-
rii réwnan relacyjnych.

W pracy zastosowano symbolike i terminologie ogélnie przyjeta w teo-
rii zbioréw i teorii zbioréw rozmytych.

Autor pragnie w tym miejscu ztozy¢ podziekowanie Panu Prof. dr hab. R.
Gessingowi za konstruktywne dyskusje, ktére pozwolity na petniejsza pre-
zentacje omawianych zagadnien.



2. PROBLEMY KONSTRUKCJI REGULATOROW ROZMYTYCH

2.1. Konstrukcja regulatora rozmytego. Analiza struktury regulatora

Podstawowa struktura regulatoro6w rozmytych jest $cisle zwigzana ze
zbiorem lingwistycznych regut sterowania (im plikacji) reprezentujacych
strategie sterowania cztowieka-operatora. Wieze one aktualny stan procesu
(systemu) i sterowanie, ktére powinno zosta¢ podjete w celu uzyskania kon-
kretnego celu. Reguty te moge byé typu:

- jezeli stan procesu jest Xit to sterowanie wynosi U? (2.1)
i » 1.2 N. 1
i Uj sa zbiorami rozmytymi zdefiniowanymi w przestrzeni X 1
U. xAe F(x), Uje F(u), j =1.2 M.

Zazwyczaj [1i], [12], [15], |4bJ, [49), [54) rozpatruje sie reguly ste-
rowania (Implikacje) o nastepujgcej postaci:

- Jezeli btad jest réwny E~ i zmiana btedu jest réwna OE”, to sterowa-
nie jest réwne U. , (2.2)
i =1,2 N. j =1,2,... M, k=1,2,... ,K. gdzie E~ DE”. Uk sg zbio-

rami rozmytymi okre$lonymi w przestrzeniach E, DE i U odpowiednio.

Rysunek 2.1 przedstawia strukture

v 2(___ proces-regulator rozmyty. Reguty stero-
Proces wania (2.1) lub (2.2) zawierajace zbio-

ry rozmyte,ktére reprezentujg stan pro-

cesu i odpowiednie starowanie,3g przed-

H---- stawione ra formie relacji rozmytych.

Requlator -EH Xo Globalna rozmyta relacja regulatora R
okre$lona w iloczynie kartezjanskim od-

powiednich przestrzeni tworzona Jest
Rys. 2.1. Struktura proces-re-

Jako suma teoriomnogos$ciowa relacji
gulator rozmyty

sktadowych.
Stad otrzymujemy!

- dla regut (2.1)
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R(x,u) » max [R1(x,ujj , (2.4)
1<1<N

X€ X, U(U,
- dla regut (2.2)

R- U Rj (%)

i=l «2,«« «,N

R(e,de,u)= maxJr® (e,de,u)] (2.6)
1«J<N
I<j<M
ecE, dee DE, ue Il,

Relacje sktadowe (R”"jR”j) obliczane sa zgodnie ze wzorami:

Ri ™ XI- \ (2.7)

Rij - (EI XDV * UkilJ - *(2.8)

"x- oznacza lloczynkartezjanski zbioré6w, za$ m— m reprezentuje operator
Im plikacji. Zazwyczaj w literaturze [31] .[49 . [56].,[s7] Illoczyn kartezjanh-
eki definiuje sie nastepujaco:

(EiK-DEj )(®>de) - min[El(e). DEj(de)].ee E, dee DE. (2.9)

Relacje (2.7) i (2.8) obliczany z zaleznos$ci:
R1(x.u) = fjxi (x), (2.10)
Rij(0.<e.u) - f[mIn(Ei(e), DE~de)). ukij(u)l» (2.11)

se S, eeE, deeDE, ue U, gdzie f oznacza operator im plikacji. Obszerny
wykaz definicji implikacji dla zbioré6w rozmytych mozna znalezé¢ w (j51 [47]
[50] » [?]j * [@0] * Dwie definicje im plikacji przytoczono ponizej:

*— f(a.b) = min(a.b). (2.12)

f(a.b) » max(l- a.b), (2.13)

« |o,£].
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Najczes$ciej w zastosowaniach wykorzystuje sie operator implikacji zde-
finiowany w (2.12).

Zastosowanie ztozeniowej reguty wnioskowania [61],[113],[ll14] ©pozwala
na obliczenie dla kazdego E'6F(E), DE'e F(DE) zbioru rozmytego sterowania
U't F(U)s

U'- E'™ DE oR, (2.14)
czyli:
u'(u) = supJminfE”~e), DE'(de), R(e,de,u”, (2.15)
dee DE
ue U.

Ztozeniowa reguta wnioskowania zapisana powyzej jest niczym innym Jak
schematem reguty wnioskowania modus ponens dla logiki rozmytej[lii] , kto-
rag mozna réwniez zapisa¢ w formie schematu:

(2.16)

Reguty regulatora rozmytego w postaci implikacji (2.1) lub (2.2) moge
by¢ z tatwosci? rozszerzone dla wiekszej liczby przestrzeni [I5] . Przykta-

dowo, dla K przestrzeni X1,X2,...,XK reguty przyjmuje forme:
(xjx K?, >># xXK) -»-u , (2.17)
1 1 1
xje F(X1).i=1.2 nl.x2e F(X2),j=1,2 e 2% XEtF(XK),
1=1,2, m~ t = 1,2, i

Wielko$Scia wyjsciowa regulatora rozmytego Jest zbidér rozmyty UG6F(ll),
ktéry przyporzadkowuje kazdemu elementowi ue U warto$¢ z przedziatu [p,l]«
Wcelu wyznaczenia dokladnie jednej wartosci uQ6 U, ktéra traktowana be-
dzie Jako warto$é¢ sterowania dla procesu, wymagane jest zastgpienie zbio-
ru rozmytego jedng wartoséci? liczcbowa. W literaturze z tego zakresu za-
proponowano szereg sposobéw dotyczacych rozwigzania tego zagadnienia.Kil-
ka z nich przytoczymy ponizej [li] - [13] , [24] ., [48], [49].

X. Metoda maksimum funkcli przynaleznos$ci. Warto$¢ uQe U obliczymy
zgodnie z zaleznoS$cig:

utu-.) = sup ufu) (2.18)
0 u« U



- 14 -

Metoda ta moze by¢ stosowana dla unimodalnych funkcji przynalezno$ci.W ar-
to zwr6ci¢ uwage, ze ten proety sposéb znajdowania uQ nie uwzglednia
ksztattu funkcji przynaleznoséci. Tej niedogodnosci jest pozbawiona

Il metoda $rodka ciezkos$ci. Warto$¢ uQ6 U wyliczana jest Jako $rodek
ciezkoséci funkcji przynaleznos$ci U:

ud " 1 u(u)u du/f u'(u)du. (2.19)

(zaktadamy, ze obie catki w powyzszym wzorze istnieje).

Il Metoda wspomniana w-fcpal. 1 dyskutowana nastepnie w C7Ql wprowa-
dza do (2.19) warto$¢ progowg cefc [0,1]:

Ug(og) = J u'(u)u du/”? U(u)du, (2.20)
gdzie:
Uce “ oznaczace-przekr6j zbioru rozmytego u',
=lu€ ufu(u)> . (2.21)

Szczeg6towa struktura regulatora rozmytego o dwéch wielkos$ciach wej-
Sciowych i jednej wyjSciowej przedstawiona Jest na rys. 2.2.

Rys. 2.2. Struktura regulatora rozmytego

Przeksztatcenie nlerozmytych danych do postaci odpowiedniej dla zasto-
sowania ztozeniowej reguty wnioskowania przeprowadzone Jest w bloku:
"transformacja danych wejSciowych™. Transformacja ta moze by¢ tatwo prze-
prowadzona przy zastosowaniu dyskretyzacji rozmytej dyskutowanej w. roz-
dziale 7.

Transformacja danych wyjsciowych odbywa sie np. w oparciu o jeden ze
wzoréw przytoczonych powyzej (2.19-2.20). Dobdr wiasciwych wartosci wspoét-
czynnikéw skali k#, k., k wielko$ci wejsciowych i wyjsciowych regulato-
ra pozwala uzyskaé¢ pozgdane wtasciwos$ci dynamiczne uktadu proces-regula-
tor.

Wzwigzku ze struktura regulatora (rye. 2.2) oraz rodzing regut stero-
wania (2.2) powstaja zasadnicze pytania dotyczgace zbioru lingwistycznych
regut sterowania:
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- czy liczba regut jest wystarczajgca,
- czy reguty sa niesprzeczne,
- czy istnieje interakcja miedzy poszczeg6lnymi regutami.

Powyzsze problemy byty przedmiotem wielu prac na temat podstaw regula-
tora rozmytego [23], [26], [38], [100] , [101]. W [26] wprowadzono pojecie
zupetnos$ci regut sterowania, postawiono problem interakcji regut i zapro-
ponowano wykrywanie efektu wystepowania regut sprzecznych poprzez badanie
wypuktosci relacji regulatora. Mozna znalezé réwniez metody charakteryza-
cji regulatora rozmytego opierajace sie n3 pojeciu miar energii zbioréw
rozmytych [I7]- [19)  Przyktadowo, dyskutujgc regulator (2.2) méwimy,ze u-

ktad regut sterowania jest zupeiny, jezeli zbiory rozmyte EN6 F(E) i
OEj6 F(OE) "pokrywajg" catkowicie przestrzenie E i DE, tzn.:
V ' 3 Ei (e)>0. (2.22)
ef E i< i0<N
\/ 3 DEL (de)>0. (2.23)
de6 CE K j Q<M 0

Pojecie interakcji regut sterowania zilustrujemy na przyktadzie regula-
tora (2.1). Méwimy, ze w regulatorze (2.1) istnieje interakcja regut. Je-
zeli zachodzi zaleznoé¢:

'3 X or A u. (2.24)
I<i<N 1 h

(Xt° R)(u) t U (u). (2.25)

ufU. Mozemy udowodni¢ nastepujgce

TWIERDZENIE 2.1

Oezeli
- zbiory rozmyte XJ, j =1,2,...,N sq normalne:
*
\ 3 A0g)- 1 (73]
1< j<N xQj e *
R (X, = Lin(X< , U T, 2.27
(x,u) KmKar;( in( 1(><) Ji(U))J ( )
to

v/ X 0 ROU (2.28)

(X ;0 R)(2)>U . (u) (2.2'9)
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Dowodd

(Xj° R)(u) = sup|min|x.j(x),

maxJ™in(Xi (x),

>sup [min(X

(x), X
xeX J

co na mocy normalnos$ci Xj daje

(X, 0 R)(u) >U

It (u).

ué U. |1
mi nie interakcja.
TWIERDZENIE 2.2

Jezeli

(X"o r(u) o sup [min(Xj(x),
xeX

R(x,u))j =

I x€supp(Xj)

Uj

(x), U @jl= sup[min(x (x),U
3 Ji J Xt* J

V 3 W =i
1< j< N x0jt X
11 zbiory Xj, j =1,2,...,N se parami roztgczne.
Xtn Xj =0, i 1 j.
min(Xi (x), X..(x) = 0,
to
c
V X oR=u
Kj<N 3
Dowodd
Oznaczmy przez supp(X.) nos$nik zbioru X , supp(X ) =4 xt X |
obliczmy Xjo r,

(2.30)

()~
Ji J

(2.31)

Warto zwrdéci¢ uwage na warunek, przy spetnieniu ktérego miedzy reguta-
istnieje

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

X.(x)>olL

maxisup [min(X”~ (x),R(x ,u))J ,
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sup[min(X (x),R(x,u))|L= eup[min(X (x),max[min(Xi (x),U (ujlj
x~8upp(Xj) J xesupp(Xj) KJ4N 1
- sup [min(X (x),U (u))]= U , (
X68upp(XJ) J1
ué U, czyli
X. oR=U .nm (2.37)
J Ji

W celu ocenystopnia interakcji regut

sterowania
ce konstrukcje. Wykorzystujacrelacje

rozpatrzmy nastepuja-
R (relacje podstawowg)dla kazde-
go zbioru rozmytego X*, i = 1,2,...,N obliczamy zbi6ér rozmyty U' zgodnie
z zaleznos$cia: 1
U* = X o R°, (2.38)
Ji
(R®° = R), i »1,2,...,N. Zaktadajac, ze kazdy X. Jest zbiorem normalnym
(zatozenie Tw, 2.1), zachodzi inkluzja U}_—*-UM. Tworzymy relacje
I
N
R1 = R°u 1] [xtx (UM u U* )], (2.39)
1-1 1 1
. . . 2 .3
a nastepnie konstruujemy kolejno R™,R™,...
N
R2 - R1U U [*i« ~jU*“j >]* (2.40)
:1-1 11
gdzie
UJZ - X o R1. (2.41)
. . . 0 1 .2 . .
W rezultacie, biorgc sume powyzszych relacji R",R ,R™, otrzymujemy:
ocf N 00 N
R- RU 1] U )] - 1 UIXiX(Yuy )= (2%42)
k-1 i=1 1 1 k-0 1=1 I
ue - U, .
Ji Ji

(".43)
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Przyktad 2.1
Funkcje przynaleznos$ci relacji R mozna oszacowa¢ w sposOb nastepuja-

cy Niniejszy przyktad numeryczny wykorzystuje eksperymenty wykonane przez
autora podczas pobytu na Unlwersytsols Technicznym w Dslift.

R(x,u) = eup [min(X. (x), (U)) < max X (x) = c(x). (2.44) Starowany procaa opisany Jest funkcjag przejscia:
0sTk«® s 14k N
I<i”™N
KB 7TSYYViIfsT2 +1) " 7ss ¢ iH4s 1) (2*47)
A zatem oszacowanie gérna relacji R opiera sig na znajomosci funkecji
przynalaznos$ci sumy zbioréw rozmytych Xi# Liczba . ) ) )
Regulator rozmyty sktada sie z nastepujacego zbioru regut sterowania:
£(x,u) = c{x) - R(x,u), (2.45)
DE
£(x,u)e [o,l] jest miare interakcji zbioru regut starowania regulatora roz-
(x,u)e [ j ¢ ] g g m\ ™ NS z PS PB
mytego.
Przedstawiona powyzaj problematyka dotyczy w gidwnej mierze statycznej PB NB NB NB NS PB
oceny poprawnos$ci i logicznej spo6jnoséci regulatora -bardziej ztozone za- PS NB NB NS PS PB
danie otrzymania zadanych parametréw dynamicznych procesu nie ma jak do-
. . . . . . . z NB NS, z PS PB
ted og6lnego rozwigzania. Regulator rozmyty posiada wiele parametrow, kt6-
re mogg by¢ nastrajane w colu uzyskania zgdanego dziatania systemu. Sg to NS NB NS PS PB PB
m.in. reguty sterowania, funkcje przynalezno$ci zbior6w rozmytych tworza- NB NB PS PB PB PB

cych reguty oraz wspotczynniki skali wielkosci wejsciowych i wyjsciowych.
W szeregu prac, w ktérych podejmowano temat poprawy dziatania regulatora,
dobér parametréw odbywat aie metoda préb i biedéw [li] - [i.3], [56] , [?4]. s\ Ptad ® CS i zmiana biedu - CS
'Wpracach [li] , [49] pojawita sie sugestia traktowania regulatora rozmyte-

NEG CBN
go jako przekaznika wielopoziomego i zastosowania metod funkcji opisuja-
cej do analizy Jego dziatanie. Nslezy jednak podkre$li¢,za regulator roz- POS cep
myty jest uktadem nieliniowym, stagd nie mozna poda¢ w miare ogdlnego sche-
matu doboru jego parametréow. 'V wielu pracach [13], [loo] podkreslano fakt Rysunek 2.3 przedstawia funkcje przynaleznosci dla btedft, zmian btedu,
r6znego dziatania regulatora w zaleznos$ci od wartoséci btedu. Dla duzych euny btedu i sterowania. Z zamieszczonej powyzej macierzy i rys. 2.3 moz-
wartoéci btedu regulator dziata szybko i bez wiekszych przeregulowan.Przy na wywnioskowa¢ o zupetnoéci regut sterowania. Przyjete| skroty dla zbio-
dochodzeniu do warto$ci zadanej mogag wystagpi¢ oscylacje i btgd w stanie row rozmytych oznaczaja:

ustalonym. Aby wyeliminowa¢ to zjawisko, w [13] zaproponowano wprowadze- - dla bledu i zmian biedu:

nie dodatkowej wielko$ci wejsciowej regulatora zaleznej od catki (sumy) NB - duzy ujemny

btedu: > NS - maty ujemny.
z = Zero

v €(t)dt, (2.46) P8 - maty dodatni,

PB - duzy dodatni.
C8 - bliski zeru.

ktéra ma wplyw na dziatanie regulatora tylko w otoczeniu wartoséci zadanej. - dla wielkosci wejéciowe] Si

NEG - ujemny.
POS - dodatni.

Dobo6r wspotczynnikéw skali metodg préb i biledéw moze okaza¢ sie trudny
i uciazliwy. V[87] zaproponowano budowe regulatora o wielu wejsSciach i

wielu wyjsciach przyjmujac liniowy model procesu.
- dla etsrowania:

NB - duzy ujemny,
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sterowania

rozmytych wystepujacych w regutach

zbioréw

przynaleznoédci

Funkcje

2.3.

Rys.

NS -maly ujemny,
VA -zero,
PS - maty dodatni,

PB -duzy dodatni,
C8N - ujemne eterowanle przy zerowym btedzie,
C8P - dodatnie eterowenle przy zerowym btedzie.

Doblerajec wspo6tczynniki k0’ kg, k8’ kII réwns kO m 0.3, k'g) m 0.45, kB [
m 0.15, ku = 0.5 otrzymano odpowiedZz procesu bez znacznych przereguloweri
(rye. 2.4). OdpowiedZ proceeu x(t) echarakteryzujemy za pomoce wskaz-

nikow s

ae
»J) e2(t)dt, (2.48)
0
O,- (eup x(t) - x )x , (2.49)
* t>0 u u
Q3- min-ft> 0 |x(t) - x0J, (2.50)

Rye. 2.4. Przebieg x(t) 1 u(t) dla reguletora rozmytego o wspédiczynnikach
skali ka - 0.3, k» - 0.45, k8 - 0.15, ku ¢ 0.5

(Xg - warto$¢ zadana). Pozwoli to na ocene wpltywu wepobtczynnikéw skali na
Jako$¢ przebiegu. Zmlenlajec kazdy ze wepo6tczynnikéw «kall, przy ustalo-
nych pozostatych, otrzymano wyniki przsdstawione na rys. 2.5-2.6. W lds¢
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sted wyraznie, ze Qt« Og, Qj posiadaje wiele miniméw. Moze to powodowac

szereg trudnosdci przy stosowaniu metod optymalizacji wskaznikow jakosci
wzgledem wspoétczynnikéw skali. Oprécz tego ze wzgledu na nieliniowy cha-
rakter regulatora optymalne (minimalizujece Ql# Q3) wartosci ka, k#,

kg, ku zachowuje swoje wazno$¢ tylko w ograniczonym zakresie zmien wiel-
kosci wejsciowych.

Badajec wrazliwo$¢ regulatora rozmytego i regulatora PIDX”" otrzymano za-

leznos$ci zilustrowane na rys. 2.7 i 2.8. Wrazliwo$¢ regulatora PID i roz-
mytego ze wzgledu na zmiany wspoétczynnika wzmocnienia proceeu Jeet taka
sama. Ola duzych zmian wiekszej statej czasowej procesu, regulator rozmyty
charakteryzuje sie mniejsze wrazliwosci*. (

w celu poréwnania dziatania regulatora rozmytego i regulatora PID przy-

jeto procee z op6znieniem o funkcji przejscia:

<2-51)

Otrzymane przebiegi zilustrowano na rys. 2.9. Regulator rozmyty daje
szybsze przebiegi przy matych przereguloweniach. Mozna poprawi¢ ezybkos$¢

Rys. 2.9. Przebiegi x(t) dla procesu drugiego rzedu z opéznieniem
(a) - sterowanego za pomoce regulatora PID, P m 0.08, | m 0.006, D » 0.0,

(b) - sterowanego za pomoce regulatora rozmytego, k ® 0.03, k-«0.1,k «

» 0.015, ku = 0.5

przebiegéw przez zwiekszenie wartoéci wspétczynnika skali kg, co jednak
doprowadza do wigkszych przeregulowan (por. rys. 2.10).

x 'Regulator! PID opisany Jest réwnaniem u(nT) » (P+I1+D) e(nT) - (P+2D)
e(nT-T)+ De(nT-2T), gdzie Pf I, D se wsp6tczynnikami regulatora,

za§ T oznacza okres sterowania.
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Rys. 2.10. Przsbiegi x(t) dla procesu drugiego rzedu z opOZnieniem stero-
wanego za pomoce regulatora rozmytego

(a) - k# ®w 0.05, k» = 0.3, kg » 0.02, ku - 0.5, (b) - kfl m 0.05, kg-0.4,
k8 - 0.02, ku - 0.5

Podeumowuject

- w $Swietle aktualnych badan nad regulatorem rozmytym widaé¢, ze stenowi
on alternatywe dla tradycyjnych technik sterowania 1 moze by¢ szczegdl-
nie przydatny w tych przypadkach, gdy ople procesu ma charakter niepre-
cyzyjny (np. warto$ci parametré6w proceeu znene se w przyblizeniu),

- deleze badania powinny dostarczy¢ metod poprawy wtasciwos$ci dynamicz-
nych regulatora i sformalizowanych, w miare ogdélinych, procedur optyma-
lizacji regulatora.

2.2. Zeetoeowanle zbioré6w probabilistycznych w konstrukcji regulatora

Dotychczas omawialiSmy konstrukcje regulatora rozmytego bazujagcego na
zbiorze regut zawlerajecych nieprecyzyjne pojecie opieene przy uzyciu zbio-
row rozmytych. W praktyce moze sie okazaé, szczeg6lnie w przypadku kilku
réznych etretegil sterowenia, ze letniej« trudno$ci w wyznaczeniu funkcji
przynaleznos$ci. Przyporzadkowanie kazdemu punktowi przeetrzeni X(U) dok-
tadnie jednej wertoscl z przedziatu [0,I] moze okazeé ele konstrukcje nie
odzw lereledlejece ztozonoséci pojecia llngwletycznego. Sted zrodzita aie
potrzeba rozszerzenia pojecia zbioru rozaytegoi zaproponowano m.n. $-
zbiory rozmyte (31J, zbiory rozmyte wyzszych rzedéw.Gtéwna idea tych kon-
strukcji eprowedza ele do przyporzadkowania kazdemu xeX podprzedziatu
£0.1] lub zbioru rozmytego

Koncepcja zbioru probablliatycznego wprowadzona w [41] polega na przy-
porzadkowaniu kazdemu xtX zmiennej loeowej o warto$ciach z przedziatu
(O .1j. Sted tez przez zbi6ér probabllletyczny A(X,u) mozina rozumie¢ rodzl-



ne zmiennych losowych indeksowanych elementami xc X, W [27] zaproponowa-
no ople zbioru probabilistycznego za pomoca dystrybuantai
Rozpatrzmy zbiér zmiennych losowych XJ,XZ,..,,XH okres$lonych ne [O,E]

1 scharakteryzowanych dystrybuantami F fy_,,**,Fx * Zachodzi wé"oza>
(por. [27] . [66] ). 1 *2 n

TWIERDZENIE 2.3

Jezeli XItX2,...,Xn se zmiennymi losowymi okre$§lonymi na tej samej
przestrzeni i scharakteryzowanymi dystrybuantami F F ... F , to:
*1 2 n
I dyetrybuanta funkcja $ « max(XIfX2,,..,X n) réwna sie:
- B XN W (2,52)
wt Ib,i] .
Il dyetrybuanta funkcjiV - min(X1,X2,.,.,X n).opisana Jeet

n
- Fx - Fx xt("*w) + F w.w.w) -
%4 2 2 2
i-i 3

I<J<k<n J K I<j<k<Kn 3

- +(¢-Dn+l Fx X (wW.w W) . (2.53)
12** n

wt [o,i] .

Przyjmujac niezalezno$¢ poszczegdlnych zmiennych losowych Xit i * 1,2,
...«n, otrzymujemy:

FR>- TT &~ w (3.54)
j-1
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Twierdzenie powyzszs stanowi podstawe obliczen dystrybuanty relacji pro-
babilistycznej regulatora.

Rozwazmy, jak poprzednio, algorytm sterowania sktadajgcy sie z N re-
gut [29] :

jszsll X+, to Uj - (xx— ), (2.56)
i»1,2,...,.N, j - 1,2,...,M, gdzie Xi< 1)» sa zbiorami probabilistycz-
nymi danymi na skonczsnie elementarnych przestrzeniach X | U:

X 7 X, 2., xn}' (2*57)
U-{ul®u2..... um}* L*58>

Opisane ega one za pomocg rodziny dyetrybuant:

£hCe.)}e (2.59)

{V}. (2.60)

A iINL j = 1f21# M| 8 * 1]2fcce (AT t m 1]2]tt* »nie

Dla kazdej z im plikacji (2.56) przy przyjeciu definicji implikacjizgod-
nie z (2.12) otrzymujemy relacje probabilistyczne R - X — UJ «gdkie dla
i i n

ustalonych elementéw przestrzeni X i U (i,J) zachodzi:
i
F(X1-»400M)(*#.ut )(w) “ FmiIn(Xi ,Uj~)(xs ,ut)(w)* (2.61)
w€ [p.a , 1 *“1,2,...,N, J m1,2,...,H, sM1,2,...,n, tm1,2, .. m
Biorgc pod uwsge sumg wszystkich relacji Ri( i » 1,2,...,N, mamy:
N
R - (1 «# (2.62)
1-1

Przyjmujac niezaleznos$¢ odpowiednich zmiennych loeowych 1 korzystajac
ze wzor6w (2.54)-(2.55), dyetrybuanta relacji probabilistycznej wynosi:

FROx# ,ut)<> " TTLRXi(xs)(W) 4 FUJi@ue)C) -

W€ [o.d] i« m1#2,...,n, t mIf2f. .. Im



Ola kazdego etanu proceeu x' bedacego zbiorem probabilistycznym, roz-
mytym lub wartos$cig liczbowag z X, zbiér probabilistyczny IT obliczamy ze
ztozeniowej reguty wnioskowania (modus ponens):

u"- xor. 2.6%)

|
Dyetrybuanta zbioru probabilistycznego U

(2.55) wynosi:

obliczana zgodnie z (2.54)-

n

Fu'(ut)(w) = TTEX(X1)(') * FR(x,.ut)(w) - FX(x..ut)("]- (2.65)
1 J-1 J = J

we [O,i] , przy zatozeniu. Ze zmienne loeowe X(Xj) 1 F(Xj>l.[)- O nie-
zalezne. ~

Dyetrybuanta zz)ioru probabilietycznego U’ pozwala na obliczenie jego
moeentéw (por. [27] , [28] , [4]] ) utatwiajgc wybdér koAcowej wartoséci stero-
wania uQ6 U (por. p.2.1).

Kazdy zbi6ér rozmyty mozna traktowaé¢ jako szczegdlny przykited zbioru pro-
babilistycznego. Stad regulator rozeyty etanowi ezczeg6lny przypadek o-
pieenego tu regulatora probabilistyczno-rozmytego. RzeczywiScie rozpatrz-
my relacjg i zbiér rozmyty R, X o funkcjach przynaleznosci)

(2.66)
R< V Uk) © "Jk*
XC3) - Wi, (2.67)
wr, Wjke 0,1] *J “ 1,2,...,n, k *1,2,.... m.
Moga one by¢ reprezentowane przy uzyciu dyetrybuant:
0, Jezeli w<w
RO uk)™) (2.68)
1, jezeli w>w
! Ik
0, Jezeli w<wi
(2.69)
i. Jezeli «j
Zgodnie z zaleznosécig (2.65) otrzymujemy:
0, w<nax [min(w w fl
I<j<n 3 XK (2.70)

FUrUO @) -

1, w przypadku przeciwnym
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czyli u" dane Jest funkcja przynaleznosci,
u'(u. ) “ max[min(x'(x ), R(x ,u.))], (2.71)
K Kj<n J > *
k m1,2,...,m.

Rozpatrujgc konstrukcje regulatora probabilistyczno-rozmytego w epoadb
wyrazny napotykamy na problem wyznaczenia probabilietycznych charaktery-
styk zbioréw biorgcych udziat w tworzeniu relacji regulatora.Zaproponuje-
my tu.lJedng z mozliwych drég wyliczenia dystrybuant zbioréw probabilistyce
nych, traktujac te zbiory Jako zagregowane zbiory rozmyte powstate pod-
czas dziatania algorytmu grupowania. Niech X1 i u”, i - 1,2,...,N ozna-
czajg zbiory rozmyte stanu i sterowania okre$lone przez kilku ekspertéow
procesu poeiadajgcych rézne, lecz - og6lnie rzecz bioragc - podobne stra-
tegie sterowania. 'Rodzing podzielimy na roztaczne klasy,przy czym

liczba klas I<c<.N i podziat sg dobrane tak, aby minimalizowaé¢ wskaznik
Jakosci:
1
Q= 2 9(Xi° Rc'Ui)l (2.72)
i«
tzn. :
1
minQ o 2 9(V % Ui)» @.73)
Uc<n i=1 opt
gdzie: € oznacza odlegto$¢ miedzy zbiorami rozmytymi Xi°® Rc i U”, za$
R j/est relacjg rozmytg obliczang z zaleznoS$ci:
c
c
RC “ U (5 *~j5e (2.74)
J-1
czyli:
R (x,u) » max [min(x (x), UH(u))] , (2.75)
c 1<j<c 3 3
xt X, ue Il i oznaczajag funkcje przynaleznoéci zbioréw probabili-
stycznych i U j =i,2,...,c. Zbiory te sa tworzone w oparciu o ma-

cierz podziatu P generowang przez algorytm grupowania (por. [4], [9 ).
Macierz P = [p j ,j =1,2,...,¢c, k =1,2 N, pjk 6 ~0,lj- spetnia warun-
ki [9] :
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k-ty zbidér rozmyty nalezy do doktadnie jednej grupy (klasy): nl 2 3 45 6 7 8 9 10
c\
c 1 1 00 0 O0O0OOTI1IT1 0
2 Pjté'l' 1< k< N, (2.76) 2 01 00O01O0O0O0 0
-1 3 001010100 0
kazda grupa zawiera co najmniej jeden zbiér rozmyty: 4 000100000 1
N Obliczenia dyetrybuanty relacji probabilistycznej, wykorzystujac otrzy-
mane cztery zbior robabiliatyczne OCA u i - 1,2,3,4,przebiegaj? zgod-
2 Pjk>0* *< J< ¢c* (2.77) . y y p, . p y. p . P gal g
K1 nie z (2.74). Wartosci dwoch pierwszych momentéw zmiennych losowych two-

rzagcych relacje obliczene ee w nastepujacy sposoéb:
i U obliczene ee wedlug wzoréw:

N N (2.80)
X'&/(x).- 2 x1(x)ptd/ 2 Ptl» (2.78)
i-1 i-1
N N iJ-Kw-J,ijJ]J2dFR(x1.u3)(C')" (2.81)
Uiy - 2 P13* (2.79) > 13 - Kw-J.1j] OL-uHC)
i-1 * i-1
i,j - 1,2,...,6. Wertos$ci ich wynoez?:
Przyktad 2.2
Rodzing zbioréw rozmytych (X1>lii) i - 1,2,...,10 dana Jeet ponizej:
u1 u2 U3 u4 us ue
0.67 0.46 0.46 0.55
X, Ui X1 0.67 0.60
X2 0.74 0.64 0.69 0.56 0.52 0.64
1.0 0.8 0.4 0.3 0.2 0.0 0.8 1.0 0.4 0.2 0.1 0.1 0 85 090 0.87 0.78 061 0.53
3 , . . .
1.0 0.9 0.3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.3 0.6 1.0 tu_ 0.65 0.57 057 0.52 0.50 0.55
X4 ’ '
0.2 0.4 1.0 0.6 0.3 0.0 1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.1 0.54 0.67 0.62 0.47 0.49 0.41
X5 '
0.0 0.0 0.0 0.2 0.5 1.0 0.6 1.0 0.7 0.6 0.6 0.6 0.55 0.80 0.70 0.45 0.50 0.41
X6 : ' ' '
0.2 05 1.0 0.6 0.6 0.3 0.4 0.9 1.0 1.0 0.9 0.4
0.7 0.9 09 10 0.2 0.2 1.0 0.2 0.0 0.0 0.0 0.0
ul u2 u3 u4 us ué
0.2 0.5 1.0 0.5 0.2 0.0 1.0 1.0 1.0 0.9 0.5 0.5 0.07 0.06 0.09 0.09 0.03 0.10
X1 . . . .
1.0 0.6 0.3 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 1.0 0.3 0.2 0.2 0.03 0.03 0.04 0.04 0.01 0.07
x2 ‘ ' ’
0.4 1.0 0.2 0.0 O 0.0 0.6 0.7 1.0 1.0 0.5 0.3 0.06 0.01 0.04 0.06 0.05 0.06
3 . .
0.3 0.4 05 a5 1.0 1.0 0.5 0.6 0.7, 0.3 0.4 0.2 t . 0.05 0.00 0.00 0.01 0.01 0.08
y x4 ‘ : '
. 0.03
Stoeujec iterecyjny proces grupowania ISOOATA [4]. [9] i minimalizujac x5 0.00 0.04 0.01 0.02 0.01
werto$¢ wekaznika (2.72) wzgledem liczby, grup ¢ zoetata wyliczona opty- 6 0.00 0.04 0.00 0.02 0.01 0.04
X

malna liczba ¢ - 4. Macierz podziatu przyjmuje poetac:
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Zastosowanie zbioréw probabilistycznych dostarczyto dodatkowej infor-
macji ns temat doktadnos$ci wyznaczenia relacji regulatora.
WprowadZmy wspdétczynnik:

(2.82) 3. TEORIOMNOGOSCIOWE UO4CIE OPISU SYSTEMOW NIEDETERMINISTYCZNYCH

ijo» 1.2, 6. Dyskutuj?c rézne teoretyczne i aplikacyjne aspekty analizy i syntezy

systemow niedeterministycznych mozna wyr6zni¢ dwa generalne i odmienne w
Ul w2 u3 w us us swym charakterze kierunki opisu systemoéw. Pierwszy doskonale znany wyko-
rzystuje aparat matematyczny statystyki i rachunku prawdopodobiefAstwa.Dru-

*1 0.39 0.41 0.44 0.65 0.38 0.57 ) . . S . . B :
gi natomiast uwzglednia pojecie zbioru do opisu czynnika rozmytos$ci Jako

0.23 0,27 0.29 0.36 0.19 0.41

X2 elementu nledeterminizmu (niepewnodci) wystepujecego w systemie. Czynnik
3 0.29 0.11 0.23 0.64 0.37 0.46 ten wystepuje na skutek ztozonos$ci systemu lub Jest rezultatem matej ilo -
[*J . “ 0.34 0.00 0.00 0.19 0.20 051 §ci zebranych danych. Idea te.orlomnogosclowego spojrzenia na modele sto-
sowane w problemach sterowania prezentowana byta w pracach [a] ,m y [85],
X5 0.00 0.30 0.16 0.30 0.20 0.42 [86] . Zaktocenia Istniejece w systemie ze wzgledu na brak informacji o ich
X6 0.00 0.25 0.00 0.31 0.20 0.49 charakterze modelowane byty w postaci zbiorow (zaktécenia o ograniczonym
rozktadzie, np. [86] ). Wprowadzenie pojecia zbioru rozmytego pozwolito na
Widaé wyraznie, ze niektére z elementéow relacji charakteryzuj? sie du- dalsze uogédlnienie.
zym rozrzutem, dla niektédrych za$ przyjmuje wartoéci mate lub zero- Przedstawimy obecnie Jedn? z definicji systemu, a nastepnie przedysku-
we (np. element (6, 3) w wyznaczonej relacji). tujemy kilka modeli tych systeméw, ktdére odzwierciedlaj? rézny poziom nie-
Idea regulatora korzystajecego ze zbioréw probabilietycznych moze oka- pewnos$ci spotykany w rzeczywistosci. Wyréznione zostan? dwie klasy syste-
zaé¢ sie przydatna w przypadku agregacji kilku rdéznych, cho¢ w swym ogdl- méw niedeterministycznych, a mianowicie systeméw funkcyjnych i relacyj-
nym charakterze podobnych, strategii sterowania procesem.Pojecia nieprecy- nych, gdzie czynnik niepewnos$ci ma charakter zewnetrzny lub wewnetrzny.
zyjne raajece swoj? reprezentacje w poataci zbioru rozmytego zostatly tutaj Ola pojecia eyetemu ‘ied?cego podetewowym w teorii systeméw zapropono-
zastagpione zbiorem probabilistycznym, ktéry w sposéb petniejszy uwzgled- wano wiele definicji (por. [ll¢j] ). Ogblnie rzecz biorec,system mozna trak-
nia mechanizmy losowe (stochastyczne) ujawniajece eie podczas tworzenia re- towaé Jako zbiér obie<téw zwl?zanych ze sob?. Wyr6znimy tu przestrzeh ste-
lacji regulatora. rowania (wejscia) U i przestrzen stanu X. System mozna echarakteryzo-
Zastosowanie zbioréw probabilistycznych przy konstrukcji regulatora po- wat « nastepujgcej formie:
siada szereg istotnych zalet:
- pozwala na jednolite ujecie obu form niepewnoéci (losowos$ci i rozmyto- v S«<U, X R>, (3.1)
§ci) w postaci relacji,
- zastosowana charakteryzacja zbioru probabilistycznego za pomoc? dystry- gdzie: R Jest relacj? pomiedzy ciggiem stenéw xk**ee X|[tn-1  zde”
buant dostarcza wzoréw analitycznych na relacje probabilistyczn? oraz finiowanych w X, wejsciem okreslonym w U, a stanem Xk+n zdefinio-

zbiér probabilistyczny wynikty w rezultacie sktadania maksyminowego,

. . . L . wanym w przestrzeni X. xK*xEk+i***, "'x|<¢n -1"Xk+n,Uk okred$laj? stan i wej-
- rozpatrywanie drugiego momentu relacji (i wskaznikéw bazuj?cych na od-

§cie w kolejnych dyskretnych chwilach czaau.

powiednich momentach, np. ) dostarcza liczcbowej oceny doktadnosci
nyliczonej relacji regulatora. Wprowadzimy tu notacje:
{UkXkXk+1*,,X k+n -1)R Xk+n* (3,2)
ktéra stanowi formalny zapis stwierdzenia "istnieje relacja (R) pomiedzy
/

ciegiem stanéw *k.Xk+1 xk+n-1" VB&iem V a stanam Xk+n"* R ieSt
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relacje zdefiniowang w iloczynie kartezjanskim Relacje
n-razy
R traktowa¢ bedziemy jako relacje rozmyta, tzn. dla kazdego ufe U,xI(x2,
cee * YE€X R(u,x*,Xg, .-, ty)t [0<fj «
Bioragc pod uwege wej$cie i ciag etan6w, wprowadzonych jak powyzej.moz-

na wyrézni¢ dwie aytuacje:
I. eeee oXf+tn_1 89 zbiorami roznytymi zdefiniowanymi w U 1 X,
Il. Uk, ,XfcaXk+1,...exk+n_1 s9 elementami przeetrzeni U i X.

Przyjmujac Il oraz dodatkowo zaktadajgc, ze relacja R Jest funkcje,
tzn.:

l.dla X,k»Z
R(u,x™,Xg.... x*=2X|") “n .(3.3)

u feU z€ X x6 X O.dla xkf z

X, (X . ] ««« X X

moéwimy, ze dyekutowany system Jest systemem deterministycznym.

Wida¢ wyraznie, ze dla precyzyjnie okre$lonego wejscia i ciggu stanéw
(elementy przestrzeni U i X) stan w chwili nastgpnej Jest tez elemen-
tem w przestrzeni X. W przypadku przeciwnym etan X”"+n okre$lony Je6t
przy uzyciu zbioru rozmytego. W systemach opisywanych za pomoca metod pro-
babilistycznych stan xk+n mogiby byé scharakteryzowany np. przez odpo-
wiednig funkcje gestos$ci prawdopodobienstwa.

Zalezno$¢ (3.2) zepisywaé bedziemy w sposéb nastepujacy i

Xk*n “ <V k Xk+l Xk+n -1)DR* <3'4>

i nazywaé¢ rozmytym réwnaniem relacyjnym systemu rzedu n-tego.
we wzorze (3.4) oznacza operator ztozenia miedzy relacjami: Ukx

..., X k+tn N okreélong na U *X«X*...»X i relacjag R okresdlong na
(n-1) razy
U« X»X»...» X."Bedzie on ezczegbétowo dyekutowany w rozdziale 5 w zwigz-
n-rrfzy

ku z rozwigzywaniem réwnan relacyjnych. Analogicznie, zalezno$¢:

Xk+n - (V k )DR* (3*5)

nazywa¢ bedziemy rozmytym réwnaniem relacyjnym eystemu pierwszegorzedu.
Jezeli relacja ukxkxk+1»»»«*xk+n-1 8toJ9°a * (3.4) mozebyézapisana w

poetaci O - ztozenia zbioréw uk*xk>xk+i eeee*xk+n-| *

UkXkXk+l — Xk+n-1 - UKDXKDXk+ID— DXk+n-I* (3*6)

woéwczas relacje nazywa¢ bedziemy dekomponowalne.
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Analizujgc systemy opisane zaleznod$cig (3.4), mozna zauwazyé, ze ele-
ment niedetermlnizmu moze byé zwigzany z relacjg systemu R lub moze doty-
czy¢ wejscia i stanu. Jezeli relacja R jast funkcjg, wowczas moéwi¢ be-
dziemy o funkcyjnych systemach niedetermlinistycznych. W przypadku przeciw-
nym mamy do czynienia z relacyjnymi syetemami niedeterminletycznymi [74] ,
[75] .

Wcelu iluetracji koncepcji syetemu funkcyjnego i relacyjnego rozpatrz-
my dwa przyktady.

1. Syetem opisany jest nastepujagcym réwnaniem:
T - c¢/pV, (3.7)

gdzie ¢ oznacza etata, T jest temperaturag [°k] , p ciSnienie« [N/m2].
V objetos$ciag [m3]. Wielkoéci p i V trektowane sg jako wejscia, T Jest
stanem. Zalezno$¢ (3.7) Jeet znanym prawem fizyki. Ze wzgledu na wyeoki
poziom zaktécen (niedoktadny pomiar ciénienia 1 objetosci) wejsScia eyete-
mu mogag by¢é modelowane w poetaci zbioré6w. Mamy tu do czynienia z funkcyj-
nym syetemee niedeterminletycznym, gdzie czynnik niepewnos$ci ma charakter
zewnetrzny i moze byé, przy dodatkowych naktadach, wyeliminowany lub zmi-
nimalizowany,

2. Analizujac ztozony system (np. w zarzgdzaniu).gdzie dostepne ag tyl-
ko zbiory wej$cia i stanu (np. opinie wyrazone w wywiadach), préba zna-
lezienia zaleznod$ci funkcyjnej moze okaza¢ sie bezowocna, a samo przyje-
cie konkretnej klaey funkcji dla modelu moze nie mie¢ wystarczajgcej pod-
budowy. Czynnik niepewnos$ci ma w tym przypadku charakter wewnetrzny. Mo
wimy wtedy o relacyjnych systemach niedetermlinistycznych.
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\
Il xsy“ zsy, gdy x< z,monotoniczno$¢ (4.6)
11 xey' ysx, przemlenno$é¢ (4.7)
IV (xsy)8Z m xs(ysz), tacznosé (4.8)
4. NORMY TROJKATNE
x,y,z e[0,1] .

s-norna nosi takzo naz*e¢ konormy lub normy dualnej

(wzgledem t-normy), t-

W pierwszych pracach Zadeha [I08] , JIOS) poswieconych zbiorom rozmytym, i 8-normy moga byé¢ rozpatrywane parami] kazdej t-normie odpowiada e-nor-
przedstawiajacych pojecie i interpretacje zbioru rozmytego, wprowadzona ma« Zalezno$¢ miedzy nimi wyrazona jest réwnaniem:
zostaty réwniez podstawowe operacje na nich, takie jak: suma, iloczyn i
dopetnienie. Dalsze badania o charakterze podstawowym i eksperymentalnym xsy * Lom (1—x)t(l—yr* (4%9)

[6]1, [40], [79]1, [93], [97], [i.06j , [117], [li8] uwydatnity ceche nazywana przez

Bellmana i Zadeha "lokalnym” charakterem logiki rozmytej [7] , a polegaja- X,y ¢ [0,1]
cg na niemoznoé$ci podania zestawu dziatan na zbiorach rozmytych,ktéro mia- ' T . . .
. . X . . Przyktady t- i e-norn spotykanych w literaturze [34] - [36] ,[53] . [83j«[84],
tyby charakter uniwersalny i mogtyby by¢ wuzyte we wszelkich zastosowa- . )
. [go] , [IOS] zestawiono w teheli 4.1.
niach.
W niniejszym rozdziale oméwimy pojecie norm trojkatych (t-norma i s- Tabela 4.1
norma), sposoby Ich otrzymywania, a nastepnie przejdziemy>do ich interpre- .
.. . . L . ; . . . Przyktady t-norma i s-norna
tacji w Swietle intuicyjnych wymagan stawianych dziataniom na zbiorach
rozmytych. Zaproponujemy tez charakteryzacje poszczegdlnych norm tréjkat- t-norma e-norma
nych.
xtyy - 1-ein [,y (I-x)p +(1-y)p ] x*4y mmin(l,pfxp+yp),p >1
pz1
4.1. Normy trojkatne, definicje 1 przyktady
Normy tréjkatne wprowadzone po raz pierwszy w [58] definiowane sa na- »2V.o " E - afeup feti]
stepujaco;
epuia O<w<l«, W N1 O<W<oe , Wi 1
DEFINICJA 4.1
. . . . » Xt3y - xy XS3y »X+y-Xy
t-norma jest to funkcja dwoéch zmiennych, t:[p,:Qx [o.I]-*- [?,i] 0 nastepu-
jacych witasciwosciach:
I Otx = 0,xtl =x, warunki brzegowe (4.1) XV "A(I-M"XT7yXIT* t>0 “ x$F-ifv 1~" *>0
I xty< zty, gdy x<z, monotoniczno$¢ (4.2)
xt5y - max[o,a+1)(x+y-i)-"y] xs™y -rain [l ,x+y+Lcy] , %>-1
(N Xty » ytx, przemlennos$¢ (4.3) 1
IV (xty)tz » xt(ytz), tacznosé (4.4)
x,y,ze[0,] . X,y - 1 X,y
Xt,y y.x . 1 Xs6y V.8
DEFINICIA 4.2 0, w przypadku przeciwnym 1, w przypadku przeciwnym
e-norma jest to funkcja dwoch zmiennych, s:[o,I]x [o,1] [0,1] o nastepu- )
jacych wiasciwosciach: xtyy * [max(0,x-p+y~*’-i )! xs7y » I-[max(O ,(l-x) p+(l-y) P-1)] ~
| Oex m X, Isx m 1, warunki brzegowe (4.5) p6R PLR

X,y 6 [0.1]
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Ogéblne dyskusje zwiezane z konstrukcje norm tréjketnych w oparciu o W tasciwoséci graniczne t-norm:
teorie rownan funkcyjnych mozna znalez¢ m.in. w [I] , [35] .
Zachodzi nastepujece twierdzenie: lim (xtly) « min(x,y), (4.18)
p-00
TWIERDZENIE 4.1
p @al, xtly » max(0,x+y-I), (4.19)
I. Dla kazdej ciegtsj t-normy istnieje ciegta i $cisle malejeca funkcja
f: [0, — [0,«*) z f(1) - O, taka, ze: p ¥ O, xtty » xtéy, (4.20)
lim (xt,y) - min(x,y), (4.21)
f-1 [f(x) + f(y)] , dla f(x) + f(y) e [o, f(0)1 w0
xty (4.10)
O, w przypadku przeciwnym lim (xt2y) - max(0,x+y-l), (4.22)
Wxx>
x#y e [0,1] . lim (xt2y) = xy » xt3y, (4.23)
I, Dla kazdej ciegtej s-normy istnieje ciegta i $cisle rosneca funk-
cja g: [oTlI]— [0,=0) z g(0) = O, taka, ze: £ » 1, xtdy - xy » xt3y, (4.24)
73-1[g(x) # g(y)], dla g(x) ¢ g(y)e [0, g(i)j Nim (xtdy) » xtgy, (4.25)
Xsy - ) (4.11)
1, w przypadku przeciwnym
>em-1, xt5y m xy - xt3y, (4.26)
X,y * [0.1] . i
Funkcje fig nazywaje sie generetorami addytywnymi (generatorami) X* 0, xt5y « max(0,x+y-l), (4.27)
norm tréojketnych. Przyktadowo, dla norm tj, t2, s2 mamy generatory:
lim xtgy = xt6y, (4.28)
fi(x) » l-xp, p>1, (4.12)
lim (xt-,y) » xy ® xt,y, (4.29)
p-0
2() --1In O<w<«c, wi 1 (4.13) gf'_(é(@”y) n xt6y, (4.30)
lim (xt7y) = min(x,y), (4.31)
91(x) “ xP. p>1, 4.14) p—00
x#y fe [o,l]
1-X >
g2 (x) »-In O<w<oo0. W * 1. (4.15) W tasciwos$ci graniczne s-norm:
lim (xsly) = max(x,y), (4.32)
Dla kazdej t-normy zachodzi nier6wnos$¢: p—€0
p w1, xsty - min(l,x+y), (4.33)
Xt6y < xty<min(x,y), (4.16)
p m O, xsty - xs6y, (4.34)
X,y e [o,i) .
Dla kazdej s-normy prawdziwa Jest zalezno$¢: \I/\ilr%(xsgy) = max(x,y), (4.75)
lim (xs2 B min(l,x+y), 4.36
raax(x,y)< xsy< xe6y, (4.17) w—(I() y) ( y) ( )
»v [0.1]. lim (xs,y) - X+y-xy « xs3y, (+.37)

w—
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= I,xsd4y = x+y-xy - xs3yr (4.3B)
" xsbéy. (4.39)
X =-1, xsby = min(l ,x+y-xy )" x+y-xy xs”y (4.40)
X= 0, xs5y = min(l,x+y). (4.41)
lim (xa5 = xe,y. 4.42
/1'00( y) & ( )
IIm (x87y) » XPy—Xy » XS,Yy, (4.43)
p-»0 " S
lim (xa7 X8.y,
p_»_(@ y) « y (4.44)
lim (x87y) ® iR8x(x,y), (4.45)
p—o0

*.y f [0.i] .

4.2, Dziatania na zbiorach rozmytych Indukowano
przez norny trélkatna

Warto zauwazyé, zo wtasciwosci I-1V dla t- i s-nurm maje oczywistg in-
terpretacje w przypadku przyjecia dziatan przaz riie indukowanych. Wezmy
pod uwage iloczyn zbioréw rozmytych. Powinien on by¢ tak zdefiniowany,aby

(por. [i06] )i

I iloczyn dowolnego zbioru rozmytego i zbioru pustego 8 byt zbio-
rem pustym,
li iloczyn dowolnego zbioru rozmytego A i przestrzeni byt zbiorem roz-
mytym A,
11 iloczyn zbioréw rozmytych mi.at wtasciwosé monotonicznosci,
IV iloczyn zbioréw rozmytych byt tgczny.

Zwr6émy uwage, ze warunki X-IV wymieniona powyzej sa speitnione przez
t-normy. W tym sensie zalezno$¢ (4,9) moze by¢ interpretowane jako prawo
De Morgana dla zbioréw rozmytych,

Zadeh [1°@J * zarpope-nowat dwie definicje iloczynu i sumy zbioréw
rozmytych. Funkcja przynaleznos$ci iloczynu dwéch zbiorow roznytych A,BeF(X)
zdefiniowana jost jako min [a(x),B(x)] lub A(x) eB(x). Funkcja przynalez-
nos$ci sumy dwéch zbioréw rozmytych definiowana jost jako max Ta(x ' ,B (x)]
lub A(x) + B(x) - A(x)» B(x). Wpraktyce okazato sie jednak, ze nie zaw-
sze takie definicje sa wtasciwe z punktu widzenia zastosowan. Wykorzystu-
jac dane eksperymentalne, Rodder [79] stwierdzit, ze hipoteza dotyczaca
traktowania iloczynu zbior6w rozmytych w sensie minimum funkcji przynalez-
nos$ci zostata odrzucona na poziomio afnoséci 0.01, Stad tez wynikta pctrze-
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ba dalszych studiéw w zakresie definiowania dziatan na zbiorach rozmytych.

Doprowadzito to do gitebszego zrozumienia pojecia iloczynu i sumy zbioréw
oraz pozwolilo na wtasciwg interpretacje wynikébw eksperymentalnych. Na
szczegb6lng uwage zastuguje prace Zimmermanna i innych j93j , [116] , |I18] do-

tyczace weryfikacji postaci dziatan na zbiorach rozmytych. Zaproponowano
tez nowo dziatania na zbiorach rozmytych [93] . <Jzwigzku z powyzszym nor-
my tréojkatne moga stanowi¢ wygodny aparat formalny dla definiowania dzia-
tan na zbiorach rozmytych. Kazdg z t-norm mozemy odnosi¢ do dziatania mi-
nimum, wprowadzajagc odtegto$¢ [I07] t-normy od minimum. Bedziemy ja defi-
niowa¢ w sposéb nastepujacy:
11
d(t) = 1-3 ( ~ xty dxdy. (4.46)
00

Catka po prawej stronie (4.46) ze wzgledu na ograniczono$¢ normy troj-
katnej ma sens. Mozna wykaza¢, ze:

0 <d(t)< 1, (4.47)

przy czym d(min) » 0, Wynika to z nastgepujacych nieréwnosci:

, 0 <xty< min(x,y ). (4.48)
co po scatkowaniu daje :
11 11
0« \ \ xty dxdy £ \ \ min(x,y )dxdy, (4.49)
00 Uo
Mamy
11
A~ min(x,y)dxdy = 1/3» (4.50)
0o

Przyktadowo, obliczajac dla normy tj warto$¢ odlegtosci (4.46) otrzymu-
jemy :
11
d(t,) = 1-3 ~ C xy dxdy = 1/4. (4.51)
00

Mozna tez zaproponowac¢ inny wskaznik [70]
1

e(t) = §[2(l-c)-L(ci] dc, (4 52)
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gdzie L(c) jest dtugos$ci? krzywej ¢ m xty. Dla t = min dostajemy |_(c) =
= 2(l-c) (rys. 4.1), a sted e(min) » 0.

Biorgc przyktadowo norme t5 dla 0 (rys. 4.2) dostajemy e(t5) «
» 1-7"2>2.

+— C*0,8

C w05
Cn&

Rys. 4.1. Zalezno$¢ ¢ m min(x,y)

Analogicznie Jak poprzednio, kazd? s-norme mozemy odnosi¢ do dziatania
maksimum wprowadzajagc odlegto$¢ s-normy od maksimum zdefiniowan? nastepu-

jacoj

11
d(s) m | N x«y dxdy- 2/3.

(4.53)

5. ROZWIAZYWANIE ROZMYTYCH ROWNAN RELACYJINYCH

W niniejszym rozdziale oméwimy r6zne postacie rozmytych réwnan relacyj-
nych ze sktadaniem sup-t oraz réwnan dualnych ze sktadaniem Inf-s. Przed-
stawione zostan? analityczne metody rozwi?zywanla tej klasy réwnan oraz
wprowadzona zostanie charakteryzacja rodziny rozwi?zan dla réwnan ze

sktadaniem aax-ain.

5.1. Rozmyte réwnania relacyjne Y - XOR i réwnania dualne Y m XAR

Rozpoczynal?c dyskusje na teaat rozmytych réwnan relacyjnych
dzimy naatepuj?c? definicje.

wprowa-

DEFINICJA 5.1

Sup-t(tnf-s) ztozeniea O , a zbioru rozmytego XtF(X) 1 relacji ‘rozmytej
Rfe F(X KT) Jest zbiér rozmyty okres$lony na przestrzeni t o funkcji przy-

naleznoéci:
(XOR)(y) - sup[x(x)tR(x,y)], (5.1)
xtX
(XAR)(y) » inf [X(x)s R(x,y)], (5.2)
xtX
yty.
Przadaiotem rozwazan s? rozmyts réwnania relacyjne o postaci:
Y - XDR. (5.3)
i dualne do nich réwnania:
Y » XaR, (5.4)

gdzie: XEF(X), YBF(Y), REtF(X«Y).

Problem rozwi?zywanla réwnan przedstawiony powyzej sformutujemy naste-

[69] . [3] ):

pul?co (patrz tez
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| - dane sg zbiory rozmyte X i Y, nalezy wyznaczy¢ relacje R,
Il - dany je8t zbior rozmyty Y i relacja rozmyta R, nalezy wyznaczyé X, (ROY)(x) - ”23:( [R(x,y )<fY(y)l . (5.15)
y
W celu rozwigzania tak poetawionych probleméw wprowadzimy' dwa opera-
tory korespondujace z t- oraz a-normami. Bede one uzyteczne w dalszych (R@ Y)(x) - SU\F}[R(X,V ME&Y(Y)] (5.16)
rozwazaniach. ye
DEFINICJA 5.2 * xe X.
- operator jest to operator o nastepujgcych wtasnosciach: Udowodnimy obecnie nastepujace lematy.
I <% [0.1] *[0.1] —[0.1]. (5.5) Lemat 5.1
11l x<fmax(y,z » max(x>Py,x<z), (5.6)
V V  Rrexex pRr), (5.17)
I xt(xfy)<y, (5.7) Xe F(X) Rt F(X xY)
IV x<f(xty)>y, (5.8) Dowéd
Xx.y.zt [o.]] . Rozpisujagc prawg strone (5.17) i wykorzystujagc nier6wnos$¢ (5.6) otrzy-
mujemy :
DEFINICJA 5.3
®- operator jest to operator o nastepujacych wtasnosciach: (X®(X nR))(x.y) m X(xK(XOR)(y) - X(x)<fjsup [X(z}t R(z.y;a-
zcX
I p i [0.1] *[0,£] — [0.]] . (5.9)
- X <fAmax[sup”[x(z)t R(z, , X(x)t R(x, j->
[ X[#Bin(y,2)< min(xpy.x|4z), (5.10) v) [sup”lx(m)t R(z.y)]. X()t R(x.¥)]
111 XS (X >y, 5.11
(x1»y)>y (5.11) >x(X)«f[x(X)t R (x,y)]. (5.18)
IV x(&(xsy)<y, (5.12)
Zastosowanie nieréwnoédci (5.8) do (5.18) daje:
x,y,z e [O0.] .
Wykorzystujagc - i - operatory zdefiniujemy nastepujace ztozenia. (X<f(XdR))(x,y) >R (x,y), (5.19)

OEFINICOA 5.4 dla wszystkich xe X, y« Y.

“ ztozenie zbioréw rozmytych, X®Y, X@Y, X« F(X), Y F(Y) jest re-
lacjg rozmyta okreslong w X *Y o nastepujacej funkcji przynaleznoS$ci:

. Vv \% XO(X®r)cY. (5.20)
(X©Y)(x,y) - X(x) €Y (y), (5.13) ( )
Xt F(X) Yt F(Y)
(X<j8)Y)(x.y) - X(x)(+Y (y). (5.14) .
Dowod
xeX. yty. Nieré6wnos$¢ (5.20) wynika z zaleznosci (5.7). Dla wszystkich ye Y za-
chodzi bowiem:
DEFINICJA 5.5
(j~- ztozenie relacji rozmytej i zbioru rozmytego, R®Y,R(j8)Y,RfeF(X>"If), (XD (X®Y))(y) « sup-[x(x)t [x(x)«FY(y fli < sup Y(y) » Y(y). (5.21)
YeF(Y), Jeet zbiorem rozmytym R®Y, R(j§)YEF(X) a nastepujacej funkcji xe Xl / xeX

przynaleznoS$cii
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Zastosowanie zaleznosci (5.6) i1 (5.8) prowadzi do:

V V (R@y)d Re y- (5.22) inf R(x,y H>6up [X(x)t R(x,y)li > inf{R(x,y )<f[x(x)t R(x,y)]l =
YEF(Y) RfcF (X x Y) yeYl. XtX J o yeY'- )
bowod - infARGY )<FR(Y )t X (x)]i>X (x), (5.28)
yeYl J
Funkcja przynalezno$ci zbioru rozmytego stojagcego po lewej stronie
(5.22) roéwna jsst:
dla kazdego xe X.O
sup, {{ " [R(x.yW y)]}t R(X,y)], (5.23) Oznaczmy przez & rodzine relacji rozmytych ReF(Xx y) takich, ze:
51= |r6 F(X *Y)]Y - XDr].. (5.29)
a stedj
Niech X oznacza rodzine zbioréw rozmytych X6F(X) takich, ze:
supjjin f[R (x,y )<fY(y)]j t R(x,y)j- «
X - |IxeF(X)]Y - Xdr]. (5.30)
-aup]«inlin?[R(xtz)'TY (2)] . R(x,y )<fY(y)ij-1 R(x.y)j.« Méwimy, e relacja (zbiér) R«3t(Xex) jeat najwiekszym elementem&(x),
jezeli zachodzi:
< »up|[R(x,y)«fY(y)] t R(x,y)j.,
(5.24) T=>6 =*-T - 6 (5.31)
Biorgc pod uwaga (5.7) otrzymujemy nier6wnos$¢t tzn.
i . T(x,y)>6(x, =>T(x, 6(x,y), / 5.32
aup [ [ROGYXY(yi] t ROCY)TI<Y(y), (5.25) Cy)> 6 00y) =>T00y) « 800y) (5:32)
xeX, yeyY
eY.
Y oraz
4 W = > ¥V n X (5.33)
XtF(X)  ReF(X*Y) W (x)>X(x)=8>W (x) - X(x), (5.34)
Dowod xeX.
Mamy Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ w 51 i OC relacje i zbiér najmniejszy.

Obecnie udowodnimy :

inf]R(x,yKeup[x(x)t R(x, 1
er! Sadd xe‘g([ S ¢ y)]J 7 TWIERDZENIE 5.1

l. Oezeli dla danych XeF(X), Yfe F(Y) istnieje Re F(X*Y) spetniajg-
B IMR(x.yKmax|sup[x(z)t R(z,y)] , XCOt R(X,y)]jl- (5.27) ca rozmyte réwnanie relacyjne XOR » Y, to najwieksza relacja rozmyta
SeF(X*Y), taka Zze xa6 « Y, dana jest w postaci:

R= X@Y, (5.35)
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YeF(Y) i ReF(X *Y) istnieje X€ F(X) spetnia-
azy zbiér rozmyty

jne XOR m Y, to najwiek
est réwny:

1 - ROY.

I. Niech R bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania XOR m Y.

5.1 wynika zalezno$¢ RCR, g
otrzymujemy XQRcXnft, czyl
trzymujemy XORcY. taczagc d
otrzymujemy réwno$¢ XDR » Y

dzie R m X®Y. Ponadto, z

i YcXoS. Z drugiej atrony

wie powyzaze nier6wnosci,

Il. Niech X bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania
jac X m R®Y, na podstawie Lematu 5.3 otrzymujemy nierobwno$¢ "ORcY.Za-

(5.36)

Z Lematu

nier6wnosci RC 6

Yc XOR

XOR -

Y.

z Lematu 5.2 o-

XORcY

Oznacza-

chodzi réwniez XORc XOR dla Xc X. Stoaujgc nastepnie Lemat 5.4 do8ta-

Jemy XCR®Y . X, co impliku
W Swietle Twierdzenia 5.1

je &DR - VY.

widaé¢, ze gdy zbidor rozwigzan Jest niepusty,

istnieje doktadnie Jedna najwieksza relacja rozmyta spetniajgca

relacyjne. Ta wtasdnie relacja bedzie podstawa tworzenia modeli

mach rozmytych.

Rozpatrzmy zagadnienie wyznaczania relacji rozmytej

XcF(X) i Yc¢ F(Y) danych
min). W [81], [82] zdefiniowan
Jacy:

(X@ Y)(x,y

(X®Y)(x,y

xeX, ye Y. Wowczas kazda re

réwnanie
w syste-

RtF(X»Y) dla
i takich,zeY-Xor (oo0znaczaztozenie

0o @ 1@ -ztozenie X 1Y wsposob

fi, gdy X(x)< Y(y),
4
[Y(y), gdy X(x)>Y(y)

) -

(0, gdy x(x)<vY(y)
MY (y), gdy X (x)>Y(y)

) -

lacja ReF(X»Y) zawarta pomiedzy

X@Y spetnia rozmyte réwnanie relacyjne Xo r > Y.

W pracy |I6] rozwazano problem znajdowania rodziny

rozwigzan

nych Y i R przy dodatkowym zatozeniu oj skonczonym wymiarze

X i Y. Dla tak postawionego
eze (zbi6ér X) wyznaczone za
wigzan dolnych X~ ,Xg,... ,X"e
jezeli XgC xcx, a « 1,2,...,
zbiér rozwigzan réwnania X°
mum tworzy poOigrupe przemien
Podobnie Jak poprzednio,
peratorem ztozenia.

zagadnienia iatnieje jedno
pomoca @ - ztozenia 1 eko

nczony

F(X). Prawdziwa Jeat implikacja i

eup-
naatepu-

(5.37)

(5.38)

Xey i

dla da-

przeatrzeni
rozwigzanie najwlek-

zbiér roz-

1, to Xo R m Y. Warto réwniez zauwazyé, ze

R m Y ze wzgledu na X przy

ng.
nozna udowodni¢ lematy dla

rownan

z

dziataniu mini-

inf-s o-
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Lemat 5.5
n
V V X@ (XAR)CR. (5.39)
Xt F(X) RtF(X*Y)
Lemat 5.6
y \/ XA(X@)Y) DY. (5.40)
Xe F(X) Y « F(Y)
Lemat 5.7
\Y \" (R<P>Y)AR3Y. (5.41)
RtF(X«Y) YtF(Y)
Lemat 5.8

y R(p)(XAR)CX. (5.42)
Xt F(X) R6 F(X *Y)

Wykorzystujac lemat (5.5-5.8) mozna udowodni¢ naatepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.2

I. Clazell dladanych X6F(X), Y6 F(Y) istnieje RfF(X*Y) spetniajaca
ré6wnanie relacyjne XAR » Y (tzn. Jest niapusty), tonajmnlajsza rela-
cja rozmyta R e fltdat ajeet funkcjg przynaleznoS$ci:

8 - X(MY. (5.43)

Il. Oezeli dla danych Y(F(Y) i Rt F(X»Y) iatnieje X«.F(X) spetnia-
jacy rozmyte réwnanie relacyjna XA R * Y (X +<), to najmniejezy zbiér roz-
myty Xe X dany jeat funkcjg przynaleznosci:

X - R()Y. (5.44)

Operatory 'f 1 P dla t- 1 a-norm przed8tawlonych w poprzednim rozdzia-
le zeatawiono w tabeli 5.1. Operatory «pj, f 2< (¢ p2 zilustrowano na
rya. 5.1-5.4. Warto zwr6ci¢ uwage na réwnania z operatorem ztozenia sup-
t,. Przy p «o0o otrzymujemy minimum; lin(xtly) = min(x,y), x,ye [p.lj . Dla

tej normy tréjkatnej (i konormy) rozwigzanie réwnania relacyjnego przed-
atawlono w pracy [81] , przy czyn odpowiedni operator przyjmuje postac:



X~y

xRy

XN3Y

x<fay

XFgY

xBY

xF7y

4 1 fi operatory dla t-

1-N (I-y)p - (I-X)P".x>y

P*VIl+y-P-x-P *
pe R

X<y

1. X<
log [1 ¢~ -1).(")]<x>y
w -1
0 < v*<o00, W 1
1, X<y
y/x , X>y X>y
1.
yITt xy(l-ft >
X -y+ yjfF+ xytl- X Vv
t>0/
1. X<y
»>>
%>-1
1.
y* X =
1. X< y
X>y

i e-norm,

'fey

f 5y

AV

Tabela 5.1

x.y e [o.£]
0 X> 'y
pvp-*p. X<y

p>
0 X>y
l-logu[l +

ni > ~ 1

X<y

0<W<oe , tvftil

0] X>y
y T K<y
(0] X>y

t >0
O X>y
Ne
A.>-1
O.- X fO0
y_ X « O
0. X>y

1- [1-(A-xFp-(1-yIrp]"1/p
X<y

pe R

Rye.

Rye.

5,1.

5.

2.

51 -

Zalezno$¢ X7y (y “ 0,3)

Zalezno$¢ x<P2y (y m 0.3)
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Z rys. 5.1 1 5.4 wynikajg zaleznosci:

y*0 b
IIn (x'P1ly) » x<*y, (5.47)
p"co
lira(x]&,y) m x£y, (5.48)
x,y e [0d] .

.Traktujac réwnanie Y m Xor jako podstawowe, przejdziemy do prezenta-
cji rozwigzywania rozmytych réwnan relacyjnych o bardziej ztozonych posta-
ciach.

5.2. Rozwigzywanie ztozonych réwnan relacyjnych

Rys. 5.3. Zalezno$¢ «Ny (y * 0.3) Przedstawimy obecnie zastosowania metody otrzymanej w p. 5.1 dla roz-
wigzywania ztozonych réwnan relacyjnych o nastepujgcych postaciach:
Y*X1DX20.,D X nnR, (5.49)
Y -  X1AXzA...AXnAR, (5.50)
oraz
T - SOW, (5.51)
T - S A», (5.52)
gdzls: Xkt F(X1), 1» 1,2,...,n, Ye F(Y), ReF(™ t~Y), SfcF(X*Z2),
meF(Z»Y), Te F(XkY).

Ola kazdego z rownan (5.49)-(5.52) zbiér rozmyty Y 1 relacji T ob-

liczane sa odpowiednio:
. Y AxXM)EXg(x2 )t EXA(XM)ER (XM ,S g, L XN, , 5.53
dla t-noray (Min)! (y) ® sup [x"(x")tXg(x2) (X)tR(x" Sg, y)l. (5.53)
xeX1
1, dla x<
**y | (5.45)
, dla x>
y X eX
dla a-normy (maksimum): ye y.
Y(y) m Anf (X" )®Xg(x2)8ee (X" )SR(xN $XFgeee &M Ty )] i (5*54)
XEX+
xe , X< 5.46
y y y ( ) X2tX2
O, x>y

*.ye [o.i] .
ye v, V *n
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T{x,y) = ig%[s(x,z)tw(z,y )] (5.55)
T(x,y) = Er}(fz[s(x,z)BW(z,y)] , (5.56

Xfe X, yeY.

Problem rozwigzywania tych réwnan mozemy sformutowaé¢ tak jak poprzed-
nio. A zatem dla (5.53)-(5.54) mamy:

(a) NiechX1,X2,...,X n sg dane, nalezy wyznaczy¢ R
(b) NiechR,X1,X2,...,Xj_1,Xj+1,...,Xn,Y sg dane, nalezy wyznaczy¢ Xj
(c) NiechR, Y sa dane, nalezy wyznaczy¢ X1,X2,...,xn.

Rozpatrzmy zadanie (a). W tym celu zauwazmy, ze réwnanie (5.53) nozna
zapisa¢ nastepujgco:

Y(y) - sup[X(x)tR(x,y ]] (5.57)

x< X X

i<l

yeY, gdzie X jest relacje rozmyta zdefiniowang na iloczynie kartezjan-

skia przestrzeni X7, i m 1,2,...,n. X dane Jest funkcjg przynaleznos$ci:
X(x) - X(x1,x2 xn) - X1(x1)tX2(x2)t...tXn(xn). (5.58)
\
X+

Stad postugujac sie zaleznos$cig (5.35) otrzymujemy:

R- XO8Y. (5.59)

czyli:

R(x.y) - [xI (x1)tX2(x2)t...tX n(xn)]<fY(y), (5.60)

xxe Xi( yc y.

W przypadku (b), przyjmujac zatozenie nieskofnczonej rozdzielnos$ci *-
normy wzgledem supremum (por. [37] ) zalezno$¢ (5.53), mozna zapisac:

Y - XjO(X10 X2O... OXJ_10 XJ+1D ... 0 xn)08 « XjO G, (5.61)

gdzie G jest relacjg rozmytg réwna

«

G -

GE FCJ X Y).
Najwiekszy zbidr

Xj6 Xj.

Rozpatrujac (c),

55 -

x1DX2a...nx;_1DXJtla...nxnaR,

rozmyty Xje F(*j) Je8t réwny:

Xj - GOy,

XH(x1) - inf [G(xJ Y IOtY ()]

réwnanie

yeY

(5.53) zapiszsmy Jako:

Y = XaR,
a stad otrzymujemy:
X - RO®Y.
Prowadzi to do zaleznos$ci:
X(x1,x2,...,xn) - infA[R(X1,x2
XXt XL, ye Y.
Zbiory rozmyte Xt, i - I1,2,...,n

nie rellacji & na odpowiednie przestrzenie:

xie Xi*

fcj/Xj)

Xi - Projx”"x,

« sup &(x1(x2,...,xn)
Xxt\ X

X2tX2

Xi-1fcxi-1
Xi+ICXi+l

XCXn

xXn,y)<*Y(yjl ,

moga by¢ uzyskane poprzez

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

rzutowa-

(5.68)

(5.69)
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Nalezy podkres$li¢, ze zbiory rozmyte
nia spetniaja (5.49) w przypadku, gdy relacja X jest rozktadalna [311 ,
[32] tzn. da sie zapisa¢ w formie:

otrzymane w wyniku rzutowa-

X(x1,x2,...,xr]) = X1(x1)tX2(x2)t...t*n(xn). (5.70)

Wyniki dla réwnan dualnych (5.50) wyprowadza sie¢ w analogiczny sposéb.

Rozwazajgc réownanie relacyjne T m SOW sformutujemy nastepujgca zada-
nia :

(a) dane S, T, nalezy wyznaczy¢ W,
(b) dane W, T, nalezy wyznaczy¢ S.

Moge one by¢ rozwigzana za pomocg nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 5.3

I. Jezeli dla danych StF(XxZ) i Te F(X*Y) istnieje W eF(Z*Y) spet-
niajgca T = S div, to najwieksza relacja rozmyta W tF(ZxY), taka ze T =
» Snw, dana Jest funkcjg przynaleznoS$ci:

3 8TOT. (5.71)

W(z.y) - ian [sT (z,x)'fT(x,y3 , (5.72)
X«

ze Z, yeY. (ST oznacza transpozycje Sj ST(z,x) « S(x,z)).

Il. Jezeli dla danych weF(Z*Y) i TeF(X* Y) istnieje St F(Xx 2),taka
ze T m Snw, to najwieksza relacja rozmyta SeF(X*Z), T « $aW,dana jest
funkcja przynaleznoéci:

§ - (WeTT)T, (5.73)

$(x,z) —iyig\l; [W(z.y>pTT(y,x)]\]1 , (5.74)

Xt x, ze z.

Dla dualnego réwnsnia relacyjnego (5.52), przy zatozeniach Twierdzenia
5.3, najmniejsze relacje rozmyte W i S wyrazajg sie zaleznod$ciami:

W ST<E)T, (5.75)

W (z,y) » 8uplsT(z,x)pT(x,y)] , (5.76)
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§ - (Wep>TT)T. (5.77)
S(x,z) m-Isup [w(z,y )&TT (y.x)]i- (5.78)

xe X, yeY, ze Z.

Réwnania relacyjne o postaci przedstawionej powyzej (5.51-5.52) mozna
tez traktowac¢ Jako uktad réwnan relacyjnych indeksowanych warto$ciami yeY.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
Ty(x) - T(x,y), (5.79)
Wy(z) = w(z,y), (5.80)

yeY.
Wéwczas (5.51) mozemy przedstawi¢ w postaci rébwnowaznej:

T (x) m sup[s(x,z)tW (z)] - sup [w (z)tST(z,x)] = (W DST)(x). (5.81)
\Y zez y zeZ Yy

Wykorzystujagc Twierdzenie 5.1 otrzymujemy zaleznoS$ci:
- dla Ty i ST danych i spetniajgcych (5.81), najwiekszy zbidér rozmyty W,

taki ze WoST « Ty, Jest rowny:

W - ST® Ty. (5.82)

Poniewaz (5.82) obowigzuje dla wszystkich yfcY, relacja rozmyta W row-

na sie:

W- STOT. (5.83)

- dla W i Ty danych i spetniajgcych (5.81), najwieksza relacja rozmyta

Sy, taka ze Ty m wyoSy, obliczona na podstawie (5.35) réwna aie:

Sj - WOTy. (5.84)

Sy(z,x) - w(z.y>fr(x,y) - Wij(z,y)fTT (y,x), (5.85)

ze Z, xe X.
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Poniewaz Sy zalezy od y 1 zachodzi zaleznosci

V K@TT 3s1,
yc Y

w rezultacie otrzymujemy:

£T = n §7
yeY y

czyli

$(x,z) - Jinf [w(z,ytyTT(y.z)]l ,
[ytY J

xi X, zez.

(5.86)

(5.87)

(5.88)

Omoéwimy obecnie wielomianowe rozmyte réwnanie relacyjne [65] o postaci:

[
M (ALOXDB4) - VY,
1-1

gdzie > Ale F(X «2), Xe F(X*W). B1® F(w *Y). YfF(X« Y).

(5.89)

Dane sg relacje A*,B*. Y, poszukujemy relacji rozmytejspetniajacej

(5.89). Przyjmijmy, zeprzestrzenie X, Y, W, 2posiadajgskonczong
elementow”

Rownanie (5.89) mozna przedstawi¢ w réwnowaznej postaci:

3CD&-2*

gdzie A Jest relacjag rozmytg (macierzg rozmytg) skonstruowang
Al 1 B1, 1 - 1,2,...,I. Jest ona dana zaleznoS$cia:

- 1J (a1e i),
1-1

liczb g

5.90
( S )

na bazie

(5.91)
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Ai (x1.z1)t(B1)T Ai (x1,zr)t(Bi)T
Al © (B1)7 (5.92)

At(xn.z1)t(B1)T Ai (xn.zr)t(B1)T

gdzie s

Bi(M.yi) ... B¥(w .y»
Ai (x#,zv)t(B1)T - Ai(x.,zv)t
B1(wl,ym) Bl(wp.yn)
[Al (xe .zv )tBi (Wl,yj2, (5.93)
8 * [|2ft«« |Hl V 8 ITI] X m 1 »Pi j m Jin
X i se zbiorami rozmytymi o funkcjach przynaleznos$ci skonstruowanych
w oparciu o relacja rozmyte X i Y:
een . 1 f
X - [x(z1l,wl)x(zlw2)...x(z1l,wp)x(z2twl)...x(zr,wp)], (5.94)
LY ,yl)Y(XL.y2) .. . Y(XL,ylDY(X2 ,yl) .. .Y(xn ,yifil = (5.95)

Rozmyte réwnanie rrlacyjne (5.90) rozwigzujemy korzystajac z wynikéw
uzyskanych poprzednio, Zachodzi bowiem:

(5.96)
W analogiczny sposéb rozwigzujemy réwnanie dualne:
1
Pl (A1A XAB1) - YV, (5.96)
i-1
ktére mozemy zapisa¢ w postaci:
aa -y. (5.97)
A obliczane jsst z zaleznoS$ci
$ ~ H (Al1® (B1)T)T. (5.98)

1-1

CCi y natomiast dane sg wzorami (S.94)-(5.95).



6. METODY NUMERYCZNE W ROZWIAZYWANIU PROBLEMOW ROZMYTYCH
ROWNAN RELACYJINYCH

Dyskusja prezentowana w poprzednim rozdziale dotyczyta analitycznych me-
tod rozwigzywania roéwnan relacyjnych. Metody te obowigzujg przy zatoze-
niu, ze zbidér rozwigzan jest niepusty. Obecnie przedstawione zostang me-
tody numeryczne, ktére noga znalez¢ zastosowanie u przypadku przyblizone-
go rozwigzywania réwnan. Literatura z zakresu numerycznych metod optymali-
zacji Jest obszerna (np. |50 ,[78] ), dlatego tutaj poruszymy podstawowe
problemy i sposéb ich formutowania. Przedstawiona zostanie metoda itera-
cji prostych pozwalajgca na rozwigzanie postawionych zadan. Przyjraiemy,ze
przestrzenie X i Y posiadajg skonczong liczbe elementéw: X»n, Y» m.
Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:

X(xi) - xI£ [o.1] , @-1)

R(xi,y:) - rije [o.l] , 6.2

V(yvi)=Yje [0,1] , (6.3)
i 81.2,...,n, ) m 1,2, .. m

Zbiory rozmyte X, £ oraz relacja R beda reprezentowane w postaci
wektoréow i macierzy:

X = XIfx2,... ,xjJ , (6-4)

1" yLy2 Vj-

R “ [r#l] i- 1,2,...,n,j- 1,2,...ra (676)
6.1. Numeryczne rozwigzywanie réownan relacyjnych xnR =%

Podobnie jak w rozdziale 5 przy rozwigzywaniu réwnan xnR = % mozna
sformutowaé¢ dwa podstawowe problemy:

|  dane se zbiory x i jr, nalezg wyznaczy¢ R,

Il dane se zbiory ~ i relacja R, nalezy wyznaczy¢ x.
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W przypadku, gdy zbidér rozwigzan jest niepusty, najwiekszg relacje R
(1) i zbiér rozmyty x (Il) mozna wyznaczy¢ zgodnie z Tw. 5.1. W przeciw-
nym razie problsmy (1)-(1l1) sformutujemy nastepujaco [72] :

| dane se¢ zbiory x i y, znalez¢ relacje R, ktéora minimalizuje wskaz-

nik jakosci (kryterium) Q,

Il ~i R se dane, znalez¢ zbiér x minimalizujacy Q.

Wskaznik jakosci Q zdefiniowany Jest jako odlegto$¢ 9 pomiedzy zbio-
rami A i £, Q» 9(.%W%> gdzie y dla obu przypadkéw obliczane jest z
zaleznosci:

£ mxOR. (6.7)

W dalszym ciagu ograniczymy dyskusje do odlegtosci Euklidesowej. Otrzymu-
jemy zatem nastepujace zadania optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami:

min9E (£,y.), (6-8)
R6P(X*Y)
IX
min9E (£,7). (6.9)
XEF(X)

Zadania (6.8)-(6.9) moge by¢ zapisane w postaci rownowaznej, ktéra u-
wypukla liczbe zmiennych i ograniczen:

- dla (6.8):
min9E (£,M), (6-10)
0< rAj< 1,
dla (6.9)s
min9E (£,X) - (6-11)
0% xx< 1
1B1,2,...,n, j al,2,....m.

Tak postawione problemy moge stanowi¢ zadania dla analizy numerycznej.
Zaproponujemy tutaj metode iteracji prostych pozwalajaca na otrzymanie
rozwigzan (6.8) i (6.9).
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Many nastepujece schematy iteracyjne:

R(k+1) . R(k) (6 12)
R-R™K)
x(k+D - x(k>-c<.6(x) (6.13)
X-X<k>'
gdzie: k oznacza numer kroku iteracji, k - 0,1,..., wepodtczynnikc*k do-

bierany jest eksperymentalnie tak, aby uzyska¢ duze szybko$é¢ zbieznoS$ci,
bez oscylacji, a Jednoczes$nie, by otrzymane wyniki miescity sie w prze-
dziale [O,]] . Dobre rezultaty daje nieroenecy cieg c$kj

btk « I/ (c+k ), (6.14)
przy <¢>0, 3> 0.
Funkcje F i G otrzymamy w wyniku formalnego zrézniczkowania odpo-
wiednich odlegtos$ci wzgledem R i x*
F(R) m”™ RQ. (6.15)
G (x) .VEQ' (6.16)

Zgodnie z (6.12) mozemy zapisa¢ nastepujeco:

rvwsl) morto) - 20e[PxpiFitriw) -V, ]pv (6.17)
rvw'rf/\%>
al v_tr_y_\_/y_z_. jezeli mex(xltri]t) - xvtryw
™ I<i<n
vw (6.18)
0, w przypadku przeciwnym
vel2 ...,n,w-1,2,....m kwmO,l...,oek przyjmujemy w poetaci 6.14),
gdzie wepdtczynnik stoty ¢ dobieramy w wyniku oezecowanlai
¢ eup{2[-ax(x1tri| ™ »“Pi (6.19)

a,bt[o,iJ i< i<n ) a,befo,l]
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Schemat iteracyjny (6.13) mozemy réwniez przedstawi¢ nastepujeco:

x(k*D . xo00 _*k.2 2 ~* i (trij) - yjlPjv* (6*20)
J«I .*'Iddcn
o(x tr_,)
—-J — 1J- jezell ««Xx(xt trxl) - x tr ,
< 1CKn iN] v (6.21)

0, w przypadku przeciwnym

Podobnie Jak poprzednio wepodtczynnik ¢ dobieramy na podstawie oszaco-

wania:

cm2 2 & itrlj>- »l|Pjv] <2ab*ed,f]" (6,22)

Zilustrujemy obecnie dziatanie opieanego schematu iteracyjnego dla row-

nah w max-mln ztozeniem:

j m X0 R, (6.23)

tzn. :

(6.24)

Pochodng ~(m In~b).). zdefiniujemy naetepujeco (por. [?2], [96] ):

1, dla a< b
<X«In(a.b)) (6.25)
Se

0, dla a>b

Schematy iteracyjne przyjmuje postac:
- dla |

vw+1) = W “Ak{\/ (xiArlw) - y,}p. (6.25)
i1 £ i T k>
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1. dla xvaAa rvw> \/ (xtArlw) i xv>rv

i-1
/ i*V
(6.26)
O, w przypadku przeciwnym
v » 1,2, m1,2,...,Ne oraz
\ - 1/72+M). (6.27)
- dla Il
(kD (K)
XWK) - 20 2 [\/ (X1A rij> - Vilpiv (6.28)
J»l i-1 -(mo
1. dla xvArviji> \J (xi Aril) i ><v<r,VJ
i-1
Plv m ] 1
(6.29)
O, w przypadku przeciwnym
% - I/(2n+k”™). (6.30)
Przyktadowo, rozpatrujgc | i stosujac 8chemat iteracyjny z warunkiem
poczetkowym -0, v-1,2,...,n, w« 1,2,... m (t¢t= 0O) otrzymujemy cieg:

AV = >*33 w* rvw) Bet66 Y™ rvw} - °-92 Vi t_!%W . V.
Przedstawimy obecnie przyktad numeryczny.

Przyktad 6.1

Niech relacja R bedzie dana w postaci, naatepujecej macierzy:

1.0 0.6 0.z2¢
0.5 ,0.8 0.0

zbiér za$ rozmyty ~ jest réwny [05 0.8 0.2]. Mozna tatwo stwierdzic,
ze réwnanie x0 R » y ma rozwigzanie. Zastosowanie © - zilozenia (patrz
rozdziat 5) daje:

£ . r@*. - [o,5 1.0]-
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Algorytm opisany powyzej zostat przetestowany dla trzech ciegéw :

dla ciegu statego - I/('2m +1), dla ciegobw ntalejecych n I/(2m+ko'2)

i oek = I/(2m+k2*3). Punktem startowym we wszystkich przypadkach jest ze-
rowy zbiér rozmyty x = O = [b.O 0.0] . Wyniki obliczen zilustrowane sa
na rys. 6.1. Cigg staty pozwala na uzyskanie szybszej zbieznoséci w poréw-

naniu z malejecymi ciegami o(k. Warto zwréci¢ uwage, ze dla pierwszych
dwéch ciegéw osiegnieto zbidér rozmyty réwny [0.5 0.8] (Q = 0).Cieg trze-
ci maleje zbyt szybko, co w rezultacie powoduje, ze wskaznik Jakos$ci nie
osiega zera.

Powtérzymy obliczenia dla innego zbioru rozmytego ~ = [0,2 0.5 l.o] ,
ktéry nie speinia réwnania (6.33). Dla ciegu (1) i (2) otrzymujemy ten sam
zbiér rozmyty x m T»35 °*351 « c139 (3) nie pozwala na uzyskanie matych
warto$ci Q - zjawisko to wystepito juz dla zbioru rozmytego X azytego

poprzednio.
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6.2. Dekompozycja relacji rozmytych

Innym interesujgcym problemem, ktéry wynika bezpos$rednio 1z zastosowan
zbioréw rozmytych w teorii eyeteméw rozmytych Jeat dekompozycja relacji roz-
mytej. Oana jeet relacja RtF(X*Y), nalezy znaleié¢ zbiory rozmyte xeF(X)
i yeF(Y), ktore epetniaje zalezno$¢:

XXy - R, (6.31)
w ktérej "X"oznecza iloczyn kartezjadaki zbiorow x i jj,. Jezeli (6,31)

jeetspetnione,wtedy méwimy, ze relacja rozmyta Jeet dekomponowalna.For-

mutuj«c niniejszy problem od «trony numerycznej, rozpatrzmy wekaznik jako-
S§ci:

xitVj - rij)2* (6*32)

Problem optymalizacji poetewlmy nastepujaco:

min-0O. (6.33)
xeF (X)

ZeF(Y)

Réwnania schematu iteracyjnego dane 89 w postaci:

x(k+1) . *(k) _o. F(x)

00 (6.34)
xk*t+ - xk -(Kk,,8(x) (k) (6.35)
X=X
Traktujec t m min, dostajemy i

m
FCxX) -2 ~ (xvAyj " rvj)PjV (6*36)

j-1

n
®(y) ,2 I (xI Ayw " rjw )Wiw (6.37)

1-1
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gdzie:
1. xv<Vj
v 0, w przypadku przeciwnym
1, V,, < x%
“iw .
O, w przypadku przeciwnym
v - 1,2, N, w» 1,2, orsz

- i/(2ratk )

jsk - 1/(2n+k ).

Przyktad 6.2

Zastosowanie (6.34)~(6.35) do nastepujgcej relaciji:

0.5 0.2 0.5 0.5
0.3 0.2 0.3 0.3
0.6 0.2 0.9 0.5

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)
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dostarcza dekompozycji:

x - [0.5 0.3 0.9 0.9 0.4],
7 7. PROBLEMY IDENTYFIKACJI 1 STEROWANIA W SYSTEMACH ROZMYTYCH
X

- [06 0.2 0.9 0.5].

(warunek poczgtkowy iteracji x(0) - 0. - 0). Wartosci wskaznika jako- Wniniejszym rozdziale sformutujsmy 1 przedstawimy rozwigzanie prébie-
§ci  Q (fi.32) w zaleznoéci od liczby iteracji przedstawione 89 na rysun- mu ldentyfikacji w systemach rozmytych opisanych rozmytymi réwnaniami re-
ku 6.2. lacyjnymi dyskutowanymi poprzednio. Problem Identyfikacji Jeet latotny 1

podstawowy z teoretycznego 1 aplikacyjnego punktu widzenia.

Otrzymany model etanowi baze dla prezentacji zagadnien sterowania w sy-
stemach rozmytych. Wsposéb obszerny przedstawiona zostanie ldee rozmytej
dyekretyzacjl przestrzeni etanu 1 przeetrzenl aterowenla, ktéra utatwia
lapleaentecj« algorytméw eterowanla 1 identyfikacji.Zaprezentowany zosta-
nie réwniez epoedb otrzymywania relecji reguletora rozmytego. Wykorzyetu-
J*c¢ dane Boxa-lJenkinsa omoéwiony zoetenie w epoe6b szczeg6towy algorytm
Identyfikacji.

7.1. Hstode Identyfikacji w eveternach rozmytych

Zadanie tworzenie modelu »«tematycznego, ktéry odzwlercledletby wiedz«
o eyeteale, etenowl etap krytyczny. Jezeli model ten nie Jeet edekwstny,
dalsza kroki analizy czy eyntezy (np. predykcji czy stsrowania) moge by¢
pozbawione eeneu. Zazwyczaj (por. [14],[33] ,[85] ) omawia sie dwa aspek-
ty modelu, tzn. jego etrukture 1 wertos$cl wprowadzonych parametréw. Ogo6l»
na procedura identyfikacji moze byé podzielona na trzy atapys

1) przyjecia struktury modslu,
2) wyznaczenie warto$ci numerycznych wepé6tczynnik6w modelu,
3) teetowanie poprawnos$ci otrzymanego modelu.

Rozpatrujac modelja systemoéw rozmytych przyjete w formie rozmytych réw-
nan relacyjnych 1 dyskutujgc strukture modelu nalszy zwréci¢ uwage na:

a) rzed réwnania relacyjnego opisujagcego system rozmyty.
b) typ réwnania relacyjnego (eup-t, inf-s operator ztozenia) oraz norme
tréojk«tn«.

Problem identyfikacji sformutujemy nastepujgco [22] ,[25] : Dana jest
rodzina zbioréw rozmytych (dane rozmyte) zwiezana z systemem rozmytym i
wskaznik jakos$ci Qi nalezy wyznaczy¢ strukture i parametry modelu (réwna-
nia relacyjnego) tek, aby minimalizowac¢ <j:

J rain Q, @ 1)
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gdzie minimalizacja prowadzona Jest ze wzgledu na strukture (rzad i typ
robwnania), norme tréjketne. jej parametr (jezeli istnieje) oraz funkcje

przynaleznoséci relacji rozmytej ro6wnania. Poglagdowy schemat identyfikacji
w systemie rozmytym przedstawiony jest na rys. 7.1.

Rys. 7.1. llustracja problemu identyfikacji w systemach rozmytych
Dyskusje zadania identyfikacji rozpoczniemy od przypadku, gdy
T zyatki® XM F(X) 1 Y+t F(Y) tworzace elementy danych rozmytych
XI*YI }i-1.2,...,N spetniaj? roéwnanie systemu, ktére przyjmuje postac:
Y - XOR, (7.2)

tzn. zachodzit

v VL “ X1DR. (7.3)
1< i< N

W celu wyznaczenia nieznanej relacji R skorzystamy z twierdzenia 5.1.

Zgodnie z (7.3) mamy:

AMO-XiOY 1. (7.4)

RCA. (7.5)
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Biorgc pod uwage zbidér relacji R”, relacje modelu wyznaczamy jako ilo -
czyn poszczsg6lnych relacji R”:

£l R* (7.6)
1-1

$(x.y) - *in ~(*.y). (7.?)
1<1<N

Rozpatrujac system dualny opieany réwnaniem:

Y - XAR (7.8)

i przyjmujac zatozenie:

\/ - XlaR. (7.9)
1< 1CN

a nastepnie stosujac twierdzenie 5.2, otrzymujemy:

N
R- [J (Xx® Yt). (7.10)
i-1
tzn*:
R(x,y) - max [xt (x)pYi(y3. (7.11)
Ki~™N
Zachodzi tu inkluzja:
RcR. (7.12)

Zgodnie z zaleznos$ci? (7.5) lub (7.12) otrzymane relacje réznie sie odi
relacji R. Podamyobecnie twierdzenia, ktére precyzuje warunki pozwala-
jace na otrzymanie rownosdci relacji - R - R.

TWIERDZENIE 7,1
Jezeli:

[ X1C3R - Yt, (7.13)

I f - N. (7.14)
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Il X+ sa zdegenerowanymi zbiorami rozmytymi, tzn. -3 -

1 dla x = x. Ola dualnego réwnania relacyjnego (7.8) zachodzi twierdzenie:

X1(x) _ (7.15)
O, w przypadku przeciwnym TWIERDZENIE 7 1
spetniajacymi warunek Jezeli:
] | \Y XIFAR “ Yi (7-22)
oax Xi(x) m 1, (7.16) 1<UN
xt X 1<1<N /
I X - N. (7-23)
to 11l Xt sa zbiora«! rozmyty«! spedniajacymi warunki:
R « R. (7.17)
0, x - xt
Dowodd (7.24)
Rozpatrzmy i0-t3 Pe<*e zbioréw rozmytych X , Y , i » 1,2,, . N.Zgo6- przypadku przeciwny«
) . ) ) t0 10 O 1, w przy
nie z zatozeniem (i) otrzymujemy:
y «In *t(*) = O. (7.25)
Y o (y) » aup[x (X)tR(x,y)]» mex|sup[x (X)tR(x,yjl ., X (x )t k« X KUN
(e} xcX 0 V.xeX 0 0 10
X#X. co
& mR. (7.2»)
tR(x, ,y)J- - R(x Y, (7.18)
0 ) to oowe d
yty. 0l« u«tclonego i0>iQ - 1*2....... N zgodnie z (X) mamy.
Stad mamy: ]
Y. (y) - inf[x (x)sR(x,y)] -
1 ‘o xeX 10
1.
Xt ©OY X fy XXL, (
( o -LO)(X.y) - 10(X)- _O(V) - (7.19) miiiJInF . ()sSR(X,Y), X (x )SR(x .yjl - R&x  ,y), (7.27)
! R(xt ,y).,x-x IxcX *0 0 *0 10 J 10
£0 0 X+x4
Biorgc iloczyn powyzszych rslacji: yeyY.
Obliczajgc dalej, wykorzyetuje sie réwnos¢:
N
H i ®V (7.20) R(xio,y), dla x - XE"O
vy ° ° (X, @Y )(x.,y) - X _(X)AY (y) - (7.28)
i0 10 0 0 0, dla x 1 X
zachodzi réwnos¢:
skad w oparciu o (7.10) dostajeay:
H X ® Y )- R. (7.21)
vi>*© ® - (7.29)
U xO@>V mR '
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Ogo6lnie rzecz blorec, w wielu sytuacjach zatozenia (7.3) 1 ('7,4) nie
so spetnione bedz spetnione eg w przyblizeniu. Ola réwnan relacyjnych z
sup-min {1 dualnym inf-max) operatorem ztozenie problem wyznaczania wspét-
czynnik6w modelu (relacji R) zostat rozwiezany dzieki zastosowaniu poje-
cia zbioru probabilistycznego, np. [42] - [45] , [7]] . W pracach tych sfor-
mutowano pojecie spetniania réwnania modelu w eensie $rednim i dokonano
oceny uzyskanego modelu.

Po wprowadzeniu sup-t i odpowiednio inf-s ztozenia istnieje mozliwos$¢
znalezienia takiej normy tréjketnej 1 okre$lenia Jej parametru tak, aby
zminimalizowaé¢ zadany wskaznik Jako$ci. Wtedy dla modelu o ustalonym rze-
dzie i danych zbiorach rozmytych (X ,Y ), i » 1,2 ,...,N nalezy okresli¢
take norme tréjketne (i jej parametr. Je$li istnieje) i relacje R«F(X*H),
ktéra minimalizuje Q;

min Q, (7.30)
REF(X*Y)

®1*®2

gdzie Q obliczane jest zgodnis ze wzoramil

- dla t-normy:

N
Qm 2 9(XiDR*V* (7.31)
i-1
- dla e-normy:
N
Q- 2 ~ XIAR¥i>" (7.32)
i-1

gdzie e jest odlegtoscle pomiedzy odpowiednimi zbiorami rozmytymi.

Otrzymana warto$¢ wskaznika jakos$ci (7.31) lub (7.32) okre$la miare od-
legtoséci uzyskanego modelu od zebranych danych Y , i * 1,2,...,N.

Mozna zaproponowac¢ inny spos6b oceny uzyekanego modelu poprzez wyko-
rzystanie miary zgodnos$ci (miary mozliwoséci) zbiorow rozmytych Y i otrzy-
manych z utworzonego modelu » (~ “ X a R lub Y - Xta R). Miara ta de-
finiowana Jeet nastepujeco [lis]

K “ sup[min(Yy (y).Y (y)I . (7.33)
1 1 1 yeY 1 1

i ><1,2 N.
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W przypadku zupetnej zgodnoéci, - 1» za$ - 0 oznacza catkowi-
ty brak zgodnos$ci pomiedzy YA 1 Y~ USredntajec
balne ocene modelu:

otrzymujemy glo-

4 V- (7.34)

Minimalizacja (7.30) moze okaza¢ aie zadaniem ztozonym. Mozna zapropo-
nowa¢ rozwigzanle suboptymalna przyjmujac okre$lone norme (konorme)Nz pa-
rametrem i minimalizujec (7.30) wzgledem tegoparametru. Relacje R ob-
licza¢ bedziemy zgodnie z zaleznoS$cie:

N
R- f| (Xi @Y1). (7.35)

i-1
Rozpatrzmy prosty przyktad numeryczny.

Przyktad 7.1

Oana Jest rodzina zbioréw rozmytych (Xi#Y~), i - 1,2,3. Model systemu
przyjmiemy w postaci:

\ - XiD R. (7.36)
Yt = X£AR, (7.37)
z norme tréjketne por. tab., 4.1.

i . .
Xi yi

1 0.40 0.70 0.58 0.22 0.39

2 1.00 0.30 1.00 0.50 0.90

3 0.50 0.60 0.50 0.29 8.49

Odlegtos¢ 9 traktowaé bedziemy Jako odlegto$¢ Haaminga 97 [3I]. Mamy:

Q- 2«H YiJ C7*38)
1
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Yt = lub Y+ = XkA R, w zaleznoéci od przyjetego ztozenia. R ob-
liczane jest zgodnie z (7.35) lub (7.14). Optymalng warto$¢ parametru p
(p>1) otrzymujemy w wyniku minim alizacji wskaznika (7.38). Wyb6r normy
tI" 8l nastepuje w zaleznos$ci od wartos$ci Q.

W artosci wskaznika jako$ci przedstawione sa na rys. 7.2.

ot

mins.|

4.0 50 100 -~ 150 ~ ! P

Rys. 7.2. Zalezno$¢ Q = Q(p) dla max-tl i min-s" operatora ztozenia

Wida¢ stad wyraznie, ze minimalna warto$¢ Q osiggana jest dla zto-
zenia max-tl i p s 2.0. Relacji rozmyta R jest réwna:

1.000 0.496 0.890

0.700 0.280 0.470

Dla p «oe otrzymujemy Q m 1.04 i

[l.00 0.22 0.39

jO.50 0.22 0.39

Ola operatora ztozenia min-s™ 1 P *<», € » 0.49 oraz

0.58 0.00 0.00I

1.00 0.50 0.90]
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7.2. Numeryczne rozwigzywanie wybranych probleméw identvfikacli
i sterowania

Obecnie oméwimy szczog6towo niektédre problemy identyfikacji i stero-
wania dla system6w opisanych rozmytymi réwnaniami relacyjnymi z max-min
operatorem ztozenia (X = n, U “ m). Prezentowane metody moga by¢ tatwo
przeniesione na systemy dowolnego rzedu opisane réwnaniami z dowolng nor-
mg tréjkagtng. Model systemu przyjmiemy w postaci:

At+l » £joO=- (7.39)

gdzie e 2ne £*+]1 sg zbiorami rozmytymi sterowania i stanu okreS$lony-
mi w dyskretnych chwilach czasu. W celu uproszczenia zapisu wprowadzimy
oznaczenie:

V = u 0Xx OR, (7.40)
1 w1 wq
1=1.2 K.
gdzie:
rhl 1 L
—-X = "1 u2 m=
C"i x_ﬁ( A (7.42)
1 1

Rozpatrujgc skonczony zbiér danych (rodzina zbiorSw rozmytych) (7.41)
i ustalajac wskaznik jakoséci Q jako sume odlegtos$ci Euklidesowych Qf

pomiedzy ij® x"0 R. i N » 1 “ 1»2*eee*N:
K
Qm 2 ~EMN-i0-1 OR'yx” (7.43)
1=1

relacja R zostanie wyznaczona w wyniku minimalizacji Q:

min Q. (7.44)
REF(U xX* X)
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Wzér (7.43) nozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci;

«-2 2 [V (7.45)

1-1 z-1 «

-
i
A

-

Korzystajgc z wynikéw rozdziatu 6 otrzymujemy i

(k+1) (k) _ n
vwz vwz k vWz (7.46)
vwz:r\g\}\?z>
vaeli2,...,nf2] z * 1(21 «pOi k * 0,l«2,...t
gdziet
K m n
-22 [V V (WA§ Aijz* *25Z (7.47)
1=1 T« | J«l

1, dla uil)Axil*rvwz> Vv \J (uJaxJat )
1-1 |
i*v j#N
M\Z i r A UAA g X‘;1> (7.48)

vwz » \

0, w przypadku przeciwnym

°f. = 1/(2K+k*). (7.49)

Schemat itaracyjny (7.46) moze by¢ uzyty do wyznaczenia relacji wyste-
pujacych w réwnaniach wyzszego rzedu. Nalezy zwréci¢ uwage,za liczba zmien-
nych, ktérych wartosci nusze by¢ wyznaczone,wzrasta gwattownie.Rozpatrzmy
rownanie rzedu L-tegoi

Ft+l " Jit° -t° ittl° *e*(Q —t+L-1 ° R* (7.50)
Many w tym przypadku:
RC F(U*X™* ... x X). (7.51)
(L-fl)-razy

Okreslenie relacji wymaga wiec wyznaczenia m. nL+l elementow.
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3edne z szoroko dyskutowanych metod reprezentacji systemow niedetermi-
nistycznych jest opis sy3temu przy wykorzystaniu zbioréw i relacji. Rela-
cja Rb wiezaca wejsScie (sterowanie) i stan reprezentowane w formie zbio-
rbw przyjmuje wartoséci ze zbioru dwuelementowego M - Przyjety w pracy
model w postaci rozmytego réwnania relacyjnego ma znacznie ogoélniejszy dia-
rakter. Relacja jest indukowana przaz relacje rozmytg R i wyraza sieg
zaleznos$cig:

1, dla R(u,x,y)> e
Rb(u,x,y) = (7.52)
0, w przypadku przeciwnym

et [0.3 »ue U, x, yc Xx.

Warto$¢ progowa e dobrana jest w wyniku minimalizacji nastepujacej
sumy odlegtosci:

W v Ro*V (7,53)

[T

wzgledem e. Metoda tworzenia relacji R”" zilustrowana zoetanie za po-
moca nastepujacego przyktadu.

Przyktad 7.2

Rozpatrzmy nodel postaci:

X - x° R. (7.54)

Dostarczone dane przedstawiono ponizej:

O P O B O O R O p
O O O b O O R O p
O O b O O b O pB» O
P B O O B B O O O
P O B O O R R O p
r P r P P PP O p O
P O P O O O F P P
P B O B B O O O
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Relacja R obliczona zgodnie z zalezno$ci? (7.46) jsst rowna:.

0.30 0.33 0.30 0.75
0.67 0.33 0.67 0.57
0.67 1.00 0.67 0.00
0.33 1.00 (0.33 0.75

za$ warto$¢ wskaznika jakosci Q wynosi 6.a0. Zaleznos¢ pomiedzy war-
toécig progowa e a sumg odlegtosci (7753) dana jest nastepujaco:

.
e 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Q 14 14 14 14 9 9 9 13 16 16 16

Dla e € [p.4, 0.6j Q przyjmuje warto$¢ minimalng, ktéra jest wyzsza
w poréwnaniu z ta, ktéra daje model opisany relacjag rozmyta. Indukowana
relacja R™ (e = 0.6) przymuje postac:

0 0 0 1
10 10
° 10 10
0 10 1

Biorgc pod uwage (7.39) sformutujemy trzy problemy sterowania:

A. Wyznaczenie sterowania u dla danego celu 2opt» przy ograniczeniach
i bez ograniczen.
Sterowanie wielokrokowe.

C. Konstrukcja relacji regulatora G tF(X*Il) dla sterowania rozmytego, co

koresponduje z zadaniem tworzenia relacji regulatora rozmytego dyskuto-
wanego w rozdziale 1.

W A mozemy wyr6zni¢ dwa problemy, sformulowane w nastepujacy sposdb:

I. okre$lony jest stan iop*» etan systemu dany Jest zbiorem rozmytym
xt wyznaczy¢ sterowanie u«F(U) tak, aby minimalizowa¢ odlegto$¢ po-
miedzy £Cpte a HOE O Rs

min9(u ox OR,x ). (7.55)
UEF(5)-

Oznaczajac

x0R =TE£ F(U»X), (7.56)

mamy

mine(uoT.x ). (7.57)
ut FU)

Zadanie optymalizacji (7.57) mozna rozwigza¢ metodami przedstawio-
nymi w rozdziale 6. WprowadZzmy dodatkowe ograniczenie narzucone na
sterowanie rozmyte w postaci zbioru rozmytego Hoptfe ~flll). Minima-
lizowany wskaznik jako$ci powinien uwzglednia¢ oba ograniczenia:

Il. sterowanie przy ograniczeniach Hopt € F(u)s okreélony jest stan.
systemu x eF(X), dany jest e wyznaczy¢ ueF(U) taki. aby mi-

nimalizowa¢ odlegtos$¢:

9(u° x° R."pt) +efurpt)- (7.58)

Ad B.Wielokrokowe zadanie sterowania polega nawyznaczeniuciggu ste-
rowan rozmytych e * . ° diugosci L, ktorypozwala na o-
ciggniecie celu ii*pj. Piszac rownanie (7.39) dla kolejnych dyskretnych

chwil czasu otrzymujemy:

«fctl = 11 kM"kOR.

*k+2 " R - Hk#loV i Kk oR°S *“ Hk® ROR .
(7.58)
*k+L = *k° Hk.,0 ...0 \Y «°R° ...QR
L-razy
Niech
ii«-) « % o uk+lo ... ou ™ .i (7'59)

oznacza relacje rozmyta zdefiniowang w L-krotnyn iloczynie kartezjanskim
przestrzeni U i réwna:

Ji(L i Lul2i....uil) - HK(ii)Auk+1(Ui2)A. . . Auktl_1(uil).

(7.60)

il'i2 L

1'2,
.0R (7.61)
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jest relacje rozmytag okre$long w 1)*1)*  * U*X*X o funkcji przynalez-
nosci:

RL(V  Ui2 UiL*j'y) " V (riljk.A riz2klk2A — AV L_1> (7*62)

kl*k2,,*~'kL-X

RARL**** a ji a

WprowadZmy dodatkowe oznaczenie:

m
G “ *k° \ “ V (XjARL(uil'Ni2 UiL .*j.y)). (7.63)
Réwnanie (7.58) zapiszemy w postaci!
Ak+L “ H(L)O G. (7.64)
czyli: »
Xopt »u(L)o G. (7.65)

Sterowanie u_(U) moze by¢ obliczone w oparciu o wzory z rozdziatu 5 i
6. Warto nadmieni¢, ze sterowanie L-krokowe w przestrzeni U mozna zaste-

pie sterowaniem Jednokrokowym w L-krotnym iloczynie kartezjanskim U.

Ad C. Konstrukcja relacji rozmytej G noto by¢ traktowana jako préba
wyznaczenia sprzezenia zwrotnego w systemie rozmytym, ktére dla kazdego
zbioru rozmytego stanu x generuje zbiér rozmyty u pozwalajacy na o-
trzymanie zbioru rozmytego stanu vy.

Réwnanie regulatora przyjmiemy wnastepujacej postaci:

- 270 G. (7.66)

W stawiajec (7.66) do réwnania modelu (7.39) dostajemy zalezno$¢:

*K+l - ifcORm Y GO~O R. (7 .67)

Relacja G powinna spetnia¢ warunek,:

\/ I « X°G°xX0R,
x e F(X)

1
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Prowadzi to do nastepujacego zadania optym alizacji:

min Q, (7.68)
GEF(X*U)
gdzie:
n m n n 2
<3=2 2 [ V' (xi AxtA otkA rkij) " y] . (7%69)
XtF'(X) j=I k=l =1 t=I

Pierwsze sumowanie przebiega po wszystkich stanach X nalezgcych do ro-
dziny F'(X) (podrodziny F(X)) wszystkich zbioréw rozmytych okres$lonych w
X. Wybér podrodziny moze by¢ przeprowadzony na wiele sposobéw. Wyr6znimy

tu dwa z nich:

F'(X) =/x1,x2,... ,xM- sktada sie z wyr6znionych zbioréw rozmytych zdefi-
niowanych w przestrzeni X, dla ktérych mozna poda¢ interpretacje lingwi-
styczng (np. maty, $redni, duzy), tym samym stanowig one poprzedniki w im-
plikacjach rozmytych uzywanych przy konstrukcji regulatora rozmytego.

e « } sktada sie ze zdegenerowanych zbioréw rozmy-

tych takich, ze x (xt) »1 dla i =J i Odla i 41J). Takie zdefiniowa-
nie f'(X) Jestwygodne z punktu widzeniarozwigzania numerycznego.Wskaz-

nik (7.69) wyraza sie w postaci podwdjnej sumy:

n m

a=£4 12:| [y ¥ & CACAgKAKY)) "W = (770

7.3. Konstrukcja modeli rozmytych za pomocg dyskretyzacjl rozmytej

Rozpatrzmy obecnie problem identyfikacji w systemach rozmytych w sytua-
cji, gdy mamy do czynienia z informacjg o charakterze lingwistycznym re-
prezentowanag za pomocg zbiorow rozmytych, jak i danymi w postaci liczbo-
wej (zdegenerowanymi zbiorami rozmytymi). Skonstruowany model powinien
byé tworzony w oparciu o obie formy danych. Wcelu jednolitego przetwarza-
nia informacji wykorzystamy koncepcje dyskretyzacjl [99] , |103] , [I04] roz-
mytej. Polega ona na zdefiniowaniu w przestrzeni X rodziny zbioréw pod-
| h< ktéra "po'.rywa" X (por. rozdziat 1).Zapewnia to,
(i=1,2,...,N)
ze stopniem przynaleznos$ci réznym od zera. Kazdy zbidér rozmyty x.t F(X) mo-
ze by¢ wyrazony przy uzyciu zbioro6w podstawowych zgodnie z zalezno$cia:

stawowych X2
ze kazdy element xe X nalezy do przynajmniej jednego

= sup [minflrzKac/z))] (7.71)



- 8 -

gdzies X jest wspomniang « p. 7.i miarg mozliwos$ci zbioru rozmytego x zenig. Dane te zawierajg zar6wno wartos$ci liczcbowe, jak i zbiory rozmyte.
wzgledem X~, i =1 , 2 , Ildea dyskretyzacji rozmytej pozwala na zastga- Przyjety w sposéb subiektywny podziat przestrzeni X i U ilustrujg rys.
pienie zbioru rozmytego xtF(X) zbiorem rozmytym X . ~NM1#X .... o- 7.3 i 7.4. Po dokonaniu transformacji danych z tab. 7.1 zgodnie z zalezno-
kreslonym na skofAczonej rodzinie zbioréw podstawowych a”, i =>1,2,...,N. §ciami (7.71)-(7.72) i obliczeniu relacji rozmytej R otrzymujemy:
W przypadku zdegenerowanego zbioru rozmytego (7.71) upraszcza sig do po-
staci: 4 X 2 X3 X 4 X 5
X 1 0.19 0.00 0.57 0.28 0.31
X1 “2ti(20)" (7.72)
X 2 0.19 0.11 0.57 0.18 0.23
gdzie x(zQ) w 1. Xy 019 0.11 0.57 0.18 0.23

W ten spos6b modele rozmyte noge by¢ tworzone nie bezpos$rednio na prze-
strzeniach U i X, jak to miato miejsce dotychczas, lecz na przestrze- 0.22 0.13 0.57 0.17 0.15

*4
niach zbioréw podstawowych K i X s
* 5 0.22 0.13 0.57 0.17 0.15
\
11 “{Uu1*u2'“ ,,Um (7.73)
X » %2 eeee (7.74) 0.16 0.00 0.85 .0.84 0.45
0.19 0.11 0.42 0.18 0.23
Celowo$¢ zastosowania tej konstrukcji moze byé¢ uzasadniona w dwojaki
sposob: 0.23 0.13 0.57 0.17 0.15
- pozwala na zmniejszenie zajetos$ci pamieci koniecznej do przechowywania 0.23 0.13 0.57 0.17 0.15
elementéw relacji modelu, ktéra majec posta¢ dyskretng wymaga zapamigta-
nia znacznej liczby elementéow. Przyktadowo, dyskutujac (7.39)  rel'acja 0.23 0.13 0.57 0.17 0.15
sktada sie z ra.n.n elementéw. Ola modeli okreslonych w przestrzeni \
zbioré6w podstawowych Ii i X wymaga to zapamietania M.N.N elementow,
przy czym M«m, N«n, 0.19 0.11 0.57 0.18 0.23
- dane rozayte i nierozmyte traktowane sg w jednolity sposdb.
Y Y a ! yosp 0.19 0.11 0.42 0.18 0.23
llustruje zastosowania metody dyskretyzacji sg nastepujace dwa przyktady
0.19 0.02 0.47 0.01 0.01
Przyktad 7.3
W tabeli 7.1 zebrano dane dla systsmu rozmytego, ktéry opisa¢ bedziemy 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
rozmytym réwnaniem relacyjnym rzedu pierwszego z sup-rmin. operatorem zto-
vy yiny ¢ P g P P 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Tabela 7.1 \
Dane dotyczace sterowania i stanu w systemie (7.39) 0.22 013 0.57 0.17 015
i n " n
sterowanie u stan x 0.22 013 0.57 017 015
90.1 3.5
0.19 0.02 0.73 0.01 0.01
0.26 0.00 0.73 0.00 0.00
9.69 0.00 0.36 0.00 0.00
u
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Relacja rozmyta tworzy zwarte reprezentacje zbioru regut lingwistycz-
nych opisujgcych dziatanie systemu. Kazdemu elementowi macierzy R mozna
przyporzedkowaé nastepujece implikacje.*

- jezeli stan systemu w k-tej chwili czasu dany jest przez Xi i stero-
wanie dane Jest zbiorem rozmytym , to stan systemu w (k+l)-szej chwi-
li czasu okre$lony Jest przez X i,k - 1,2 N. j = 1,2 M.

i
Kazdemu zdaniu przypisana jest miara mozliwoS$ci [o,]) . Przykta-

dowo: iM(Jezeli X4 i~ , to X3)=10.57.

Relacje modelu przedstawimy w innej formie. Ustalonym ~ i No przy-
porzadkujmy zbiory rozmyte ktére w kontek$cie wystepowania ~(JCAU )

posiadaje najwyzsze warto$ci miary mozliwoséci. Pozwala to na utworzenie
nastepujecej tablicy:
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1
X i ~Nijk o
*N
gdzie:
W m—V (7-75>
u 1<KN

i
Postawimy teraz problem wyznaczania relacji G regulatora dla celu da-

nego zbioren rozmytym ~ (rys. 7.3).\ktérego reprezentacja w przestrzeni
X dana Jest ponizej:

[0.85 0.70 0.65 0.45 0.37].

Relacja G, obliczona wedtug opisanego uprzednio algorytmu,posiada funk-
cje przynaleznoS$ci:

ul n2 «3 1X4

0.55 0.55 0.75 0.55

X2 0.55 0.55 0.86 0.55

0.55 0.55 0.80 0.55

*3
. 0.55
X4 0.55 0.55 0.86
0.82 . 0.54 0.55
X5 0.55

Przyktad nastepny prezentuje dziatanie algorytmu budowy modelu rozmy-
tego systemu dla danych o charakterze numerycznym.

Przyktad 7.4

Rozpatrywane dane pochodze z pracy Boxa-Oenkinsa [loj i byty wielokrot-
nie stosowane przy ocenie algorytméw identyfikacji [?5] . Zaproponujemy mo-
del rozmyty opisany réwnaniem:

*k*l W * VvV R* r/*76)
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Rys. 7.7, Wyniki identyfikacji modelu rozmytego
- dane, O- dyskretyzacja roznyta dla M= N = 5, x - dyskretyzacja rozmyta dla Mm N a g
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(rownanie relacyjne’ pierwszego rzedu z op6zZnieniem), gdzie oznacza
zbiér rozmyty sterowania, za$ ee zbiorami rozmytymi stanu w
dwoch kolejnych .«tyekretnych chwilach czasu; £ oznacza op6Znienie w ste-
rowaniu, u® g.e.FCty), x”, xk+1 CF(X), R€ F(U.xX*X).Podstawowe zbiory roz-
myte okres$lone na X i U(cR) skonstruowano w oparciu 6 algorytm klasy-
fikacji FUZ2Y C-MEANS [9] . Liczba zbioréw podstawowych Mi N zostata przy-
jeta Jako 5..Podstawowe zbiory rozmyte w przestrzeni X ilustruje rysu-
nek 7.5. Rozpatrzono dwie t-normy: minimum i iloczyn. Wskaznik Jakos$ci
przyjeto w nastepujacej formie:

n-1

Q= 2 9£M-k+I'Hk-t° ®<oR)* (7.77)
k=2+1

(n-liczba pomiaréw), gdzie 2%+1 oznacza zbi6r rozmyty otrzymany w wyni-
ku doswiadczenia. Wartosci Q dis roznych czaséw opéinien ilustruje ry-
sunek 7.6. Wynika sted, ze ~Opt “ 2 przy t-normle traktowanej Jako ilo-
czyn. Relacja' modelu jest réwna:

X X
X1 2 *3 X 4 5
- - \V/ X 4 - X5
0.92 0.76 0.98
X
- X 3 X3 X 4 5
0.73 0.82 0.92 0.95
0/0 +2 Xy X3 X4 X5
0.49 0.89 0.99 0.98 0.99
X X
0% =1 *2 X3 4 5
0.79 0.96 0.81 0.69 0.13
V = *2 X2 - -
0.97 0.74 0.27

(- oznacza, Ze miara mozliwos$ci nie oeiega wartosci 0.10).

Rozmyty model systemu moze dostarczy¢ informacji o charakterze nume-
rycznym. W celu zastgpienia zbioru rozmytego wynikajgcego z (7.76) jedna
warto$ci? zastosujemy metode $rodke ciezkoséci wykorzystywang przy kon-
strukcji regulatora rozmytego (rozdziat 2).
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Oznaczmy:
) = supX (x). (7.78)
1 xeX 1

Kazdemu zbiorowi rozmytemu F(X), ™ = [x(k+1}l .x(k+1)2

Xx(k+1)J Przyporzadkujemy liczbe xk+1£ R zgodnie z zaleznoS$cig:

xkel = A x(k+1)iV 2 x(k+i)i* (7.79)
i=1 i=1

Otrzymane wyniki zilustrowane sa na rys. 7.7. Zamieszczono tam réwniez
rezultaty dla M= N = 9.

8. ZASTOSOWANIE METO0 RELACYIJNYCH ROWNAN ROZMYTYCH
W ZAGADNIENIACH ARYTMETYKI LICZB ROZMYTYCH | PODEJMOWANIU DECYZJI

W rozdziale tym przeanalizujemy mozliwos$ci sformutowania zagadnien aryt-
metyki liczb rozmytych i podejmowania decyzji w kategoriach rozmytych réw-
nan relacyjnych. Ujecie to jest tym bardziej przydetne ze wzgledu na fakt,
ze dostarcza ono efektywnego narzedzia rozwigzywania réwnan ze wspoOtczyn-
nikami rozmytymi. Rozwazania‘'rozpoczniemy od prezentacji podstawowych po-
je¢ i probleméw arytmetyki liczb rozmytych.

8.1. Arytmetyka liczb rozmytych. Réwnanie ze wspotczynnikami
rozmytymi
. , . n \
WprowadZzmy nastepujgcg definicje (por. [29], [31], [32] ).
DEFINICJA 8.1

Liczbg rozmyta A (rzeczywietg liczba rozmyta) nazywamy zbidér rozmyty
A okreélony na przeetrzeni liczb rzeczywistych«

A: R —- [0,£] (8.1)

0 nastepujacych wtastos$ciach:

I A jeet nornalny, sup A(x) m 1,
seR

I A jest wypukly, Artj + (1- )x2] > AXj*)AA(x2),x1,x2t R, ~,c[p,I],
111 A(x) Jest funkcjg ciggta.

Oznaczmy:

f: RXIR— R. (8.2)

DEFINICJA 8.2

Rozszerzeniem funkcji f dla liczb rozmytychA ,BeF(R) Jest funkcja:
F: FARx F(UR F(R) taka, ze

C(c) » F(A,B)(c) = sup [min(A(a),B(b)3 , (8.3)
a,be R:c»f(a,b)
c«R.
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Réwnanie (8.3) nosi nazwe zasady rozszerzania (por. [114]). Definicja
8.2 moze by¢ rozszerzona na dowolng skonczong liczbe argumentéw. Operator
minimum w (8.3) mozna zastgpi¢ dowolng ciggta t-normg, uzyskujgc w ten
spos6b uogdlniong zasade rozszerzania: |

C(c) « F(A,B)(c) » sup [A(@)tB(b )2 , (8.4)
a,be R:c=f(a,b)

ceR.
Okredlajac postaé¢ funkcji f mozemy moéwi¢ o dodawaniu, odejmowaniu,
mnozeniu i dzieleniu liczb rozmytych A i B:

dodawanie A © B,

(A®B)(c) = sup [A(@)tB(bjl * sup [A(a)tB(c-a)], (8.5)
a,b€ K:c=a+b ac R
odejmowanie A © B,
(A© B)(c) = sup [A(a)tB(b)] « sup [A(a)tB(c+aj], (8.6)
a,be R:c=a-b ae R
i 1
mnozenie A © B,
(A © B)(c) = sup [A(a)tB(b)] = sup [A(a)tB(c/ai] , (3.7)
a R :c=a a€R
dzielenie AO B,
(a® B)(c) = sup |A(@)tB(b)] = sup [A(a)tB(a/c3 , (8.8)
a-be R:c=a/b af R

ceR.

Zwréémy uwage, ze (8.5)-(8.8) stanowiag istotne uogdlnienie wynikéw zna-
nych w analizie przedziatlowej stosowanej m.in. w metodach numerycznych
M, [63] . Weizmy pod uwage dziatanie dodawania. Przyjmijmy, ze A, 6 dane
sag za pomocg funkcji charakterystycznych:

1, at 1. be [b”b]j
Aa) B(b) (8.9)
0. ai [ax 0, b* [bj-bJ

al< a2* bl < b2"
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W ykorzystujagc (8.5) mamy znany wzér analizy przedziatowej:

f
1, ce[al*bi ,a2+b2]

(A© B)(c) (8.10)
o,

ceR.

Odwracalne dziatania na liczbach rozmytych mozna sformutowaé¢ w jezyku
rozmytych réwnan relacyjnych. Clezeli istnieje funkcja g:R»R-»-R, taka ze
g(a,f(a,b)) > b, woéwczas (8.4) mozemy przepisa¢ w postaci:

C(c)» sup [A(a)tB(b)j = sup [A(a)tB(g(a,c)]0 |, (8.11)
a,bER :c»f(a ,b) aeR

ceR.

WprowadZzmy relacje rozmyta RO6F(RxR) zdefiniowang nastepujaco:
R(a,c) m B(g(a,c)), (8.12)

a,cc. R.

Pozwala to na zapisanie (8.11) w fermie rownania relacyjnego:
C(c) = sup [A(a)tR(a,c)] = (ADR)(c), (8.13)
aeR

ccR.

W ten 3pos6b rozwigzywanie réwnan ze wspOiczynnikami rozmytymi sprowa-
dza sie do rozwigzywania rozmytych réwnan relacyjnych zgodnie z metodami

zaproponowanymi w poprzednich rozdziatach.

Przyktad 8.1

Dane sa liczby rozmyte A i X o funkcjach przynaleznoS$ci:
1
A(a) » expl[j-(a-1)2/<32], (8.14)
X(x) = exp [-x2/(J2], (8.15)
a,xeR.

Przyjmujac t = min, suma B - A®K okreélona jest zaleznoS$cia:

B(b) sup[x(x)A A(a)] < sup [X(x)A A(b-xj] = sup-lexp(-x2/£2)A

Aexp [-(b-l1-x)2/""]\, (8.16)

be R.
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Rozwiezujec roéwnanie (8.16) wzgledem x otrzymujemy:

exp(-x2/tf2) » exp t(b-1-x)2/ 717, \ (8.16)
czyli:
(x/.x)2 = [(b-l1-x)Ay] . (8.18)
Sted:
b-1
xi "= * 3 {s-19>
b-1
6 20)
gdzie:
6 21)
Wrezultacie mamy:
B(b) - exp(-x2/<S2). (8.22)
bfcR.
Rozwigzmy obecnie réwnanie B = X © A, przyjmujec,ze A i B se da-

ne zaleznos$ciami (8.14) i (8.22). Korzystajec z (8.11)-(8.13) mamy réwna-
nie relacyjne:

B = XDR, (8.23)
gdzie;
R(x,b) m A(b-x) = exp £(b-x-1)2/62], (8.24)

x,be R.
Sted rozwiezujec (8.23) wzgledem X zachodzi:

X(x) - inf [R(x,b)*B(b)] . (8.25)
beR

xe R.
Rozpisujec (B.25) dostajemy:

X(x) = minjinf [R(x,b)b{B(bj] , inf [R(x,b)beB(b JIF = inf [R(x,b)ofB(b)]
btB1 bfeB2 )  bfcB2

xeR, (5-26)
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- per IR(x.b)< B(b JJ.. (8.27)
32 - {be RIR(x,b)>B(b)]. (8.28)

Problem redukuje sie do wyznaczenia takiego bQER (ry8. 8.1), dla kto6-
rego R(x,b)gpB(b) osiega swoje najmniejsze wartos¢.

Rozwiezujec nastepujece roéwnania:
exp £-(b-x-1)2/ia2] » exp t*(b—J2/ ~ * ~)2] . (8.29)

wzgledem b i biorec wiekszy z pierwiastk6w, otrzymujemy:

bo m 1 +a”rT- (8.30)

gdzie i

(8.31)

Sted X (x) m exp [-x2/!12].

8.2. Rozmyte réwnania relacylne lako model proceséw
podelmowania decyzji

Proces podejmowania decyzji w warunkach nieprecyzyjnie okres$lonych ce-
l6bw i ograniczen traktowanych jako zbiory rozmyte zostat po raz pierwszy
sformutowany przez Bellmana i Zadeha (por. [3I] ). Model matematyczny te-
go procesu formutuje sie w oparciu o nastepujece zatozenia. Przyjmuje sie.
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za dany jest zbidr ograniczen ci*c2 "*,,,cm 1 Gi ,G2"** ,Gn tral<towa-
nych jako zbiory rozmyta okreslone odpowiednio na przestrzeni ograniczen

G i przestrzeni celéw Ci

CAFFC), G eFfG), (8.32)

iB1>2,...,m, jm1,2t_.,n.
Decyzja D okreslona na przestrzeni decyzji O zalezy od zbioru ogra-
niczen i celdw, co mozna zapisa¢ w postaci rownania:

0 =% ( <G t...»G",C tCgi...iCm) (8.33)

D6 F(D), gdzie$ okresla operator agregowania G i C», i =ml,2,."__,n,

J =1,2,...m. W najprostszym przypadku, gdy G = C mX, Dnalezy do X.
W [47] zaproponowano dwa sposoby wyznaczania zbioru rozmytego Di

n n
0o * 11 Gi n (1 cj (8,34)
i=1 j-1
tzn. 1
D(X) « min [min G.(X), min C )I, (8.35)
KKn I<j<m J
xexX,
I
n m
DX m TTV»>TTCMX), (8.36)
i-1 Jj1 =
Xt X.

tatwo zauwazy¢, ze dla tak przyjetych sposobéw wyznaczania zbioru ro»
mytego decyzji D:

- G i Cj] sa nlerozréznialne,

- wszystkie ograniczenia i cele traktowane sg w ten sam sposéb, brak Jest
zréznicowania ich istotnosci.

Wspomniane powyzej cechy naszkicowanego algorytmu podejmowania decyzji
moge byé w sprzecznosci w stosunku do istniejecych realiéw. Pewne rozsze-
rzenia podstawowej metody podejmowania decyzji mozna znalez¢ w [2] [46][47]-
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Bardziej realne wydaje sie sformutowanie modelu procesu podejmowania
decyzji w postaci rozmytego réwnania relacyjnego«

D = GlEZGQ...DGnOClDCD...DCmDR. (8.37)

2

Réwnanie (8.37) stanowi formalny zapis stwierdzenia: ograniczenia i cele
«V C2**..*CB.Gi.G 2 Gn) oraz podjeta decyzja (D) pozostaje ze sobe w
relacji.

Schemat Bellmsna-Zadeha stanowi szczegdlny przyktad (8.37).
Oezeli Gi#Cje F(X), norma tréjketna zostanie przyjeta Jako minimum oraz
relacja R dana jest w postaci:

R- I, (8.38)

tzn. s

§ (%9 NV 7)) i. 9dy x1“Xx2=***=xn=yi“y2”**,ayn“z
T(XMTXY , e XM, YN, Y - OYHZ) -

0, w przypadku przeciwnym

(8.39)
x1,y™izeX, i - 1,2,...,n, J =1,2,...,m, wéwczas otrzymujemy:
D(z) = sup [G1(x1)AG2(x2)A ... AGf(xn)A Cl(yi)AC2(y2)A ...A Cm(ym)A
Xi'yj

AR(Xj |*2

(2)A ... AG_(2) AC, (z) AC_(2) A ... AC (2), (8.40)

ze X.

Dobér normy tréjketnej oraz wyznaczenie relacji rozmytej przebiega w
oparciu o zestaw testowy celdw, ograniczeh i podjetej decyzji i wykorzy-
stanie metod z rozdziatéw 5 16.



9. ZAKONCZENIE

Niniejaza praca zawiera prezentacje probleméw i ich rozwigzan w zakre-
sie sterowania rozmytego, analizy i syntezy system6ow rozmytych.Teoretycz-
ne ramy niniejszych rozwazan stanowig rozmyte réwnania relacyjne z norma-
mi tréjkagtnymi. Sg one oryginalnym dorobkiem Autora. Rozpatrywane dotych-
czas rownania relacyjne z sup-min(inf-max) operatorem ztozenia mozna trak-
towa¢ jako szczeg6lny przypadek dyskutowanej klasy rownan. Rozpatrzono o-
g6lne problemy konstrukcji regulatora rozmytego. Zaproponowano réwniez no-
wg oryginalng koncepcje regulatora probabilistyczno-rozmytego, ktéry sta-
nowi istotne uog6lnienie regulatora omawianego dotychczas w literaturze.
Podkres$lono istote stosowania teoriomnogo$ciowego opisu systeméw niedetep-
ministycznych. W pracy zawarto szczeg6towg dyskusje na temat norm tréjkat-
nych, rozmytych réwnan relacyjnych oraz analitycznych i numerycznych me-
tod ich rozwigzywania. W dalszym ciggu rozpatrzono zastosowanie rozmytych
rownan relacyjnych w analizie i syntezie systemow rozmytych. Postawiono i
rozwigzano problem identyfikacji. Omoéwiono zagadnienie sterowania. Doko-
nano konstrukcji regulatora rozmytego w oparciu o model systemu rozmytego.
Tego rodzaju ujecie problemu tworzenia relacji regulatora moze by¢ trakto-
wane jako rozwigzanie alternatywne do Juz istniejagcego w literaturze.Roz-
dziat 8 pracy poswiecono bezposredniemu zastosowaniu réwnan relacyjnych
do formutowania i rozwigzywania probleméw, ktére wystepujag w arytmetyce
liczb rozmytych i podejmowaniu decyzji. Znane w literaturze zagadnienia
znalazty w ten sposéb zupetnie nowe i konstruktywne ujecie.

Do oryginalnych elementéw niniejszej pracy warto zaliczy¢)

1) wprowadzenie rozmytych réwnan relacyjnych z normami tréjkatnymi i
podanie metod ich rozwigzywania,

2) sformutowanie i rozwigzanie zadan analizy i syntezy w systemach roz-
mytych opisanych réwnaniami relacyjnymi,

3} sformutowanie i rozwigzanie probleméw znanych w teorii zbioréw roz-
mytych (arytmetyka liczb rozmytych i podejmowanie decyzji) w Jezyku row-
nan relacyjnych,

4) prezentacja konstrukcji regulatora rozmytego w oparciu o wykorzy-
stanie modeli systeméw rozmytych.

Zaproponowane w pracy rozmyte réwnénla relacyjne maja znaczne wiekszy
zasieg zastosowan. Moge stanowi¢ formalny aparat formutowania i rozwigzy-
wania probleméw w réznorodnych dyscyplinach naukowych, takich Jak: bada-
nia operacyjne, rozpoznawanie obrazéw czy tez zagadnienia diagno8tyki sy-
stemow.
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St reszczenie

W pracy wprowadzono rozmyte réwnania relacyjne z
W oparciu o nie rozwigzano szereg zadah analizy i
mytych. Wskazano na ogé6lno$¢ i przydatnos$c

normami tréjkatnymi.
syntezy w systemach roz-

rownan relacyjnych dla formu-
towania i rozwigzywania probleméw teorii i zastosowan zbioréw

rozmytych,
takich jak: regulatory rozmyte,

podejmowanie decyzji czy arytmetyka liczb
rozmytych. Zaprezentowano analityczne i numeryczne metody
rozmytych réwnan relacyjnych. Zaproponowano nowg koncepcje regulatory pro-
babillstyczno-rozoytego. Podkres$lono istote stosowania teoriomnogos$ciowe-
go opisu systemoéw nledeterministycznych. Rozwazania teoretyczne
wane sa szeregiem przyktadéw numerycznych.

rozwigzywania

ilustro -



YNPABNIEHNE W PACTbIBYATBIE CUCTEMbI

* Pe3wme

B pa6oTe BBOAATCA pacn/iblB4yaTble YpaBHEHUS COOTHOWEHWI C TPEXYroNbHbIMKU HOP-
MaHH. Ha Mx OCHOBaHWM peleHO psg 3ajay Mo aHaju3y U CUHTe3y pacnibiBYaTblX CHU-
cTeM. YKa3aHO Ha O6WHOCTb W MPUMEHAEMOCTb YypPaBHEHWI COOTHOWeEHUN Ans hopmynu-
POBKM W pelleHns npobnem Teopuu W NPaKTUKW pacnabiBYaTblX MHOXECTB TakUX Kak*
pacnnbiBYaTble perynaTopbl, NPUHMMaHWE peleHuid, Unn-xe apumeTnka pacnibiBYATbIX
uncen. lpuBefeHbl aHanUTU4YeCKMe W LUPPOBble MeToAbl PELleHWs pacnabiBYaThl ypa-
BHEHWIi COOTHOWeHWI . [aéTcad HOBas KOHUenuus BepOsTHOCTHO-pacnbiBYaTOro pery-
nstopa. MOJYEPKHYTO CYWHOCTb NPUMEHEHUS TEOPETUKO-MHOXECTBEHHOTO onucaHus
HefleTepPMUHNPOBaHHbIX CUCTeM. TeOpUTUYECKUEe pCeyXAeHna WNNICTPUPYTCS, PAJOM

MalWHHBIX NPpUMEpPOB.

FUZZY CONTROL AND FUZZY SYSTEMS

Summary

The paper deals with fuzzy relational equations with triangular norms.
Several analysis and synthesis problems in fuzzy systems described by
means of the equations established here have been presented. Moreover
their generality and usefulness for formulating and solving problems of
the theory and applications of fuzzy sets have been pointed out (e.g.
fuzzy controllers, decieion-making processes and arithmetic of fuzzy num-
bers). A new concept of probabilistic-fuzzy controller has been introdu-
ced. An essence of the use of a set-theoretic approach to description of
nondetermini8tic systems has been underlined. Analytical and numerical
methods for solving the fuzzy relational ewuations have been provided.Nu-
merical examples form pn illustration of the investigations presented.
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