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WYKAZ W AŻN IEJSZYCH  OZNACZEŃ

A -  z b i ó r  ro z m y ty . A :  X -— | ) , l ]

F ( X )  -  r o d z in a  z b io ró w  ro z m y ty ch  z d e f in io w a n y c h  w X  

X  x Y  -  i l o c z y n  k a r t e z j a ń s k i  p r z e s t r z e n i  X  i  Y

A n  B -  i l o c z y n  z b io ró w  ro z m y ty c h  A i  B ,  ( A n B ) ( x )  = o i n ( A ( x ) ,  B ( x ) )  

A u  B -  suma z b io ró w  ro z m y ty ch  A i  B ,  ( A U B ) ( x )  = m a x ( A (x ) ,  B ( x ) )  

c  -  i n k l u z j a  z b io ró w  ( r e l a c j i )  r o z m y ty c h , A C B » A ( x ) < B ( x )

□  -  z ł o ż e n i e  s u p - t

A  -  z ł o ż e n i e  i n f - s  

O -  z ł o ż e n i e  e u p -m in  

■  -  k o n ie c  dowodu



i. wsTąp

T e o r i a  z b io ró w  ro z m y ty c h  [ l 0 8 j  [i.09]  z o s t a ł a  w prow adzona p r a w ie  20  l a t  

te k u  w c e l u  u m o ż l iw ie n ia  p r z e t w a r z a n ia  i n f o r m a c j i  w o b e c n o ś c i  c zy n n ik ó w  

n ie p e w n o ś c i n ie  m a ją c y c h  c h a r a k t e r u  p r o b a b i l i s t y c z n e g o .  P o z w o li ło  to  na  

s t w o r z e n ie  m o d e li m a te m a ty c z n y c h .d la  n i e p r e c y z y j n i e  o k r e ś lo n y c h  p o ją ć  i  

k o n c e p c j i  typ o w ych  w d z i a ł a l n o ś c i  c z ł o w ie k a .  S to s o w a n ie  metod s t a t y s t y c z 

n y ch  b y ło  w t y c h  p r z y p a d k a c h  p o w a żn ie  k w e s t io n o w a n e ,g łó w n ie  z  powodu s z e 

re g u  dodatkow o c z y n io n y c h  z a ło ż e ń  i  b r a k u  w y s t a r c z a j ą c e j  l i c z b y  d a n y c h ,  

k t ó r e  s ta n o w ią  p o d sta w ę  t w o r z e n ia  k a żd e g o  m odelu o c h a r a k t e r z e  p r o b a b i l i 

s t y c z n y m . P o n a d to  w z w ią z k u  z  s z y b k im  i  s t a ły m  rozw o jem  kom puterów  i  t e c h 

n ik  ko m pu tero w ych p o ja w ił a  s i ą  t e n d e n c ja  budowy c o r a z  b a r d z i e j  z ło ż o n y c h  

i  w ie lo p a ra m e tro w y c h  m o d e li m a te m a ty czn y ch  [ 8 6 ] .  Może ona d o p ro w a d z ić  do 

z ja w is k a  p o w s ta n ia  c o r a z  w ię k s z y c h  t r u d n o ś c i  w y n ik ły c h  m . in .  z  k o n ie c z n o 

ś c i  w y z n a c z a n ia  w s p ó łc z y n n ik ó w  m odelu i  i c h  w ła ś c iw e j  i n t e r p r e t a c j i  w kon

t e k ś c i e  z a s to s o w a ń . W z w ią z k u  z  tym w a rto  p rzy p o m n ie ć  t z w .z a s a d ą  n ie z g o d 

n o ś c i  s fo rm u ło w a n ą  p r z e z  Z a d e h a  [ 1 1 3 ]  [ l l4 ] w sp o só b  n a s t ę p u ją c y :

" . . .  n a s z a  m o ż liw o ś ć  s t a w ia n ia  c o r a z  b a r d z i e j  p r e c y z y jn y c h  i  n a d a l  

i s t o t n y c h  o ce n  o z a ch o w a n iu  s y s te m u  m a le je ,  a ż  do o s i ą g n i ę c i a  pu nk

tu  g r a n ic z n e g o ,  gdy p r e c y z j a  i  i s t o t n o ś ć  s t a j ą  s i ę  w za je m n ie  w y k lu 

c z a ją c y m i  c e c h a m i" .

W ś w ie t l e  p o w y ż s z y c  1 uwag ro z p a trz m y  Je d n o  z  typ o w ych  z a s to s o w a ń  t e o r i i  

z b io ró w  ro z m y ty c h  w s t a r o w a n iu .  R o z w a ż a ją c  a k t u a ln y  s t a n  t s o r i i  s te r o w a 

n ia  można z a u w a ż y ć  dwa c h a r a k t e r y s t y c z n e  f a k t y  [3 8 ]  [112J :

-  k o n ie c z n o ś ć  s t o s o w a n ia  p r e c y z y jn y c h  d a n y c h ,

-  c o r a z  w y ż s z y  s t o p i s ń  a b s t r a k c j i  i  w p ro w a d za n ie  zaaw anso w an ych m etod ma

te m a t y c z n y c h .
ł

Obok w ie lu  s u k c s s ó w  w d z i e d z in a c h ,  g d z ie  n ie z b ę d n e  m odele mogą b y ć  wy

z n a c z o n e  w s p o só b  p r e c y z y jn y ,  i s t n i e j e  j a s z c z e  g ru p a  problem ów  s t e r o w a n ia  

z ło ż o n y m i p r o c e s a m i,  g d z ie  budowa m o d e li o g ó ln ie  s to s o w a n y c h  n a p o ty k a  na 

i s t o t n e  o g r a n ic z e n i a .  O k a z u je  s i ę ,  ż e  p r o c e s y  t e  s ą  s te ro w a n e  w sp o só b  po

praw ny p r z e z  c z ło w ie k a - o p e r a t o r a  p r o c e s u .  C z ło w ie k  p o s ia d a  w ysoką um ie

j ę t n o ś ć  o ce n y  s y t u a c j i  p r o c e s u  i  i n t e r p r e t a c j i  l in g w ie t y c z n y c h  r e g u ł  s t e 

ro w a n ia . Rozum ow anie p rze p ro w a d za n e  p o d cza e  s t e r o w a n ia  ma g łó w n ie  c h a r a k 

t e r  ja k o ś c io w y .  W z w ią z k u  z  tym l n t e r e e u ją c e  b y ło b y  z a p r o je k t o w a n ie  r e 

g u la t o r a  b a z u ją c e g o  na n i e p r e c y z y j n e j ,  e ło w n e j fo r m ie  o trz y m a n y c h  d a n ych  

i  n a ś la d u ją c e g o  sp o só b  p o s tę p o w a n ia  c z ło w ie k a .  Je d e n  z  n a jw c z e ś n ie j s z y c h  

k ie ru n k ó w  p o l e g a ł  na m o de low aniu  z a c h o w a n ia  c z ło w ie k a  p o d c z a s  s t s r o w a t ia
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p r z y  u ż y c iu  r e g u l a t o r a  P I  lu b  P IO  z  e le m e n ta m i n ie l in io w y m i [ 8 8 ] .  Z b io r y  

ro z m y te  p o z w o l i ły  na in n e  u j ę c i e  p ro b le m u  i  budowę r e g u la t o r a  b a z u ją c e g o  

na l in g w i a t y c z n y c h  r e g u ła c h  s t e r o w a n ia .  P o d sta w y budowy r e g u l a t o r a  ro zm y

te g o  z a w a r te  z o s t a ł y  w p r a c a c h  [54]  J55]  { 5 7 ] .  P ie r w s z e  e k e p e ry m e n ty  p r z e 

pro w ad zo n o  na U n iw e r s y t e c ie  L o n d y ń sk im  ( E . H .  Mamdani [54]  [56]  [57]  ) i  U n i

w e r s y t e c ie  T e c h n ic z n y m  w D e l f t  ( H .R .  v a n  N a u ta  L e n k e ,  W .O.M. K i c k e r t  [4 8 ]  

[ 6 l J  ) w l a t a c h  1 9 7 4 - 7 6 .  O trzym a n e  w y n ik i  o k a z a ły  « i ę  o b ie c u ją c e  i  porów ny

w a ln e  z  r e z u l t a t a m i  s t e r o w a n ia  p r z y  u ż y c iu  r e g u la t o r ó w  P IO . U ja w n iło  s i ę  

t e ż  k i l k a  z a l e t  r e g u l a t o r a  ro z m y te g o  w p o ró w n a n iu  z  i s t n i e j ą c y m i  a l g o r y t 

mami s t e r o w a n ia .  W w y n ik u  d a ls z y c h  badań nad re g u la t o r e m  rozm ytym  do ko n a

no r o z e z e r z e ń  i  m o d y f i k a c j i ,  n p . zapro p on ow an o  z a s t o s o w a n ie  r o z m y t e j l o 

g i k i  Ł u k a s ie w ic z a  [6 7 ]  [ $ 8 ] .  W p r z e g lą d o w y c h  p r a c a c h  [38]  [94 ]  z a w a r to  a n a

l i z ę  o trz y m a n y c h  w yników  t e o r e t y c z n y c h  1 a p l i k a c y j n y c h .  R o z p o c z ę to  rów 

n i e ż  p r a c e  nad s p o so b a m i a d a p t a c j i  r e g u la t o r a  ro z m y te g o  [ 5 7 j .  P r z e a n a l i 

zow ano z a g a d n ie n ie  8 t a b i l n o ś c l  r e g u la t o r a  [ l ł j  , z g o d n o ś c i  i  z u p e łn o 

ś c i  J e g o  r e g u ł  {2 3 ]  [2 8 j . A n a l i z a  r e g u la t o r a  ro z m y te g o  ja k o  u k ła d u  p o d e j

m owania d e c y z j i  z o s t a ł a  z a w a r ta  w p r a c y  [ 13] .  Pomimo d u że g o  n a k ła d u  badań, 

p ro b le m  fo rm a ln e g o  o p la u  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  n ie  z o s t a ł  w p e ł n i  r o z w ią 

z a n y .

Od c z a s u  p o ja w ie n ia  s i ę  p o ję c i a  z b i o r u  ro zm y te g o  p rze p ro w a d zo n o  w ie le  
ba d ań  o c h a r a k t e r z e  podstawowym i  a p l ik a c y jn y m .  Oo g łó w n y ch  d z ie d z in ,g d ^ .ie  

z b i o r y  ro z m y te  z n a l a z ł y  s w o je  t r p a ł e  m ie j s c e  J a k o  n a r z ę d z ie  d la  tw o r z e n ia  

a lg o ry tm ó w  p r z e t w a r z a n ia  i n f o r m a c j i  l i n g w i s t y c z n e j ,  m ożna z a l i c z y ć :

-  p o d ejm o w an ie  d e c y z j i  Q 0  [ l 7 ] - [19]  , [23] ,  [ 4 6 ] ,  (47] ,  [64] ,

-  a n a l i z a  i  s y n t e z a  system ó w  n ie d e t e r m in is t y c z n y c h  " i(syste m ó w  r o z m y t y c h )  

[ 2 2 ] ,  [ 2 4 ] - [ 2 6 ] ,  [ 2 8 ] ,  | 3 l ] .  [ 4 1 ] - [ 4 5 ] ,  [ 6 2 ] ,  [ 6 7 ] .  [6 8 ]  , [ 7 l ]  -  [75] . [77]

[ 9 5 ] .  [ 9 8 ] ,  [ 1 1 1 ] .

-  ro z p o z n a w a n ie  o b ra zó w  [3 ] ,  [5 ] .  [9] ,  [52] .  [76] . [b o ] , ^

-  b a d a n ia  o p e r a c y jn e  [ 8 9 ] ,  [91] ,  [93] ,  (j.02]  ,

-  d ia g n o s t y k a  system ó w  i  d ia g n o z a  m edyczn a (20] ,  [ 21] ,  [ 8 2 ] .

Na t l e  p u b l i k a c j i  na tam at z b io r ó w  ro z m y ty c h  w id a ć  s z e r o k i e  m o ż l iw o ś c i  

z a s to s o w a ń  p re z e n to w a n y c h  z a g a d n ie ń .  B ra k  J e s t  n a to m ia s t  w y s t a r c z a j ą c o  o -  

g ó ln e j  m e to d y, w ram ach k t ó r e j  m ożna fo rm u ło w a ć i  ro z w ią z y w a ć  p r o b le m a ty 

kę w z a k r e s i e  system ó w  ro z m y ty c h , w n i n i e j s z e j  p r a c y  p r z e d s t a w io n o  p ro p o 

z y c j ę  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h  z  norm am i t r ó jk ą t n y m i u ż y t e c z n y m i do

o p is u  t y c h  syste m ó w . S z c z e g ó ln y  p rz y p a d e k  t y c h  rów nań z  s-up-m in ( in f - m a x )  

o p e ra to re m  z ł o ż e n i a  b y ł  d y sk u to w a n y  p r z e z  S a n c h e z a  w 19 7 6  r .  [ 8 l ] . S t w ie r 

dzo n o  m o ż liw o ś ć  s to s o w a n ia  i c h  w o p i s i e  z a g a d n ie ń  d i a g n o s t y k i  m e d y czn e j 

[82] . W p r a c y  n i n i e j s z e j  w ykaza n o  o g ó ln o ś ć  i  p r z y d a t n o ś ć  w prow adzonych rów

nań d la  r o z w ią z y w a n ia  problem ów  system ó w  ro z m y ty c h , p o d ejm o w ania  d e c y z j i  

1 a r y t m e t y k i  l i c z b  ro z m y ty c h .

Celem  n i n i e j s z e j  p r a c y  J e s t :

-  p r e z e n t a c ja  a k t u a ln e g o  s t a n u  badań nad r e g u la t o r a m i  ro zm y ty m i J a k o  t y 

powym p rz y k ła d e m  z a s to s o w a ń  z b io ró w  ro z m y ty c h  w d z i e d z i n i e  s t e r o w a n ia .

-  9 -

-  p r z e d s t a w ie n ie  p r o p o z y c j i  u o g ó ln ie n ia  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  i s t o t n y c h  z  

p u n k tu  w id z e n ia  z a s to s o w a ń ,

-  k o n s t r u k c ja  o g ó ln e j  k l a s y  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h  w o p a r c iu  o n o r 

my t r ó j k ą t n e ,

L p r z e d s t a w ie n ie  a n a l i t y c z n y c h  i  n u m e ry czn y ch  m etod i c h  ro z w ią z y w a n ia ,

-  a n a l i z a  i  s y n t e z a  system ó w  r o z m y ty c h ,

-  o ce n a  m o ż l iw o ś c i  s t o s o w a n ia  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h  Ja k o  a p a r a t u  

d la  fo rm u ło w a n ia  i  r o z w ią z y w a n ia  problem ów  w d z ie d z in a c h  z a s to s o w a ń  

t e o r i i  z b io r ó w  ro z m y ty c h .

W ym ien ion e  p o w y że j c e l e  p r a c y  r e a liz o w a n e  będą p r z y  u w z g lę d n ie n iu  t e o 
r e t y c z n y c h  ram w y zn a c zo n y ch  p r z e z  ro zm y te  ró w n a n ia  r e l e c y j n e .

P r a c a  s k ła d a  s i ę  z  9  r o z d z ia łó w .  R o z d z i a ł  2  z a w ie r a  z a g a d n ie n ia  re g u 

l a t o r a  ro z m y te g o  o r a z  m etody Je g o  k o n s t r u k c j i  1 o ce n y  d z i a ł a n i a .  N a s tę p 

n ie  p r z e d s t a w io n o  z a s t o s o w a n ie  z b io ró w  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  w t w o r z e n iu  r e 

l a c j i  r e g u la t o r a  na b a z ie  i n f o r m a c j i  ro z m y te j i  p r o b a b i l i s t y c z n e j .  IV r o z 

d z i a l e  3 z a w a r to  k o n c e p c ję  o p is u  system ów  n ie d e t e r m in is t y c z n y c h  w fo rm ie  

rów nań r e l a c y j n y c h .  P o j ę c i e  norm y t r ó j k ą t n e j ,  ro z m y ty c h  rów nań re la c y jn y c h  

o r a z  m etody i c h  r o z w ią z y w a n ia  s ta n o w ią  t r e ś ć  r o z d z ia łó w  4 ,  5 1 6 .  W r o z 

d z i a l e  7  1 8  omówiono p ro b le m y  t e o r i i  system ów  r o z m y t y c h .a r y t m e t y k i  l i c z b  

ro z m y ty c h  i  p o d ejm o w an ia  d e c y z j i  s fo rm u ło w a n a  i  ro z w ią z a n e  w ram ach te o 

r i i  rów nań r e l a c y j n y c h .

W p r a c y  z a s to s o w a n o  s y m b o lik ę  i  t e r m in o lo g ię  o g ó ln ie  p r z y j ę t ą  w t e o 

r i i  z b io ró w  i  t e o r i i  z b io ró w  ro z m y ty c h .

A u to r  p r a g n ie  w tym m ie js c u  z ł o ż y ć  p o d z ię k o w a n ie  Panu P r o f .  d r  h a b . R .  

G e s s in g o w i z a  k o n s tru k ty w n e  d y s k u s je ,  k t ó r e  p o z w o l i ły  na p e ł n i e j s z ą  p r e 

z e n t a c j ę  om aw ianych z a g a d n ie ń .



2 .  PROBLEMY KO N STR U KCJI REGULATORÓW ROZMYTYCH

2 . 1 .  K o n s t r u k c ja  r e g u la t o r a  ro z m y te g o . A n a l i z a  s t r u k t u r y  r e g u la t o r a

Podstaw ow a s t r u k t u r a  r e g u la t o r ó w  ro zm y ty ch  j e s t  ś c i ś l e  zw ią za n a  ze  

z b io re m  l i n g w i s t y c z n y c h  r e g u ł  s t e r o w a n ia  ( i m p l i k a c j i )  r e p r e z e n t u ją c y c h  

s t r a t e g i ę  s t e r o w a n ia  c z ł o w ie k a - o p e r a t o r a .  W iężę  one a k t u a ln y  s t a n  p ro ce su  

( s y s t e m u )  i  s t e r o w a n ie ,  k t ó r e  pow inno z o s t a ć  p o d ję te  w c e lu  u z y s k a n ia  kon

k r e tn e g o  c e l u .  R e g u ły  t e  mogę b y ć  t y p u :

-  j e ż e l i  s t a n  p r o c e s u  j e s t  Xi t  to  s t e r o w a n ie  w y n o s i U^ ( 2 . 1 )

i  » 1 . 2  N . 1

i  U j s ą  z b io r a m i ro zm y ty m i z d e f in io w a n y m i w p r z e s t r z e n i  X  1 

U . x A e F ( x ) , U j e F( u) ,  j  = 1 . 2  M.

Z a z w y c z a j [ l i ] ,  [12] ,  [ 15] ,  | 4 b J, [4.9 J , [54 J  r o z p a t r u je  s i ę  r e g u ły  s t e 

ro w a n ia  ( I m p l i k a c j e )  o n a s t ę p u ją c e j  p o s t a c i :

-  J e ż e l i  b łą d  j e s t  rów ny E^ i  zm ia n a  b łę d u  j e s t  równa O E^, to  s te ro w a 

n ie  j e s t  równe U. , ( 2 . 2 )

i  = 1 , 2  N . j  = 1 , 2 , . . .  ,M , k = 1 , 2 , . . .  , K .  g d z ie  E ^  D E ^ . Uk s ą  z b io 

ra m i ro zm y ty m i o k r e ś lo n y m i w p r z e s t r z e n i a c h  E ,  DE i  U o d p o w ie d n io .

R ysu ne k 2 .1  p r z e d s ta w ia  s t r u k t u r ę  

p r o c e s - r e g u l a t o r  ro z m y ty . R e g u ły  s t e r o 

w an ia  ( 2 . 1 )  lu b  ( 2 . 2 )  z a w ie r a ją c e  z b io 

r y  r o z m y t e ,k t ó r e  r e p r e z e n t u ją  s ta n  p ro 

c e s u  i  o d p o w ie d n ie  s t a r o w a n ie ,3 ą  p r z e d 

s ta w io n e  ra fo rm ie  r e l a c j i  ro zm y ty ch .  

G lo b a ln a  ro zm yta  r e l a c j a  r e g u la t o r a  R 

o k r e ś lo n a  w i l o c z y n i e  k a r t e z ja ń s k im  od

p o w ie d n ic h  p r z e s t r z e n i  tw o rzo n a  J e s t  

Ja k o  suma te o rio m n o g o śc io w a  r e l a c j i  

s k ła d o w y c h .

U
Proces

X
---------

Requlator - E H

SH-----
Xo

R y s .  2 . 1 .  S t r u k t u r a  p r o c e s - r e 
g u la t o r  ro zm y ty

S tą d  o trzy m u je m y !  

-  d la  r e g u ł  ( 2 . 1 )
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R(x,u) » max [R1(x,ujj , (2.4)
1<1<N

X € X ,  U (  U ,

-  d la  r e g u ł  ( 2 . 2 )

R - U Rij (2*5)
i = l «2,«« « ,N

R ( e , d e , u )  = max Jr ^  ( e , d e , u ) ]  ( 2 . 6 )

1« J< N
l< j< M

e c E ,  de e  D E , u e  I I ,

R e l a c j e  s k ła d o w e  ( R ^ j R^ j ) o b l i c z a n e  s ą  z g o d n ie  z e  w zo ra m i:

R i  "  X l -  \  ( 2 . 7 )

R i j  -  ( E l X D V  * Uk i J - * ( 2 . 8 )

" x -  o z n a c z a  I l o c z y n  k a r t e z j a ń s k i  z b io r ó w ,  z a ś  ■ — ■ r e p r e z e n t u je  o p e r a t o r

I m p l i k a c j i .  Z a z w y c z a j  w l i t e r a t u r z e  [31]  . [49]  . [ 5 6 ] , [ s 7 ]  I l o c z y n  k a r t e z ja ń -
e k i  d e f i n i u j e  s i ę  n a s t ę p u ją c o :

(Ei K-DEj ) ( ® > de )  -  m in [E 1 ( e ) .  D E j ( d e ) ] .  ee  E ,  dee D E . ( 2 . 9 )

R e l a c j e  ( 2 . 7 )  i  ( 2 . 8 )  o b l i c z a n y  z  z a l e ż n o ś c i :

R1 ( x . u )  = f j x i ( x ) ,  ( 2 . 1 0 )

Ri j ( 0 . <* e .u )  -  f [ m l n ( E i ( e ) ,  D E ^ d e ) ) .  uk i j ( u )]»  ( 2 . 1 1 )

s e  S ,  e e  E ,  d e e  D E , ue U , g d z ie  f  o z n a c z a  o p e r a t o r  i m p l i k a c j i .  O b s ze rn y

w y k a z  d e f i n i c j i  i m p l i k a c j i  d l a  z b io ró w  ro z m y ty c h  można z n a l e ź ć  w (j5 lJ [ 4 7 ]

[5 0 ]  » [ ? l j  * [®o] * D w ie d e f i n i c j e  i m p l i k a c j i  p r z y t o c z o n o  p o n iż e j  :

* — f ( a . b )  = m i n ( a . b ) .  ( 2 . 1 2 )

f ( a . b )  » m a x ( l -  a . b ) ,  ( 2 . 1 3 )

« |o,£].
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N a j c z ę ś c i e j  w z a s t o s o w a n ia c h  w y k o r z y s t u je  s i ę  o p e r a t o r  i m p l i k a c j i  z d e 

f in io w a n y  w ( 2 . 1 2 ) .

Z a s to s o w a n ie  z ło ż e n io w e j  r e g u ły  w n io sk o w a n ia  [ 6 l ]  , [ 1 1 3 ] , [ l l 4 ]  p o zw a la  

na o b l i c z e n i e  d la  k a żd e g o  E ' 6 F ( E ) ,  DE'e F ( D E )  z b i o r u  ro zm y te g o  s t e r o w a n ia  

U 't F ( U ) s

U ' -  E '°  DE o R , ( 2 . 1 4 )

c z y l i :

u'(u) = s u p J m in f E ^ e ) ,  D E '(d e ) , R ( e , d e , u ^ ,  ( 2 . 1 5 )

dee DE

u e  U .

Z ło ż e n io w a  r e g u ła  w n io sk o w a n ia  z a p is a n a  p o w yże j j e s t  n ic z y m  innym  J a k  

schem atem  r e g u ły  w n io sk o w a n ia  modus po n en s d la  l o g i k i  ro z m y te j [ l i i ]  , k t ó 

rą  m ożna ró w n ie ż  z a p i s a ć  w fo rm ie  s c h e m a tu :

( 2 . 1 6 )

R e g u ły  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  w p o s t a c i  i m p l i k a c j i  ( 2 . 1 )  lu b  ( 2 . 2 )  mogę 

b y ć  z  ła t w o ś c i?  r o z s z e r z o n e  d l a  w ię k s z e j  l i c z b y  p r z e s t r z e n i  [ l 5 ]  .  P r z y k ł a 

dowo, d la  K p r z e s t r z e n i  X1 ,X 2 , . . . , X K r e g u ły  p r z y jm u ję  fo rm ę :

( x j x  K ? ,  >># x X K )  - » -  u , ( 2 . 1 7 )

1 1 1

x j e  F ( X 1 ) . i = 1 . 2  n1 . x 2 e F ( X 2 ) , j = l , 2 ...........r>2  . . .  x £ t F ( X K ) ,

1 = 1 , 2 , . . . .m ^ .  t  = 1 , 2 , . . . , 111.

W ie lk o ś c ią  w y jś c io w ą  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  J e s t  z b i ó r  ro zm y ty  U 6 F ( l l ) ,  

k t ó r y  p r z y p o rz ą d k o w u je  każdem u e le m e n to w i u e U w a r t o ś ć  z  p r z e d z i a ł u  [ p , l]«  

W c e lu  w y z n a c z e n ia  d o k ła d n ie  je d n e j  w a r t o ś c i  uQ6 U , k t ó r a  tra k to w a n a  b ę 

d z ie  Ja k o  w a rto ś ć  s t e r o w a n ia  d la  p r o c e s u ,  wymagane j e s t  z a s t ą p i e n i e  z b i o 

ru  ro zm y te g o  je d n ą  w a r t o ś c i?  l ic z b o w ą .  W l i t e r a t u r z e  z  te g o  z a k r e s u  z a 

proponow ano s z e r e g  sposobów  d o t y c z ą c y c h  r o z w ią z a n ia  te g o  z a g a d n i e n i a . K i l 

ka z  n ic h  p r z y to c z y m y  p o n iż e j  [ l i ]  -  [ 13]  , [24 ]  , [48] , [ 4 9 ] .

X . Metoda maksimum f u n k c l i  p r z y n a l e ż n o ś c i .  W a rto ść  uQe U o b lic z y m y  

z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ą :

u tu - .)  = s u p  u { u )  ( 2 . 1 8 )
0 u« U
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Metoda ta  może b yć s to so w a n a  d la  u n im o d a ln y c h  f u n k c j i  p r z y n a le ż n o ś c i .W a r 
to  z w r ó c ić  uwagę, ż e  te n  p r o e t y  s p o s ó b  z n a jd o w a n ia  uQ n ie  u w z g lę d n ia  

k s z t a ł t u  f u n k c j i  p r z y n a l e ż n o ś c i .  T e j  n ie d o g o d n o ś c i  j e s t  p o zb aw io n a

I I  metoda ś ro d k a  c i ę ż k o ś c i . W a rto ść  uQ 6 U w y l ic z a n a  j e s t  Ja k o  ś ro d e k  
c i ę ż k o ś c i  f u n k c j i  p r z y n a le ż n o ś c i  U :

u0 " 1  u ( u ) u du/ f  u '(u )d u . ( 2 . 1 9 )

(za k ła d a m y , ż e  o b ie  c a ł k i  w pow yższym  w zo rz e  i s t n i e j ę ) .

I I I  Metoda w spom niana w - f c p a l .  1 d y sku to w a n a  n a s t ę p n ie  w C7Ql wprowa
d za  do ( 2 . 1 9 )  w a rto ś ć  progow ą oę fc [ o , l ] :

Uq (oę) = J  u '(u )u  d u /^  U (u )d u , ( 2 . 2 0 )

g d z i e :

Ucę “  o z n a c z a c ę - p r z e k r ó j  z b i o r u  ro zm y te g o  u',

= | u €  u | u ( u ) >  • (2 .21)

S z c z e g ó ło w a  s t r u k t u r a  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  o dwóch w i e l k o ś c i a c h  w e j
ś c io w y c h  i  je d n e j  w y jś c io w e j p r z e d s t a w io n a  J e s t  na r y s .  2 . 2 .

R y s .  2 . 2 .  S t r u k t u r a  r e g u l a t o r a  ro zm y te g o

P r z e k s z t a ł c e n i e  n le r o z m y t y c h  d a n y ch  do p o s t a c i  o d p o w ie d n ie j d la  z a s t o 

so w an ia  z ło ż e n io w e j r e g u ły  w n io s k o w a n ia  p rze p ro w a d zo n e  J e s t  w b lo k u :  

" t r a n s f o r m a c ja  d a nych  w e jś c io w y c h " .  T r a n s f o r m a c ja  t a  może b y ć  ła tw o  p r z e 

prow adzona p r z y  z a s to s o w a n iu  d y s k r e t y z a c j i  r o z m y t e j d y sk u to w a n e j w . r o z 
d z i a l e  7 .

T r a n s fo r m a c ja  d a n ych  w y jś c io w y c h  odbywa s i ę  n p . w o p a r c iu  o je d e n  z e  

wzorów p r z y t o c z o n y c h  p o w yże j ( 2 . 1 9 - 2 . 2 0 ) .  D obór w ła ś c iw y c h  w a r t o ś c i  w s p ó ł

czy n n ik ó w  s k a l i  k # , k . ,  k w i e l k o ś c i  w e jś c io w y c h  i  w y jś c io w y c h  r e g u la t o 

ra  po zw ala  u z y s k a ć  p o żąd an e  w ła ś c iw o ś c i  d y n a m ic zn e  u k ła d u  p r o c e s - r e g u l a -  
t o r .

W z w ią z k u  z e  s t r u k t u r ą  r e g u la t o r a  ( r y e .  2 . 2 )  o r a z  r o d z in ą  r e g u ł  s t e r o 
w an ia  ( 2 . 2 )  p o w s ta ją  z a s a d n ic z e  p y t a n ia  d o t y c z ą c e  z b i o r u  l in g w is t y c z n y c h  
r e g u ł  s t e r o w a n ia :
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-  c z y  l i c z b a  r e g u ł  j e s t  w y s t a r c z a j ą c a ,

-  c z y  r e g u ły  s ą  n i e s p r z e c z n e ,

-  c z y  i s t n i e j e  i n t e r a k c j a  m ię d zy  p o s z c z e g ó ln y m i r e g u ła m i.

P o w y ższe  p ro b le m y  b y ły  p rze d m io te m  w ie lu  p r a c  na tem at po d staw  r e g u l a 

t o r a  ro zm y te g o  [23], [26], [38], [lOO] , [lOl]. W [26] w prow adzono p o ję c ie  

z u p e ł n o ś c i  r e g u ł  s t e r o w a n ia ,  p o s ta w io n o  p ro b le m  i n t e r a k c j i  r e g u ł  i  z a p r o 

ponowano w y k ry w a n ie  e f e k t u  w y stę p o w a n ia  r e g u ł  s p r z e c z n y c h  p o p r z e z  b a d a n ie  

w y p u k ło ś c i  r e l a c j i  r e g u l a t o r a .  Można z n a l e ź ć  ró w n ie ż  m etody c h a r a k t e r y z a 

c j i  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  o p i e r a ją c e  s i ę  n3 p o ję c iu  m ia r  e n e r g i i  z b io ró w  

ro z m y ty ch  [ l 7 ] -  [19J  • P r z y k ła d o w o , d y s k u t u ją c  r e g u l a t o r  (2.2) m ów im y,żę u -  

k ła d  r e g u ł  s t e r o w a n ia  j e s t  z u p e łn y ,  j e ż e l i  z b io r y  ro zm y te  E.^6 F ( E )  i  

□ E j 6 F ( O E ) " p o k ry w a ją "  c a łk o w ic ie  p r z e s t r z e n i e  E  i  D E , t z n .  :

V '  3 E i  ( e ) > 0 .  ( 2 . 2 2 )

e £  E  i < i 0 < N

\/ 3  DE1 ( d e ) > 0 .  ( 2 . 2 3 )

d e 6 C E  K j Q < M  0

P o j ę c i e  i n t e r a k c j i  r e g u ł  s t e r o w a n ia  z i l u s t r u j e m y  na p r z y k ł a d z i e  r e g u la 

t o r a  ( 2 . 1 ) .  Mówimy, ż e  w r e g u la t o r z e  ( 2 . 1 )  i s t n i e j e  i n t e r a k c j a  r e g u ł .  J e 
ż e l i  z a c h o d z i  z a l e ż n o ś ć :

' 3  X  o r  ^ u .  ( 2 . 2 4 )
l< i< N  1 h

( X ± °  R ) (u  ) t U ( u ) .  ( 2 . 2 5 )•>1
u £ U . Możemy u d o w o d n ić  n a s t ę p u ją c e

TW IER D Z EN IE  2 .1  

O e ż e l i

-  z b i o r y  ro zm y te  X , j  = 1 , 2 , . . . , N  s ą  n o rm a ln e :J

V 3 Xj(x0j ) - 1* (2-26)
1  <  j  <  N x Q j  e *

to

R ( x , u )  = m a x L i n ( X < ( x ) ,  U ( u ) ) T ,  ( 2 . 2 7 )K K n  1 Ji J

V/ X o R O U (2.28)
J  J i

l< j< N

(X  o R ) ( z ) > U .  ( u )  ( 2 .? ’9 )J Ji
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D o w ó d

( X j °  R ) ( u )  = su p | m in | x .j ( x ) ,  m a x J^ iin (X i ( x ) ,  Uj

> s u p  [m in (X  ( x ) ,  X ( x ) ,  U (u)jl = s u p [ m in (X  ( x ) , U  (u))~| ( 2 . 3 0 )
x e X  J  3 J i  J  x t *  J  J i  J

co  na mocy n o r m a ln o ś c i  X j  d a je

( X ,  o R ) ( u )  > U  ( u ) .  ( 2 . 3 1 )
J J t

u 6 U . I

W arto z w r ó c ić  uwagę na w a ru n e k , p r z y  s p e ł n i e n i u  k t ó r e g o  m ię d zy  r e g u ł a 

mi n ie  i s t n i e j e  i n t e r a k c j a .

T W IER D Z EN IE  2 .2  

J e ż e l i

V 3 W  = 1 * ( 2 . 3 2 )
1< j< N x0jt X

I I  z b i o r y  X j , j  = 1 , 2 , . . . ,N s ę  p a ra m i r o z ł ą c z n e .

X±n X j  = 0 , i  i j .  ( 2 . 3 3 )

m in (X i ( x ) ,  X . . ( x )  = 0 ,  ( 2 . 3 4 )

to

cV X o R = u .  ( 2 . 3 5 )

K j < N  3

D o w ó d
O znaczm y p r z e z  s u p p ( X . )  n o ś n ik  z b io r u  X , s u p p (X  ) = 4  x t  X  I X . ( x ) > o L  

i  o b l ic z m y  X j o  r ,  l J

( X ^ o r ( u ) o s u p  [ m i n ( X j ( x ) ,  R ( x , u ) ) j  = m a x isu p  [m in (X ^  ( x ) , R ( x  , u ) )J ,

x e X  l  x € s u p p ( X j  )
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s u p [ m in ( X  ( x ) , R ( x , u ) ) | L =  e u p [m in (X  ( x ) ,m a x [ m in ( X i ( x ) , U  ( u j ] j  

x ^ 8 u p p ( X j )  J  x e s u p p ( X j )  K J 4 N  1

-  su p  [m in (X  ( x ) ,U ( u ) ) ] =  U , (
X 6 8 u p p (X J )  J 1

u 6 U , c z y l i

X . o R = U . ■  ( 2 . 3 7 )J Ji

W c e lu  o ce n y  s t o p n ia  i n t e r a k c j i  r e g u ł  s t e r o w a n ia  ro z p a trz m y  n a s t ę p u ją -

cę k o n s t r u k c j ę .  W y k o r z y s t u ją c  r e l a c j ę  R ( r e l a c j ę  podstaw ow ą) d la  k a ż d e 

go z b i o r u  ro zm y te g o  X^, i  = 1 , 2 , . . . ,N o b lic z a m y  z b i ó r  ro zm y ty  U' z g o d n ie  

z  z a l e ż n o ś c i ą : 1

U* = X o R°, (2 .38)
J i

( R °  = R ) ,  i  » 1 , 2 , . . . ,N . Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  k a ż d y  X . J e s t  z b io re m  norm alnym1
( z a ł o ż e n i e  Tw , 2 . 1 ) ,  z a c h o d z i  i n k l u z j a  U , -*• U .  Tw orzym y r e l a c j ę

J i  J1

N

R1 = R °  u 1 J  [ x t x  (U^ u U* ) ] ,  ( 2 . 3 9 )

1-1 1 1
2 3

a n a s t ę p n ie  k o n s tru u je m y  k o le jn o  R ,R  , . . .

N

R2 -  R1 U U  [ * i «  ^ j  U “ j  >]* ( 2 . 4 0 )
: 1-1 1 1

g d z ie

U2 -  X o R1 . ( 2 . 4 1 )
J ±

0 l 2
W r e z u l t a c i e ,  b i o r ą c  sumę p o w y ższy c h  r e l a c j i  R ,R  ,R  , . . .  o trzym u je m y:

ocf N oo N

R -  RU I J  U U* )] -  1J  U [ Xi X (Uj u Uj )]• (2*42)
k - 1  i = l  1 1 k - 0  1=1 l i

U ° -  U„ .  ( ’ . 4 3 )
J i  J i
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i

F u n k c ję  p r z y n a l e ż n o ś c i  r e l a c j i  R m ożna o sz a c o w a ć  w sp o s ó b  n a s t ę p u ją 

cy  :

R ( x , u )  = eup [m in (X . ( x ) ,  ( u ) )  <  max X ( x )  = c ( x ) .  ( 2 . 4 4 )
Osfk«® •*! 14K Nl<i^N

A zatem  o s z a c o w a n ie  g ó rn a  r e l a c j i  R o p ie r a  s i ę  na z n a jo m o ś c i  f u n k c j i  

p r z y n a l a ż n o ś c i  sumy z b io ró w  ro z m y ty c h  X i#  L i c z b a

£ ( x , u )  = c { x )  -  R ( x , u ) ,  ( 2 . 4 5 )

£ ( x , u ) e  [ o , l J  j e s t  m ia rę  i n t e r a k c j i  z b i o r u  r e g u ł  s t a r o w a n ia  r e g u la t o r a  r o z 

m y te g o .

P r z e d s t a w io n a  p o w y ża j p ro b le m a ty k a  d o t y c z y  w g łó w n e j m ie r z e  s t a t y c z n e j  

o ce n y  p o p ra w n o ś c i i  l o g i c z n e j  s p ó j n o ś c i  r e g u la t o r a  - b a r d z i e j  z ło ż o n e  z a 

d a n ie  o t r z y m a n ia  z a d a n y c h  p a ram etró w  d y n a m ic zn y c h  p r o c e s u  n ie  ma j a k  d o -  

tę d  o g ó ln e g o  r o z w ią z a n ia .  R e g u la t o r  ro zm y ty  p o s ia d a  w ie le  p a ra m e tr ó w ,k tó 

re  mogą b y ć  n a s t r a ja n e  w c o lu  u z y s k a n ia  żą d a n e g o  d z i a ł a n i a  s y s te m u . Są to  

m .in .  r e g u ł y  s t e r o w a n ia ,  f u n k c j e  p r z y n a l e ż n o ś c i  z b io ró w  ro z m y ty c h  tw o r z ą 

c y c h  r e g u ł y  o r a z  w s p ó łc z y n n ik i  s k a l i  w i e l k o ś c i  w e jś c io w y c h  i  w y jś c io w y c h .

W s z e r e g u  p r a c ,  w k t ó r y c h  podejm ow ano tem at popraw y d z i a ł a n i a  r e g u l a t o r a ,  

d o b ó r p a ram etró w  o d b yw a ł a i ę  m etodą p ró b  i  b łędó w  [ l i ]  -  [ i.3 ] , [5 6 ]  , [ ? 4 ] .

",V p r a c a c h  [ l i ]  , [4 9 ] p o ja w iła  s i ę  s u g e s t i a  t r a k t o w a n ia  r e g u l a t o r a  ro z m y te 

go ja k o  p r z e k a ź n ik a  w ie lo p o z io m e g o  i  z a s t o s o w a n ia  m etod f u n k c j i  o p i s u j ą 

c e j  do a n a l i z y  Je g o  d z i a ł a n i e .  N s le ż y  je d n a k  p o d k r e ś l i ć , ż a  r e g u l a t o r  r o z 

m yty j e s t  układ em  n ie l in io w y m , s t ą d  n ie  można p o d ać w m ia rę  o g ó ln e g o  s c h e 

matu d o b o ru  je g o  p a ra m e tró w . '.V w ie lu  p r a c a c h  [13] ,  [ lo o ]  p o d k r e ś la n o  f a k t  

ró ż n e g o  d z i a ł a n i a  r e g u la t o r a  w z a l e ż n o ś c i  od w a r t o ś c i  b łę d u .  D la  d u ż y ch  

w a r t o ś c i  b łę d u  r e g u l a t o r  d z i a ł a  s z y b k o  i  b e z  w ię k s z y c h  p r z e r e g u lo w a ń .P r z y  

d o c h o d z e n iu  do w a r t o ś c i  z a d a n e j mogą w y s t ą p ić  o s c y l a c j e  i  b łą d  w s t a n i e  

u s t a lo n y m . Aby w y e lim in o w a ć  to  z ja w i s k o ,  w [ 13]  zap ro p o n o w an o  w prow adze

n ie  d o d a tk o w e j w i e l k o ś c i  w e jś c io w e j r e g u la t o r a  z a l e ż n e j  od c a ł k i  (su m y )  

b łę d u :  >

" “ i
e ( t  ) d t , ( 2 . 4 6 )

k t ó r a  ma w pływ  na d z i a ł a n i e  r e g u l a t o r a  t y l k o  w o t o c z e n iu  w a r t o ś c i  z a d a n e j.

D ob ór w s p ó łc z y n n ik ó w  s k a l i  m etodą p ró b  i  b łę dó w  może o k a z a ć  s i ę  t ru d n y  

i  u c i ą ż l i w y .  ;V [ 8 7 ]  zapro p on ow an o  budowę r e g u la t o r a  o w ie lu  w e jś c ia c h  i  

w ie lu  w y jś c ia c h  p r z y jm u ją c  l i n i o w y  m odel p r o c e s u .
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P r z y k ła d  2 .1

N i n i e j s z y  p r z y k ł a d  n u m e ryczn y  w y k o r z y s t u je  e k sp e ry m e n ty  w ykonane p r z e z  

a u t o r a  p o d c z a s  p o b y tu  na U n lw e r s y t s o ls  T e c h n ic z n y m  w D s l f t .

S ta ro w a n y  p ro c a a  o p is a n y  J e s t  f u n k c ją  p r z e j ś c i a :

K(8> “ 7ŚYYViJfsT2 + 1 ) " 7ss ♦ iH4s ♦ 1 ) (2*47)

R e g u la t o r  ro z m y ty  s k ła d a  s i ę  z  n a s t ę p u ją c e g o  z b io r u  r e g u ł  s t e r o w a n ia :

■ \
DE

NB NS Z P S PB

PB NB NB NB NS PB

PS NB NB NS PS PB

z NB NS, Z PS PB

NS NB NS PS PB PB

NB NB PS PB PB PB

s\ b łą d  ■ CS i  zm ia n a  b łę d u  -  CS

NEG CBN

POS C8P

R y su n e k  2 . 3  p r z e d s t a w ia  f u n k c je  p r z y n a l e ż n o ś c i  d la  b łę d ft ,  zm ia n  b łę d u ,  

e uny b łę d u  i  s t e r o w a n ia .  Z  z a m ie s z c z o n e j  p o w yże j m a c ie r z y  i  r y s .  2 . 3  moż

na w yw nioskow ać o z u p e ł n o ś c i  r e g u ł  s t e r o w a n ia .  P rz y ję te |  s k r ó t y  d la  z b i o 

rów ro z m y ty c h  o z n a c z a j ą :

-  d la b łę d u  i  zm ia n  b łę d u :

NB -  d u ż y  u je m n y .

NS -  m ały  u jem n y.

Z

0
 

L. •N1

P8 -  m ały  d o d a t n i ,

PB -  d u ży  d o d a t n i.

C8 -  b l i s k i  z e r u .

-  d la w i e l k o ś c i  w e jś c io w e j S i

NEG -  u je m n y.

POS -  d o d a t n i.

-  d la e t s r o w a n ia :

NB -  d u ż y  u jem n y,
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NS -  m ały  u je m n y ,

Z  -  z e r o ,

PS -  m a ły  d o d a t n i ,

PB -  d u ży  d o d a t n i ,

C8N -  ujem ne e te r o w a n le  p r z y  zerow ym  b ł ę d z i e ,

C8P -  d o d a tn ie  e te ro w e n le  p r z y  zerowym  b ł ę d z i e .

D o b le r a ję c  w s p ó łc z y n n ik i  k , k » ,  kc , k rów ns k ■ 0 . 3 ,  k? ■ 0 . 4 5 ,  k c  ■0 o o II O O O
■ 0 . 1 5 ,  k u = 0 . 5  o trzy m a n o  o d p o w ie d ź p r o c e s u  b e z  z n a c z n y c h  p rze re g u lo w e ri 

( r y e .  2 . 4 ) .  O d po w ied ź p ro c e e u  x ( t )  e c h a r a k t e r y z u je m y  z a  pomocę w sk a ź

n ik ó w  s

ae

» J  e2 ( t ) d t ,  ( 2 . 4 8 )

0

O , -  (e u p  x ( t ) -  x  )/ x  , ( 2 . 4 9 )
*  t > 0  u u

Q3 -  m ln-ft >  0  | x (t  ) -  x 0 J-, ( 2 . 5 0 )

'
R y e . 2 . 4 .  P r z e b ie g  x ( t )  1 u ( t )  d l a  r e g u le t o r a  ro zm y te g o  o w s p ó łc z y n n ik a c h  

s k a l i  k a -  0 . 3 ,  k^  -  0 . 4 5 ,  k 8 -  0 . 1 5 ,  k u ♦ 0 . 5

(X q -  w a r t o ś ć  z a d a n a ) .  P o z w o li  to  na o ce n ę  w pływ u w e p ó łc zy n n ik ó w  s k a l i  na  

J a k o ś ć  p r z e b ie g u .  Z m le n la ję c  k a ż d y  z e  w e p ó łc zy n n ik ó w  « k a l l ,  p r z y  u s t a l o 

n y ch  p o z o s t a ł y c h ,  o trzy m a n o  w y n ik i  p r z s d s t a w io n e  na r y s .  2 . 5 - 2 . 6 .  W ld sć
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s t ę d  w y r a ź n ie ,  ż e  QŁ « O g, Q j p o s ia d a ję  w ie le  m inim ów . Może t o  powodować 

s z e r e g  t r u d n o ś c i  p r z y  s t o s o w a n iu  m etod o p t y m a l i z a c j i  w sk a źn ik ó w  j a k o ś c i  

w zględem  w s p ó łc z y n n ik ó w  s k a l i .  O p ró c z  t e g o  z e  w z g lę d u  na n i e l i n i o w y  c h a 

r a k t e r  r e g u l a t o r a  o p ty m a ln e  ( m in im a l i z u ję c e  Q1# Q3 ) w a r t o ś c i  k a , k # ,

k g ,  k u z a c h o w u ję  s w o ję  w a żn o ść  t y l k o  w o g ra n ic z o n y m  z a k r e s i e  zm ie ń  w i e l 

k o ś c i  w e jś c io w y c h .

B a d a ję c  w r a ż l iw o ś ć  r e g u l a t o r a  ro z m y te g o  i  r e g u l a t o r a  P ID X  ̂ o trzym a n o  z a 

l e ż n o ś c i  z i lu s t r o w a n e  na r y s .  2 . 7  i  2 . 8 .  W r a ż liw o ś ć  r e g u l a t o r a  P ID  i  r o z 

m ytego z e  w z g lę d u  na z m ia n y  w s p ó łc z y n n ik a  w zm o c n ie n ia  p ro c e e u  J e e t  ta k a  

sam a. O la  d u ż y c h  zm ia n  w ię k s z e j  s t a ł e j  c z a s o w e j p r o c e s u , r e g u l a t o r  ro z m y ty  

c h a r a k t e r y z u je  s i ę  m n ie js z ę  w r a ż l iw o ś c i * .  (
w c e l u  p o ró w n a n ia  d z i a ł a n i a  r e g u l a t o r a  ro z m y te g o  i  r e g u l a t o r a  P ID  p r z y 

j ę t o  p r o c e e  z  o p ó ź n ie n ie m  o f u n k c j i  p r z e j ś c i a :

<2-51)

O trzy m a n e  p r z e b i e g i  z i lu s t r o w a n o  na r y s .  2 . 9 .  R e g u la t o r  ro z m y ty  d a je  

s z y b s z e  p r z e b i e g i  p r z y  m a ły ch  p r z e r e g u lo w e n ia c h .  Można p o p ra w ić  e z y b k o ś ć

- 24 -

R y s .  2 . 9 .  P r z e b i e g i  x ( t )  d la  p r o c e s u  d r u g ie g o  r z ę d u  z  o p ó źn ie n ie m

( a )  -  s te ro w a n e g o  z a  pom ocę r e g u la t o r a  P ID ,  P ■ 0 . 0 8 ,  I  ■ 0 .0 0 6 ,  D » 0 . 0 ,
( b )  -  s te ro w a n e g o  z a  pomocę r e g u l a t o r a  ro z m y te g o , k ■ 0 . 0 3 ,  k - « 0 . 1 , k  «

» 0 .0 1 5 ,  k u = 0 . 5

p r z e b ie g ó w  p r z e z  z w ię k s z e n ie  w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n n ik a  s k a l i  k g ,  co  je d n a k  

do p ro w ad za  do w ię k s z y c h  p r z e re g u lo w a ń  ( p o r .  r y s .  2 . 1 0 ) .

x 'R e g u la t o r !  P ID  o p is a n y  J e s t  rów naniem  u ( n T )  » ( P + I + D )  e ( n T )  -  ( P + 2 D )  
e ( nT -  T ) + D e ( n T - 2 T ) ,  g d z i e  P f I ,  D s ę  w s p ó łc z y n n ik a m i r e g u la t o r a ,  
z a ś  T  o z n a c z a  o k r e s  s t e r o w a n ia .

/
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R y s . 2 . 1 0 .  P r z s b i e g i  x ( t )  d la  p r o c e s u  d r u g ie g o  rz ę d u  z  o p ó źn ie n ie m  s t e r o 
w anego z a  pomocę r e g u la t o r a  ro zm y te g o

( a )  -  k # ■ 0 . 0 5 ,  k^ = 0 . 3 ,  k g » 0 . 0 2 ,  k u -  0 . 5 ,  ( b )  -  k fl ■ 0 . 0 5 ,  k g - 0 . 4 ,

k 8 -  0 . 0 2 ,  k u -  0 . 5

P odeum ow ujęct

-  w ś w ie t l e  a k t u a ln y c h  badań nad re g u la to r e m  rozm ytym  w id a ć ,  ż e  s te n o w i  

on a lt e r n a t y w ę  d l a  t r a d y c y jn y c h  t e c h n ik  s t e r o w a n ia  1 może b y ć  s z c z e g ó l 

n ie  p r z y d a t n y  w t y c h  p r z y p a d k a c h ,  gd y  o p le  p r o c e s u  ma c h a r a k t e r  n ie p r e 

c y z y j n y  ( n p .  w a r t o ś c i  pa ram etró w  p r o c e e u  z n e n e  s ę  w p r z y b l i ż e n i u ) ,

-  d e le z e  b a d a n ia  p o w in n y d o s t a r c z y ć  m etod popraw y w ła ś c iw o ś c i  d y n a m ic z 

n y ch  r e g u l a t o r a  i  s fo r m a liz o w a n y c h ,  w m ia rę  o g ó ln y c h ,  p r o c e d u r  optym a

l i z a c j i  r e g u l a t o r a .

2 . 2 .  Z ę e to e o w a n le  z b io ró w  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  w k o n s t r u k c j i  r e g u la t o r a

D o t y c h c z a s  o m a w ia liśm y  k o n s t r u k c ję  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  b a z u ją c e g o  na 

z b i o r z e  r e g u ł  z a w le r a ję c y c h  n ie p r e c y z y jn e  p o ję c i e  o p ie e n e  p r z y  u ż y c iu  z b io 

rów r o z m y ty c h . W p r a k t y c e  może s i ę  o k a z a ć ,  s z c z e g ó l n i e  w p rzy p a d k u  k i l k u  

r ó ż n y c h  e t r e t e g i l  s t e r o w e n ia ,  ż e  l e t n i e j «  t r u d n o ś c i  w w y z n a c z e n iu  f u n k c j i  

p r z y n a l e ż n o ś c i .  P rz y p o rz ą d k o w a n ie  każdem u p u n k to w i p r z e e t r z e n i  X (U )  dok

ł a d n ie  je d n e j  w e r t o ś c l  z  p r z e d z i a ł u  [o,l] może o k a z e ć  e l ę  k o n s t r u k c ję  n ie  

o d z w le r e le d le ję c ę  z ł o ż o n o ś c i  p o j ę c i a  l ln g w le t y c z n e g o .  S t ę d  z r o d z i ł a  a i ę  

p o t r z e b a  r o z s z e r z e n i a  p o j ę c i a  z b i o r u  r o z a y t e g o i  zapro p on ow an o  m . ln .  $ -  

z b i o r y  ro zm y te  ( 3 l J , z b i o r y  ro zm y te  w y ż s z y c h  rzę d ó w .G łó w n a  id e a  t y c h  ko n

s t r u k c j i  e p ro w e d za  e lę  do p rz y p o rz ą d k o w a n ia  każdem u x e X  p o d p r z e d z ia łu  

£o.l] lu b  z b i o r u  ro zm y te g o

K o n c e p c ja  z b i o r u  p r o b a b l l ia t y c z n e g o  w prow adzona w [4l] p o le g a  na p r z y 

p o rz ą d k o w a n iu  każdem u x t X  z m ie n n e j lo e o w e j o w a r t o ś c ia c h  z  p r z e d z i a ł u  

( O . l j .  S t ę d  t e ż  p r z e z  z b i ó r  p r o b a b l l l e t y c z n y  A(x,u) można ro z u m ie ć  r o d z l -

)



nę zm ie n n y c h  lo s o w y c h  in d e k s o w a n y c h  e le m e n ta m i x c  X ,  W [27] zap ro p o n o w a

no o p le  z b i o r u  p r o b a b i l i s t y c z n e g o  z a  pomocą d y s t r y b u a n ta i

R o z p a trz m y  z b i ó r  zm ie n n y c h  lo s o w y c h  Xj,X2,..,,X n o k r e ś lo n y c h  ne [o,£] 
1 s c h a r a k t e r y z o w a n y c h  d y s t r y b u a n t a m i F •fy_,,**,Fx * Zachodzi wó"oza> 
( p o r .  [27] . [66] ) .  1 * 2  n

TW IE R D Z E N IE  2 .3

J e ż e l i  X l t X 2 , . . . , X n s ę  zm ie n n y m i lo so w y m i o k r e ś lo n y m i na t e j  sam ej

p r z e s t r z e n i  i  s c h a r a k t e r y z o w a n y m i d y s t r y b u a n t a m i F  , F  , . . . , F  , t o :
*1 2  n

I  d y e t r y b u a n t a  f u n k c j a  $  « m ax(X l f X 2 , , . . , X n ) rów na s i ę :

- Fx1x2...xn(" '" .......w)* (2,52)

w t  I b , i ]  .

I I  d y e t r y b u a n t a  f u n k c j i V  -  m in (X 1 ,X 2 , . , . , X n ) . o p i s a n a  J e e t

n

%(■> - 2 F x  - 2 F x  x t ( " * w )  +  2 F (W.W.W) -
j - i  J  l< J < k < n  J  K l < j < k < K n  3

- . . .  + (-l)n+1 F x „ x (w.w w). ( 2 . 5 3 )
1 2 * *  n

wt [o,i] .
P r z y jm u ją c  n i e z a le ż n o ś ć  p o s z c z e g ó ln y c h  z m ie n n y c h  lo s o w y c h  X i t  i  * 1 , 2 ,  

. . . « n , o trz y m u je m y :

F$("> - TT FX (w) ( 3 . 5 4 )

j-1
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T w ie r d z e n ie  p o w y ż sz s  s ta n o w i po d staw ę  o b l i c z e ń  d y s t r y b u a n t y  r e l a c j i  pro
b a b i l i s t y c z n e j  r e g u l a t o r a .

Rozw ażm y, j a k  p o p r z e d n io ,  a lg o r y tm  s t e r o w a n ia  s k ł a d a ją c y  s i ę  z  N r e 

g u ł  [2Ś| :

j s ż s l l  X ± , t o  U j -  ( x x—  ) , ( 2 . 5 6 )

i  » 1 , 2 , . . . , N ,  j  -  1 , 2 , . . . , M ,  g d z ie  X i<  1)  ̂ s ą  z b io r a m i p r o b a b i l i s t y c z 

nym i danym i na s k o ń c z s n ie  e le m e n ta rn y c h  p r z e s t r z e n i a c h  X I  U :

X ’ | xl,x2 ............x n } '  ( 2 *5 7 )

U - { ul‘u2.....um}* <2*58>

O p is a n e  e ą  one z a  pomocą r o d z in y  d y e t r y b u a n t :

( 2 . 5 9 ){%(«.)}•

{V.’}' ( 2 . 6 0 )

^ m jN| j  • 1 f 2 | # |M| 8 * 1 | 2 f ««« ( riT t  ■ l| 2 | t t *  »nie

D la  k a ż d e j  z  i m p l i k a c j i  ( 2 . 5 6 )  p r z y  p r z y j ę c i u  d e f i n i c j i  im p l ik a c j i  zgod

n ie  z  ( 2 . 1 2 )  o trzy m u je m y  r e l a c j ę  p r o b a b i l i s t y c z n ę  R -  X — U « g d k ie  d la
i  i  J ^

u s t a lo n y c h  e lem en tó w  p r z e s t r z e n i  X  i  U ( i , J )  z a c h o d z i :

i
F ( X 1- » 4 J ;J^ ) ( * # . u t ) ( w )  “  F m l n ( X i , U j ^ ) ( x s , u t  ) ( w )*  ( 2 . 6 1 )

w € [ o .a  , 1 “  1 , 2 , . . . ,N ,  J  ■ 1 , 2 , .  . . , H ,  s  M 1 , 2 , . . .  , n ,  t  ■ 1 , 2 , . . . ,m. 

B io r ą c  pod uw sgę sumą w s z y s t k ic h  r e l a c j i  Ri (  i  » 1 , 2 , . . . , N ,  mamy:

N

R  -  ( J  « ±  ( 2 . 6 2 )

1-1

P r z y jm u ją c  n ie z a le ż n o ś ć  o d p o w ie d n ich  zm ie n n y ch  lo e o w ych  1 k o r z y s t a ją c  

z e  wzorów ( 2 . 5 4 ) - ( 2 . 5 5 ) , d y e try b u a n ta  r e l a c j i  p r o b a b i l i s t y c z n e j  w y n o s i:

FR(x#,ut)<"> " TT[FXi(xs)(w) 4 FUJi(ut)(") " •

w € [o .i] i •  ■ 1  # 2 , . . .  ,n,  t  ■ l f2 f . . . lm.



O la  k a ż d e g o  e ta n u  p r o c e e u  x ' b ę d ą ce g o  z b io re m  p r o b a b i l i s t y c z n y m ,  r o z 

mytym lu b  w a r t o ś c ią  l ic z b o w ą  z  X ,  z b i ó r  p r o b a b i l i s t y c z n y  lT  o b lic z a m y  ze  

z ło ż e n io w e j  r e g u ł y  w n io s k o w a n ia  (m odus p o n e n s ) :

u'- x'o r . (2.64)
I

D y e tr y b u a n ta  z b i o r u  p r o b a b i l i s t y c z n e g o  u' o b l i c z a n a  z g o d n ie  z  (2.54)- 
(2.55) w y n o s i:

n
F u '(u t ) (w ) ■ T T t x ( x 1)(" ) * F R ( x , . u t ) (w ) -  F X ( x . . u t ) ( ^ ] -  

1 j-i j i * j
( 2 . 6 5 )

we [o,i]  , p r z y  z a ł o ż e n i u .  Z e  zm ie n n e  lo e o w e  X'(xj) 1 R(xj>ut )- a9 n i e 
z a l e ż n e . i ,

D y e tr y b u a n ta  z b io r u  p r o b a b i l ie t y c z n e g o  U p o zw a la  na o b l i c z e n i e  je g o  

■o ee n tó w  ( p o r .  [27| , [28] ,  [4 l]  ) u ł a t w i a j ą c  w ybó r ko ń co w e j w a r t o ś c i  s t e r o 

w a n ia  uQ6 U ( p o r .  p . 2 . 1 ) .

K a ż d y  z b i ó r  ro z m y ty  m ożna t r a k to w a ć  ja k o  s z c z e g ó ln y  p r z y k ł e d  z b io ru  pro

b a b i l i s t y c z n e g o .  S t ą d  r e g u l a t o r  r o z e y t y  e ta n o w i e z c z e g ó ln y  p r z y p a d e k  o -  

p ie e n e g o  t u  r e g u l a t o r a  p r o b a b i l i s t y c z n o - r o z m y t e g o .  R z e c z y w iś c ie  r o z p a t r z 

my r e l a c j ą  i  z b i ó r  ro z m y ty  R ,  X o f u n k c ja c h  p r z y n a l e ż n o ś c i )

R< V Uk ) ‘ "Jk*
X(Xj) - Wj,

(2.66)

(2.67)

w  ̂ , Wjk e |0, l] * J  “  1 , 2 , . . .  , n ,  k * 1 , 2 , . . .  ,m .

Mogą one b y ć  re p re z e n to w a n e  p r z y  u ż y c i u  d y e t r y b u a n t :

0 ,  J e ż e l i  w < w

-R(Xj.uk )(w )

1 ,  j e ż e l i  w >  wJk

i .  J e ż e l i  « j  

Z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ą  ( 2 . 6 5 )  o trz y m u je m y :

O , J e ż e l i  w < w
i

(2.68)

( 2 . 6 9 )

Fu'(uk)(w) -
0 ,  w < n a x  [m in(w ,w fl

l < j < n  3 JK

1 ,  w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m

( 2 . 7 0 )
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u'(u. ) “  m a x [m ln (x '(x  ) ,  R (x  ,u . ) ) ]  , ( 2 . 7 1 )
K K j < n  J  •> *

k ■ 1 , 2 , . . . ,m.

R o z p a t r u ją c  k o n s t r u k c ję  r e g u la t o r a  p r o b a b i l is t y c z n o - r o z m y t e g o  w epoaób  

w y ra źn y  napotykam y na p ro b lem  w y z n a c z e n ia  p r o b a b i l i e t y c z n y c h  c h a r a k t e r y 

s t y k  z b io ró w  b io r ą c y c h  u d z i a ł  w t w o r z e n iu  r e l a c j i  r e g u la t o r a .Z a p r o p o n u je 

my t u .  Je d n ą  z  m o ż liw y c h  d ró g  w y l ic z e n i a  d y s t r y b u a n t  z b io ró w  p r o b a b i l i s t y c e  

n y c h ,  t r a k t u j ą c  t e  z b i o r y  Ja k o  za g re g o w a n e  z b io r y  ro zm y te  p o w s ta łe  pod

c z a s  d z i a ł a n i a  a lg o ry tm u  g ru p o w a n ia . N ie c h  X 1 i  u ^ ,  i  -  1 , 2 , . . . , N  o zn a 

c z a j ą  z b i o r y  ro zm y te  s t a n u  i  s t e r o w a n ia  o k r e ś lo n e  p r z e z  k i l k u  e k sp e rtó w  

p r o c e s u  p o e ia d a ją c y c h  r ó ż n e ,  l e c z  -  o g ó ln ie  r z e c z  b io r ą c  -  podobne s t r a 

t e g ie  s t e r o w a n ia .  'R o d z in ę  p o d z ie lim y  na r o z łą c z n e  k l a s y , p r z y  czym

l i c z b a  k l a s  l < c < . N  i  p o d z i a ł  s ą  d o b ra n e  t a k ,  aby m in im a liz o w a ć  w s k a ź n ik  

J a k o ś c i :

czyli u' dane Jest funkcją przynależności,

1
Q = 2  9 ( X i °  Rc ' Ui ) l  ( 2 . 7 2 )

i « l

t z n .  :

1
minQ o 2  9 ( V  %  *ui)» (2.73)

U c < n  i= 1  opt

g d z i e :  ę o z n a c z a  o d le g ło ś ć  m ię d zy  z b io r a m i ro zm y ty m i X i °  Rc  i  U ^ , z a ś

R j e s t  r e l a c j ą  ro zm ytą  o b l ic z a n ą  z  z a l e ż n o ś c i :  
c /

c

RC “  U ( 5 j  * ^ j  5• ( 2 . 7 4 )

J - l

c z y l i :

R ( x , u ) » max [m in (x  ( x ) ,  U H( u ) ) ]  , ( 2 . 7 5 )
c 1< j<c 3 3

x t  X ,  u e  I I .  i  o z n a c z a ją  f u n k c je  p r z y n a le ż n o ś c i  z b io ró w  p r o b a b i l i 

s t y c z n y c h  i  U  j  = i , 2 , . . . , c .  Z b io r y  t e  s ą  tw o rzo n e  w o p a r c iu  o ma

c i e r z  p o d z ia łu  P genero w an ą p r z e z  a lg o ry tm  g ru p o w a n ia  ( p o r .  [4] ,  [9J  ) .  

M a c ie r z  P = [p  j  , j  = l , 2 , . . . , c ,  k = 1 , 2  N , p j k 6 ^ 0 , l j -  s p e ł n i a  w arun

k i  [9] :
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k - t y  z b i ó r  ro z m y ty  n a le ż y  do d o k ła d n ie  je d n e j  g ru p y  ( k l a s y ) :

c

2  P 1k - 1 .  1 <  k <  N , ( 2 . 7 6 )Jk 3-1

k a ż d a  g ru p a  z a w ie r a  co  n a jm n ie j je d e n  z b i ó r  r o z m y ty :

N

2  P j k > 0 * * <  J <  c * ( 2 . 7 7 )
k -1

i  U  o b l i c z e n e  eę w ed łu g  w zorów :

N N

X
y  '

i - 1  i - 1

j ( x )  -  2  x 1 ( x ) p ± J / 2  P ± J»  ( 2 . 7 8 )

N N

'Ü j ( u )  -  2  P 1 3 * ( 2 . 7 9 )

i - 1  * i - 1

P r z y k ła d  2 . 2

R o d z in ę  z b io ró w  ro z m y ty c h  ( X 1 > lii ) i  -  1 , 2 , . . . , 1 0  dana J e e t  p o n i ż e j :

1 . 0 0 . 8

X

0 . 4

i

0 . 3 0 . 2 0 . 0 0 . 8

Ui

1 . 0  0 . 4 0 . 2 0 .1 0 .1

1 . 0 0 . 9 0 . 3 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 2 0 . 3 0 . 6 1 . 0

0 . 2 0 . 4 1 . 0 0 . 6 0 . 3 0 . 0 1 . 0 0 . 8 0 . 6 0 . 4 0 .2 0 .1

0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 2 0 . 5 1 . 0 0 . 6 1 .0 0 . 7 0 . 6 0 . 6 0 . 6

0 . 2 0 . 5 1 .0 0 . 6 0 . 6 0 . 3 0 . 4 0 . 9 1 .0 1 . 0 0 . 9 0 . 4

0 . 7 0 . 9 0 . 9 1 . 0 0 . 2 0 . 2 1 .0 0 . 2 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 0

0 . 2 0 . 5 1 .0 0 . 5 0 . 2 0 . 0 1 . 0 1 . 0 1 .0 0 . 9 0 . 5 0 . 5

1 .0 0 . 6 0 . 3 0 . 4 0 . 2 0 . 0 0 . 2 0 . 4 1 . 0 0 . 3 0 . 2 0 . 2

0 . 4 1 .0 0 . 2 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 6 0 . 7 1 .0 1 .0 0 . 5 0 . 3

0 . 3 0 . 4 0 . 5 a.5 1 .0 1 .0 0 . 5 0 . 6 0 . 7 , 0 . 3 0 . 4 0 .2

S t o e u ję c  i t e r e c y j n y  p r o c e s  g ru p o w a n ia  ISOO ATA [ 4 ] . [9] i  m in im a l i z u ją c

w e r t o ś ć  w e k a ż n ik a  ( 2 . 7 2 )  w zględem  l i c z b y ,  g ru p  c  z o e t a ła  w y l ic z o n a  o p ty 

m alna  l i c z b a  c  -  4 .  M a c ie r z  p o d z ia ł u  p r z y jm u je  p o e t a ć :
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c\
1
2

3

4

n l 2 3 4 5 6 7 8 9  10
1 0 0 0 0 0 0 1 1  O 
0 1 0 0 0 1 0 0 0  O 
0 0 1 0 1 0 1 0 0  O 
0 0 0 1 0 0 0 0 0  1

O b l i c z e n i a  d y e t r y b u a n t y  r e l a c j i  p r o b a b i l i s t y c z n e j ,  w y k o r z y s t u ją c  o t r z y 

mane c z t e r y  z b i o r y  p r o b a b i l i a t y c z n e  OC^, u  i  -  1 , 2 , 3 , 4 , p r z e b ie g a j?  z g o d 

n ie  z  ( 2 . 7 4 ) .  W a r t o ś c i  dwóch p ie r w s z y c h  momentów zm ie n n y c h  lo so w y c h  tw o

r z ą c y c h  r e l a c j ę  o b l i c z e n e  eę w n a s t ę p u ją c y  s p o s ó b :

( 2 . 8 0 )

» i j - K w-J,ij]2dFR(x1.uJ)(" )' ( 2 . 8 1 )

i , j  -  1 , 2 , . . . , 6 .  W e r t o ś c i  i c h  w y n o e z? :

tu

U1 U2 U3 U4 U5 U6

X 1
0 .6 7 0 .6 0 0 .6 7 0 .4 6 0 .4 6 0 .5 5

x 2 0 .7 4 0 .6 4 0 .6 9 0 .5 6 0 .5 2 0 .6 4

x 3
0  ,85 0 .9 0 0 .8 7 0 .7 8 0 .6 1 0 .5 3

X4
0 .6 5 0 .5 7 0 .5 7 0 .5 2 0 .5 0 0 .5 5

X5
0 .5 4 0 .6 7 0 .6 2 0 .4 7 0 .4 9 0 .4 1

X6
0 .5 5 0 .8 0 0 .7 0 0 .4 5 0 .5 0 0 .4 1

ty ■

U1 U2 U3 U4 U5 U6

X 1
0 .0 7 0 .0 6 0 .0 9 0 .0 9 0 .0 3 0 .1 0

x 2
0 .0 3 0 .0 3 0 .0 4 0 .0 4 0 .0 1 0 .0 7

x 3
0 .0 6 0 .0 1 0 .0 4 0 .0 6 0 .0 5 0 .0 6

x 4
0 .0 5 0 .0 0 0 .0 0 0 .0 1 0 .0 1 0 .0 8

x 5
0 .0 0 0 .0 4 0 .0 1 0 .0 2 0 .0 1 0 .0 3

x 6
0 .0 0 0 .0 4 0 .0 0 0 .0 2 0 .0 1 0 .0 4
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Z a s to s o w a n ie  z b io ró w  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  d o s t a r c z y ł o  d o d a tk o w e j i n f o r 

m a c j i  n s  tem at d o k ła d n o ś c i  w y z n a c z e n ia  r e l a c j i  r e g u l a t o r a .

Wprowadźmy w s p ó łc z y n n ik :

i j
( 2 . 8 2 )

i . j  » 1 , 2 , .6 .

[ * J  ■

U1 U2 U3 U4 U5 U6

*1 0 .3 9 0 .4 1 0 .4 4 0 .6 5 0 .3 8 0 .5 7

X2
0 .2 3 0 ,2 7 0 .2 9 0 .3 6 0 .1 9 0 .4 1

x 3
0 .2 9 0 .1 1 0 .2 3 0 .6 4 0 .3 7 0 .4 6

X4
0 .3 4 0 .0 0 0 .0 0 0 .1 9 0 .2 0 0 .5 1

X 5
0 .0 0 0 .3 0 0 .1 6 0 .3 0 0 .2 0 0 .4 2

X6 0 .0 0 0 .2 5 0 .0 0 0 .3 1 0 .2 0 0 .4 9

W idać w y r a ź n ie ,  ż e  n ie k t ó r e  z  e lem en tó w  r e l a c j i  c h a r a k t e r y z u j?  s i ę  du

żym r o z r z u t e m , d la  n ie k t ó r y c h  z a ś  p r z y jm u je  w a r t o ś c i  m ałe  lu b  z e r o 

we ( n p .  e le m e n t ( 6 ,  3 )  w w y z n a c z o n e j r e l a c j i ) .

Id e a  r e g u la t o r a  k o r z y s t a ję c e g o  z e  z b io ró w  p r o b a b i l i e t y c z n y c h  może o k a 

z a ć  s i ę  p r z y d a t n a  w p r z y p a d k u  a g r e g a c j i  k i l k u  r ó ż n y c h ,  c h o ć  w swym o g ó l 

nym c h a r a k t e r z e  p o d o b n y c h , s t r a t e g i i  s t e r o w a n ia  p r o c e s e m .P o ję c ia  n ie p r e c y 

z y jn e  ra a ję ce  s w ó j?  r e p r e z e n t a c ję  w p o a t a c i  z b io r u  ro zm y te g o  z o s t a ł y  t u t a j  

z a s t ą p io n e  z b io re m  p r o b a b i l i s t y c z n y m ,  k t ó r y  w sp o só b  p e ł n i e j s z y  u w z g lę d 

n ia  m ech anizm y lo so w e  ( s t o c h a s t y c z n e )  u ja w n ia ję c e  e ię  p o d c z a s  tw orzenia r e 

l a c j i  r e g u l a t o r a .

Z a s to s o w a n ie  z b io ró w  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  p r ż y  k o n s t r u k c j i  r e g u la t o r a  po
s ia d a  s z e r e g  i s t o t n y c h  z a l e t :

-  p o zw a la  na j e d n o l i t e  u j ę c i e  obu form  n ie p e w n o ś c i ( lo s o w o ś c i  i  ro z m y to -  
ś c i )  w p o s t a c i  r e l a c j i ,

-  z a s to s o w a n a  c h a r a k t e r y z a c ja  z b i o r u  p r o b a b i l i s t y c z n e g o  z a  pomoc? d y s t r y -  

b u an t d o s t a r c z a  w zorów  a n a l i t y c z n y c h  na r e l a c j ę  p r o b a b i l i s t y c z n ?  o r a z  

z b i ó r  p r o b a b i l i s t y c z n y  w y n ik ły  w r e z u l t a c i e  s k ła d a n i a  m aksym inow ego,

-  r o z p a t r y w a n ie  d r u g ie g o  momentu r e l a c j i  ( i  w sk a źn ik ó w  b a z u j? c y c h  na od

p o w ie d n ic h  m om entach, n p . ) d o s t a r c z a  l i c z b o w e j  o ce n y  d o k ła d n o ś c i

n y l i c z o n e j  r e l a c j i  r e g u l a t o r a .

/

3 .  TEORIOMNOGOŚCIOWE U O ąCIE O PISU  SYSTEMÓW N IED ETER M IN ISTYCZN YC H

D y s k u t u j? c  ró ż n e  t e o r e t y c z n e  i  a p l i k a c y j n e  a s p e k t y  a n a l i z y  i  s y n t e z y  

system ów  n ie d e t e r m in is t y c z n y c h  można w y r ó ż n ić  dwa g e n e r a ln e  i  odm ienne w 

swym c h a r a k t e r z e  k i e r u n k i  o p is u  system ó w . P ie r w s z y  d o s k o n a le  zn a n y  wyko

r z y s t u j e  a p a r a t  m a te m a tyczn y  s t a t y s t y k i  i  ra c h u n k u  p ra w d o p o d o b ie ń stw a .D ru 

g i  n a to m ia s t  u w z g lę d n ia  p o ję c i e  z b io r u  do o p is u  c z y n n ik a  r o z m y t o ś c i  Ja k o  

e le m e n tu  n le d e te r m in iz m u  ( n ie p e w n o ś c i)  w y s tę p u ję c e g o  w s y s t e m ie .  C z y n n ik  

te n  w y s tę p u je  na s k u t e k  z ł o ż o n o ś c i  sy ste m u  lu b  J e s t  r e z u lt a t e m  m a łe j i l o 

ś c i  z e b r a n y c h  d a n y c h . Id e a  te o rio m n o g o ś c lo w e g o  s p o j r z e n i a  na m odele s t o 

sow ane w p ro b le m a ch  s t e r o w a n ia  p re ze n to w a n a  b y ła  w p r a c a c h  [ą] , [59] , [85], 
[86] .  Z a k łó c e n ia  l s t n i e j ę c e  w s y s t e m ie  z e  w zg lę d u  na b r a k  i n f o r m a c j i  o ich  

c h a r a k t e r z e  m odelow ane b y ły  w p o s t a c i  z b io ró w  ( z a k ł ó c e n i a  o o g ra n ic z o n y m  

r o z k ł a d z i e ,  n p . [86] ) .  W prow ad zenie  p o ję c ia  z b io r u  ro zm y te g o  p o z w o li ło  na 

d a ls z e  u o g ó ln ie n ie .

P rz e d s ta w im y  o b e c n ie  Je d n ?  z  d e f i n i c j i  s y s te m u , a n a s t ę p n ie  p r z e d y s k u 

tu je m y  k i l k a  m o d e li t y c h  sy ste m ó w , k t ó r e  o d z w ie r c i e d l a j?  ró ż n y  po ziom  n ie 

p e w n o ś c i s p o ty k a n y  w r z e c z y w i s t o ś c i .  W y ró żn io n e  z o s t a ń ?  dw ie k l a s y  s y s t e 

mów n i e d e t e r m in is t y c z n y c h ,  a m ia n o w ic ie  system ów  fu n k c y jn y c h  i  r e l a c y j 

n y c h ,  g d z i e  c z y n n ik  n ie p e w n o ś c i ma c h a r a k t e r  z e w n ę trz n y  lu b  w e w n ę trzn y .

O la  p o j ę c i a  eyetem u 'ię d ? c e g o  podetewowym w t e o r i i  system ów  za p ro p o n o 

wano w ie le  d e f i n i c j i  ( p o r .  [ llć j]  ) .  O g ó ln ie  r z e c z  b io r ę c ,s y s t e m  można t r a k 

to w ać Ja k o  z b i ó r  o b ie < tó w  z w l? z a n y c h  z e  s o b ? .  W yróżnim y t u  p r z e s t r z e ń  s t e 

ro w a n ia  ( w e j ś c i a )  U i  p r z e s t r z e ń  s t a n u  X . S yste m  można e c h a r a k t e r y z o -  

wać «  n a s t ę p u ją c e j  f o r m ie :

v S « < U , X , R > ,  ( 3 . 1 )

g d z i e :  R J e s t  r e l a c j ?  p o m ię d zy  c ię g ie m  ste n ó w  x k * * • • ,X |<+ n - l  z d e ”

f in io w a n y c h  w X ,  w e jś c ie m  o k re ś lo n y m  w U , a stan e m  X k+n z d e f i n i o 

wanym w p r z e s t r z e n i  X .  x |<*x |<+i * * * , ' x |<+ n - l ' X k + n ,U k o k r e ś l a j ?  s t a n  i  w e j

ś c i e  w k o le jn y c h  d y s k r e t n y c h  c h w ila c h  c z a a u .

W prow adzim y t u  n o t a c j ę :

{U k X k Xk + l * , , X k +n - l )R X k+n* ( 3 , 2 )

k t ó r a  s ta n o w i fo rm a ln y  z a p i s  s t w ie r d z e n ia  " i s t n i e j e  r e l a c j a  ( R )  p o m ię d zy  

c ię g ie m  sta n ó w  * k . X k + l  X k + n - l '  WBJściem V  a 8tanam  X k + n " ‘ R -ie S t



I

r e l a c j ę  z d e f in io w a n ą  w i l o c z y n i e  k a r t e z j a ń s k im  R e l a c j ę

n - r a z y

R t r a k t o w a ć  b ę d zie m y  ja k o  r e l a c j ę  ro z m y tą , t z n .  d la  k a ż d e g o  ufe U ,x l ( x 2 ,

• • • * Y € X  R ( u , x^  , Xg , . • • , t y ) t  [0 • £j •

B i o r ą c  pod uwegę w e j ś c i e  i  c i ą g  e ta n ó w , w prow ad zo nych  j a k  p o w y ż e j.m o ż 

na w y r ó ż n ić  dw ie  a y t u a c j e :

I .  •• •• •X |t+ n _ 1 8 9 z b io r a m i  ro ż n y  ty m i z d e f in io w a n y m i w U 1 X,

I I .  Uk ,X fc«Xk + 1 , . . . •x k+ n _ 1 s 9 e le m e n ta m i p r z e e t r z e n i  U i  X .

P r z y jm u ją c  I I  o r a z  dodatkow o z a k ł a d a j ą c ,  ż e  r e l a c j a  R J e s t  f u n k c j ę ,  

t z n . :
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R ( u , x ^ , X g . . . .  . x ^ —̂ ,X |^) “ ■

u fe U z  € X  x  6 X
X,. ( X . | « « « |X X

l . d l a  x, » z  
k

. ( 3 . 3 )

O . d la  x k f  z

mówimy, ż e  d y eku to w an y  s y s te m  J e s t  system em  d e t e r m in is t y c z n y m .

W idać w y r a ź n ie ,  ż e  d la  p r e c y z y j n ie  o k r e ś lo n e g o  w e j ś c i a  i  c ią g u  stan ó w  

(e le m e n ty  p r z e s t r z e n i  U i  X )  s t a n  w c h w i l i  n a s t ę p n e j  J e s t  t e ż  e le m en 

tem w p r z e s t r z e n i  X .  W p r z y p a d k u  p rze c iw n y m  e ta n  X ^ +n o k r e ś lo n y  J e 6 t  

p r z y  u ż y c iu  z b i o r u  r o z m y te g o . W s y s te m a c h  o p is y w a n y c h  z a  pomocą metod p ro 

b a b i l i s t y c z n y c h  s t a n  x k+n m ó głb y  b y ć  s c h a r a k t e r y z o w a n y  n p . p r z e z  odpo

w ie d n ią  f u n k c j ę  g ę s t o ś c i  p ra w d o p o d o b ie ń stw a .

Z a le ż n o ś ć  ( 3 . 2 )  z e p is y w a ć  b ę d zie m y  w sp o s ó b  n a s t ę p u ją c y  i

X k*n “  < V k X k + l  X k + n - l )D R ' <3 ’ 4 >

i  n a zyw a ć rozm ytym  rów naniem  r e la c y jn y m  s y s te m u  r z ę d u  n - t e g o .

we w z o rz e  ( 3 . 4 )  o z n a c z a  o p e r a t o r  z ł o ż e n i a  m ię d zy  r e la c ja m i : U k x  

. . . , X k+n ^ o k r e ś lo n ą  na U * X « X * . . . » X  i  r e l a c j ą  R o k r e ś lo n ą  na
( n - 1 )  r a z y

U. « X » X » . . . »  X .  ̂  B ę d z ie  on e z c z e g ó ło w o  d y e ku to w a n y  w r o z d z i a l e  5 w z w ię z -  
n - r r f z y

ku z  ro zw ią zy w a n ie m  rów nań r e l a c y j n y c h .  A n a l o g i c z n i e ,  z a l e ż n o ś ć :

X k + n -  ( V k )D R * ( 3 *5 )

n a zy w a ć  b ę d zie m y  rozm ytym  rów naniem  r e la c y jn y m  e yste m u  p ie r w s z e g o  r z ę d u .

J e ż e l i  r e l a c j a  u k x k x k + 1 »»»« *x k + n - l  8 t o J 9 ° a ** ( 3 . 4 )  może b y ć  z a p is a n a  w

p o e t a c i  □ -  z ł o ż e n i a  z b io r ó w  u k *x k >x k + i  • • • • *x k + n- l  *

UkX k X k + l — X k + n - l  -  UkD X kD X k + l D — D X k + n - l *  ( 3 *6 )

w ów czas r e l a c j ę  n a zyw a ć b ę d zie m y dekom ponow alnę.
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A n a l i z u j ą c  sy s te m y  o p is a n e  z a l e ż n o ś c i ą  ( 3 . 4 ) ,  można z a u w a ż y ć , ż e  e le 

ment n ie d e te r m ln iz m u  może b y ć  z w ią z a n y  z  r e l a c j ą  sy ste m u  R lu b  może d o ty 

c z y ć  w e j ś c ia  i  s t a n u .  J e ż e l i  r e l a c j a  R j a s t  f u n k c j ą ,  w ów czas mówić bę

d zie m y o f u n k c y jn y c h  s y s te m a c h  n i e d e t e r m ln is t y c z n y c h .  W p rzy p a d k u  p r z e c iw 

nym mamy do c z y n i e n i a  z  r e la c y jn y m i  sye te m am i n ie d e t e r m in le t y c z n y m i [74]  , 

[75] .

W c e l u  i l u e t r a c j i  k o n c e p c j i  sye te m u  fu n k c y jn e g o  i  r e la c y jn e g o  r o z p a t r z 
my dwa p r z y k ł a d y .

1 .  Syetem  o p is a n y  j e s t  n a s tę p u ją c y m  ró w nan iem :

T  -  c / p V , ( 3 . 7 )

g d z ie  c  o z n a c z a  e t a ł ą ,  T  j e s t  te m p e ra tu rą  [°k]  , p c i ś n i e n i e «  [N/m2 ] .

V o b j ę t o ś c i ą  [m3] .  W ie lk o ś c i  p i  V tre k to w a n e  s ą  ja k o  w e j ś c i a ,  T  J e s t  

s ta n e m . Z a le ż n o ś ć  ( 3 . 7 )  J e e t  znanym  prawem f i z y k i .  Z e  w zg lę d u  na w ye o k i 

po ziom  z a k łó c e ń  ( n ie d o k ła d n y  p o m ia r c i ś n i e n i a  1 o b j ę t o ś c i )  w e j ś c ia  e y e t e -  

mu mogą b y ć  m odelow ane w p o e t a c i  z b io r ó w . Mamy tu  do c z y n ie n ia  z  f u n k c y j 

nym sye te m e e  n ie d e t e r m in le t y c z n y m , g d z ie  c z y n n ik  n ie p e w n o ś c i ma c h a r a k t e r  

z e w n ę trz n y  i  może b y ć ,  p r z y  do d atko w ych  n a k ła d a c h ,  w ye lim in o w a n y  lu b  z m i

n im a liz o w a n y ,

2 .  A n a l i z u j ą c  z ło ż o n y  sy s te m  (n p . w z a r z ą d z a n i u ) . g d z i e  d o stę p n e  aą t y l 

ko z b i o r y  w e j ś c ia  i  s t a n u  ( n p .  o p in ie  w y ra żo n e  w w y w ia d a c h ) , p ró b a  z n a 

l e z i e n i a  z a l e ż n o ś c i  f u n k c y j n e j  może o k a z a ć  s i ę  b e zo w o cn a , a samo p r z y j ę 

c i e  k o n k r e t n e j  k la e y  f u n k c j i  d la  m odelu może n ie  m ieć w y s t a r c z a j ą c e j  pod

budow y. C z y n n ik  n ie p e w n o ś c i ma w tym p rzy p a d k u  c h a r a k t e r  w e w n ę trzn y . Mó

wimy w ted y o r e l a c y jn y c h  sy s te m a c h  n i e d e t e r m ln is t y c z n y c h .



4. NORMY TRÓJKĄTNE

W p ie r w s z y c h  p r a c a c h  Zad e h a  [l08] , JlOŚ) p o ś w ię c o n y c h  zb io ro m  ro zm ytym , 

p r z e d s t a w ia ją c y c h  p o j ę c i e  i  i n t e r p r e t a c j ę  z b i o r u  ro z m y te g o , w prow adzona  

z o s t a ł y  ró w n ie ż  podstaw ow e o p e r a c je  na n i c h ,  t a k i e  j a k :  sum a, i l o c z y n  i  

d o p e ł n ie n ie .  D a ls z e  b a d a n ia  o c h a r a k t e r z e  podstawowym i  e k sp e ry m e n ta ln y m  

[6] , [40] , [79] , [93] , [97] , [i.06j , [1 1 7 ] , [ l i 8 ]  u w y d a t n iły  c e c h ę  nazyw aną p r z e z  

B e llm a n a  i  Zad e h a  " lo k a ln y m ” c h a ra k te re m  l o g i k i  ro z m y te j [7]  , a p o l e g a ją 

cą  na n ie m o ż n o ś c i  p o d a n ia  z e s ta w u  d z i a ł a ń  na z b io r a c h  r o z m y t y c h ,k t ó r o  m ia

ły b y  c h a r a k t e r  u n iw e r s a ln y  i  m o głyb y  b y ć  u ż y t e  we w s z e lk ic h  z a s to s o w a 

n i a c h .

W n in ie j s z y m  r o z d z i a l e  omówimy p o ję c i e  norm t r ó j k ą t y c h  (t -n o rm a  i  s -  

n o rm a ), s p o s o b y  I c h  o t rz y m y w a n ia ,  a n a s t ę p n ie  p r z e jd z ie m y > d o  i c h  i n t e r p r e 

t a c j i  w ś w ie t l e  i n t u i c y j n y c h  wymagań s t a w ia n y c h  d z ia ła n io m  na z b io r a c h  

r o z m y ty c h . Z a p ro p o n u je m y  t e ż  c h a r a k t e r y z a c ję  p o s z c z e g ó ln y c h  norm t r ó j k ą t 

n y c h .

4 . 1 .  Normy t r ó j k ą t n e ,  d e f i n i c j e  1 p r z y k ła d y

Normy t r ó j k ą t n e  w prow adzone po r a z  p ie r w s z y  w [58]  d e f in io w a n e  s ą  na

s t ę p u j ą c o ;

D E F IN IC J A  4 .1

t-n o rm a  j e s t  t o  f u n k c ja  dwóch z m ie n n y c h , t : [ p , : Q x  [o . l] -* -  [ ? , i j  o n a s tę p u 

ją c y c h  w ła ś c iw o ś c ia c h :

I  O tx  = 0 , x t l  =■ x ,  w a ru n k i b rze go w e  ( 4 . 1 )

I I  x t y <  z t y ,  gd y  x < z ,  m o n o to n ic z n o ś ć  ( 4 . 2 )

I I I  x t y  » y t x ,  p r z e m le n n o ś ć  ( 4 . 3 )

IV  ( x t y ) t z  » x t ( y t z ) ,  ł ą c z n o ś ć  ( 4 . 4 )

x , y , z  e [0 , 1]  .

D E F IN IC J A  4 . 2

e -n o rm a  j e s t  t o  f u n k c j a  dwóch z m ie n n y c h , s : [ o , l ] x  [o , 1] [o , 1 ] o n a s tę p u 

ją c y c h  w ła ś c iw o ś c ia c h :

I  Oex m x, l s x  ■ 1 ,  w a ru n k i b rze go w e  ( 4 . 5 )
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I I  x s y  “ z s y ,  gdy x <  z ,  m o n o to n ic z n o ś ć  ( 4 . 6 )

I I I  x e y  '  y s x ,  p r z e m le n n o ś ć  ( 4 . 7 )

IV  ( x s y ) 8 Z  ■ x s ( y s z ) ,  łą c z n o ś ć  ( 4 . 8 )

x , y , z  e [0 , 1] .

s - n o r n a  n o s i  t a k ż o  n a z^ ę  konorm y lu b  norm y d u a ln e j  (w zglę d e m  t - n o r m y ) ,  t -  

i  8 -n o rm y mogą b y ć  ro z p a try w a n e  p a ra m i]  k a ż d e j  t - n o r m ie  o dp ow iada e - n o r 

ma« Z a le ż n o ś ć  m ię d zy  n im i w y ra żo n a  j e s t  ró w n an iem :

x s y  * 1. m ( 1 —x ) t ( l —y^* ( 4 * 9 )

x , y  c [0 , 1 ] .

P r z y k ła d y  t -  i  e -n o r n  s p o ty k a n y c h  w l i t e r a t u r z e  [34]  -  [36] , [5 3 ]  . [83j«[84], 

[qo] , [lO S] z e s ta w io n o  w t e h e l i  4 . 1 .

T a b e la  4 .1

P r z y k ła d y  t -n o rm a  i  s - n o r n a  

t -n o rm a  e -n o rm a

x t y y  -  1 - e i n  [ l , py ( l - x ) p + ( 1 - y ) p ]  x * 4 y ■ m i n ( l , pf x p + y p ) , p > l

pź  1

„ 2 V . ^  [Ł . a f e u p feti]

0 < w < ! « ,  W ^ 1 0 < W <oe , W i  1

x t 3 y -  x y  x s 3 y » x + y - x y

XV  " A ( i - ^ x 7y--x7T‘ t > 0 “ x$ f - i f v  1 ^ '  * >0

x t 5 y -  max [ o , a + l ) ( x + y - i ) - ^ y ]  x s ^ y  -  rain [ l  ,x + y + L c y ]  , %>-l

-1

I

x t , y
x , y  -  1
y . x  .  1 x s 6 y

0 ,  w p rzy p a d k u  p rze ciw n ym

x , y
V.8
1 ,  w p rzy p a d k u  p rze ciw n ym

x t y y  * [ m a x (0 ,x - p +y~*:’- i  )! x s 7 y » l - [m ax( O , ( l - x ) p + ( l - y )  P- 1 )] ^

p 6 R  P t  R

x , y  6 [ O . l]
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O g ó ln ę  d y s k u s ję  z w ię z a n ę  z  k o n s t r u k c ję  norm t r ó jk ę t n y c h  w o p a r c iu  o 

t e o r i ę  rów nań f u n k c y j n y c h  można z n a l e ź ć  m . in .  w [ l ]  , [35]  .

Z a c h o d z i  n a s t ę p u ję c e  t w ie r d z e n ie :

TW IER D ZEN IE  4 .1

I .  D la  k a ż d e j  c i ę g ł s j  t -n o rm y  i s t n i e j e  c i ę g ł a  i  ś c i ś l e  m a le ję ca  f u n k c ja  
f: [ o , ^  —  [ O ,« * )  z  f ( l )  -  O , t a k a ,  ż e :

x t y
f - 1  [ f  ( x )  + f  ( y ) ]  , d la  f  ( x )  + f  ( y )  e [ o ,  f  (0 )1

( 4 . 1 0 )
O, w p rz y p a d k u  p rze c iw n y m  

x # y  e [0 , 1]  .

I I .  D la  k a ż d e j  c i ę g ł e j  s -n o rm y  i s t n i e j e  c i ę g ł a  i  ś c i ś l e  r o s n ę c a  fu n k 
c j a  g :  [oTl] — [o,=o) z  g ( 0 )  = O , t a k a ,  ż e :

x s y  -
 ̂ 3- 1  [g ( x ) ♦ g ( y )] , d la  g ( x )  ♦ g ( y ) e  [0 , g ( i ) j

( 4 . 1 1 )
1 ,  w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m

x , y  * [O .l]  .

F u n k c je  f i g  n a zy w a ję  s i ę  g e n e r e t o r a m i ad dytyw nym i ( g e n e r a t o r a m i)  

norm t r ó j k ę t n y c h .  P r z y k ła d o w o , d la  norm t j ,  t 2 , s 2 mamy g e n e r a t o r y :

f i ( x ) » l - x p , p > 1 ,  ( 4 . 1 2 )

f2(x) --ln O < w <«c, w i  1 (4.13)

91(x) “ xP. p>l, (4.14)

1 — x
g 2 ( x )  » - l n  0 < w < o o ,  w * 1 .  ( 4 . 1 5 )

D la  k a ż d e j  t -n o rm y  z a c h o d z i  n ie r ó w n o ś ć :

x t 6 y <  x t y < m i n ( x , y ) ,  ( 4 . 1 6 )

x , y  e [ o , i )  .

D la  k a ż d e j  s -n o rm y  p ra w d ziw a  J e s t  z a l e ż n o ś ć :

r a a x ( x , y ) <  x s y <  x e 6 y ,  ( 4 . 1 7 )

» v [0 . 1] .

W ła ś c iw o ś c i  g r a n ic z n e  t -n o r m :

l i m ( x t 1 y )  « m i n ( x , y ) ,  ( 4 . 1 8 )
p-00

p «■ 1 ,  x t 1y » m a x ( 0 , x + y - l ) ,  ( 4 . 1 9 )

p ■* O, x t Ł y  » x t 6 y ,  ( 4 . 2 0 )

l i m ( x t , y )  -  m i n ( x , y ) ,  ( 4 . 2 1 )
w—O

l i m ( x t 2 y )  -  m a x ( 0 , x + y - l ) ,  ( 4 . 2 2 )
Wxx>

l i m ( x t 2 y )  ■ x y  » x t 3 y ,  ( 4 . 2 3 )

£  » 1 ,  x t 4 y -  x y  » x t 3 y ,  ( 4 . 2 4 )

^ im ( x t 4 y )  » x t g y ,  ( 4 . 2 5 )

> • ■ - 1 ,  x t 5 y ■ x y  -  x t 3 y ,  ( 4 . 2 6 )

i
X*  O, x t 5y « m a x ( 0 , x + y - l ) ,  ( 4 . 2 7 )

l im  x t g y = x t 6 y ,  ( 4 . 2 8 )

l i m ( x t - , y )  » xy  ■ x t , y ,  ( 4 . 2 9 )
p - 0

l i m ( x t 7y )  ■ x t 6 y ,  ( 4 . 3 0 )p—  — O© ""
l i m ( x t 7y )  ■ m i n ( x , y ) ,  ( 4 . 3 1 )
p—00

x # y  fe [o ,l|  . >
W ła ś c iw o ś c i  g r a n ic z n e  s -n o r m :

l i m ( x s 1 y )  ■ m a x ( x ,y ) ,  ( 4 . 3 2 )
p—00

p ■ 1 ,  x s Ł y  -  m l n ( l , x + y ) ,  ( 4 . 3 3 )

p ■ O, x s Ł y  -  x s 6 y ,  ( 4 . 3 4 )

l i m ( x s 9 y )  ■ m a x ( x ,y ) ,  ( 4 . * 5 )
w -0

l i m ( x s 2 y )  ■ m i n ( l , x + y ) ,  ( 4 . 3 6 )
w—00

l i m ( x s , y )  -  x + y - x y  « x s 3 y ,  ( + . 3 7 )
w—1
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= l , x s 4 y = x + y - x y  -  x s 3 y r ( 4 . 3 B )

" x s 6 y . ( 4 . 3 9 )

X = - l ,  x s 5 y  = m in ( l  , x + y - x y  ) ^ x + y - x y  x s ^ y ( 4 . 4 0 )

X=  0 ,  x s 5 y = m i n ( l , x + y ) . ( 4 . 4 1 )

l i m ( x a 5 y )  = x e , y .
/1̂ 00 0

( 4 . 4 2 )

l l m ( x 8 7y )  » x ► y —x y  » x s , y ,
p -» 0  ' . •*

( 4 . 4 3 )

l i m ( x a 7 y )  « X 8 , y ,
p-» — 3©

( 4 . 4 4 )

l i m ( x 8 7y )  ■» iR 8 x ( x , y ) ,
p-—oo

( 4 . 4 5 )

* . y  f  [ o . i ]  .

4 . 2 ,  D z i a ł a n i a  na z b io r a c h  ro z m y ty c h  Ind uko w ano  

p r z e z  n o rn y  t r ó l k a t n a

W arto z a u w a ż y ć ,  ż o  w ła ś c iw o ś c i  I - I V  d l a  t -  i  s -n u rm  m aję o c z y w is t ą  i n 

t e r p r e t a c j ę  w p r z y p a d k u  p r z y j ę c i a  d z i a ł a ń  p r z a z  r i ie  in d u k o w a n y c h . Weźmy 

pod uwagę i l o c z y n  z b io ró w  r o z m y t y c h .  P o w in ie n  on b y ć  t a k  z d e f in io w a n y , aby  
( p o r .  [i06] ) i

I  i l o c z y n  d o w o ln ego  z b i o r u  ro zm y te g o  i  z b i o r u  p u s te g o  § b y ł  z b i o 
rem p u sty m ,

l i  i l o c z y n  do w o ln ego  z b i o r u  ro zm y te g o  A i  p r z e s t r z e n i  b y ł  zb io rem  r o z 
mytym A ,

I I I  i l o c z y n  z b io r ó w  ro z m y ty c h  m i.ał w ła ś c iw o ś ć  m o n o t o n ic z n o ś c i ,

IV  i l o c z y n  z b io r ó w  ro z m y ty c h  b y ł  ł ą c z n y .

Zw róćm y uw agę , ż e  w a ru n k i X - I V  w ym ie n io n a  p o w yże j s ą  s p e łn io n e  p r z e z  

t -n o r m y . W tym s e n s i e  z a l e ż n o ś ć  ( 4 , 9 )  może b y ć  in t e r p r e t o w a n e  ja k o  prawo  

De M organa d la  z b io r ó w  r o z m y t y c h ,

Zade h [1°®J * zarp o p e-n o w ał dw ie  d e f i n i c j e  i l o c z y n u  i  sum y z b io ró w

r o z m y t y c h .  F u n k c ja  p r z y n a l e ż n o ś c i  i l o c z y n u  dwóch zb io ró w  r o z n y t y c h  A ,B e F ( X )  

z d e f in io w a n a  j o s t  ja k o  m in [ a ( x  ) , B ( x )] lu b  A ( x )  • B ( x ) .  F u n k c ja  p r z y n a le ż 

n o ś c i  sum y dwóch z b io ró w  ro z m y ty c h  d e f in io w a n a  j o s t  ja k o  max Ta(x '  , B ( x )] 

lu b  A ( x )  + B ( x )  -  A ( x ) »  B ( x ) .  W p r a k t y c e  o k a z a ło  s i ę  je d n a k ,  ż e  n ie  zaw 

s z e  t a k i e  d e f i n i c j e  s ą  w ła ś c iw e  z  p u n k tu  w id z e n ia  z a s to s o w a ń . W y k o rz y s tu 

j ą c  dane e k s p e r y m e n t a ln e , R ö d d e r [79]  s t w i e r d z i ł ,  ż e  h ip o t e z a  d o t y c z ą c a  

t r a k t o w a n ia  i l o c z y n u  z b io ró w  ro z m y ty c h  w s e n s i e  minimum f u n k c j i  p r z y n a le ż 

n o ś c i  z o s t a ł a  o d rz u c o n a  na p o z io m io  a f n o ś c i  0 . 0 1 ,  S t ą d  t e ż  w y n ik ła  p c t r z e -
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ba d a ls z y c h  s tu d ió w  w z a k r e s i e  d e f in io w a n ia  d z i a ł a ń  na z b io r a c h  ro z m y ty c h .  

D o p ro w a d z iło  to  do g łę b s z e g o  z r o z u m ie n ia  p o j ę c i a  i l o c z y n u  i  sumy z b io ró w  

o r a z  p o z w o l i ło  na w ła ś c iw ą  i n t e r p r e t a c j ę  w yników  e k s p e r y m e n ta ln y c h . Na 

s z c z e g ó ln ą  uwagę z a s ł u g u ję  p r a c e  Zim merm anna i  in n y c h  j93j , [116] , |l 18] do

t y c z ą c e  w e r y f i k a c j i  p o s t a c i  d z i a ł a ń  na z b io r a c h  ro z m y ty c h . Zaproponow ano  

t e ż  nowo d z i a ł a n i a  na z b io r a c h  ro zm y ty ch  [93]  . -J z w ią z k u  z  pow yższym  n o r 

my t r ó jk ą t n e  mogą s t a n o w ić  w ygodny a p a r a t  fo rm a ln y  d la  d e f in io w a n ia  d z i a 

ła ń  na z b io r a c h  r o z m y ty c h . K a żd ą  z  t-n o rm  możemy o d n o s ić  do d z i a ł a n i a  m i

nimum, w p ro w a d za ją c  o d ł e g ł o ś ć  [ l0 7 ] t -n o rm y  od m inim um . B ę d ziem y j ą  d e f i 

n io w a ć w sp o s ó b  n a s t ę p u ją c y :

1 1
d ( t )  = 1 -3  (  ^ x t y  d x d y . ( 4 .4 6 )

0 0

C a łk a  po p ra w e j s t r o n i e  ( 4 . 4 6 )  z e  w zg lę d u  na o g r a n ic z o n o ś ć  normy t r ó j 

k ą t n e j  ma s e n s .  Można w y k a z a ć ,  ż e :

0 < d ( t  ) <  1 ,  ( 4 . 4 7 )

p r z y  czym  d (m in )  » 0 ,  W ynika to  z  n a s t ę p u ją c y c h  n ie r ó w n o ś c i :

, 0 < x t y <  m in ( x ,y  ) .  ( 4 . 4 8 )

co  po s c a łk o w a n iu  d a je  :

1 1  1 1
0 «  \ \ x t y  d xd y £  \ \ m in ( x ,y  )d x d y ,  

0 0  Ü 0

( 4 . 4 9 )

Mamy

1 1 

0 o
^ m in ( x ,y ) d x d y  = 1/3» ( 4 . 5 0 )

P r z y k ła d o w o , o b l i c z a j ą c  d la  normy t j  w a rto ś ć  o d l e g ł o ś c i  ( 4 . 4 6 )  o trz y m u 

jem y :
1 1

d ( t , )  = 1 - 3  ^  C x y  dxdy = 1 / 4 .  ( 4 . 5 1 )

0 0

Można t e ż  zap ro p o n o w ać in n y  w s k a ź n ik  [70] :1
e ( t )  = § [ 2 ( l - c ) - L ( c i ]  d c ,  (4  5 2 )
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g d z i e  L ( c )  j e s t  d ł u g o ś c i ?  k r z y w e j c  ■ x t y .  D la  t  = m in d o s ta je m y  l_ ( c )  ■  
= 2 ( l - c )  ( r y s .  4 . 1 ) ,  a s t ę d  e (m in )  » 0 .

B i o r ą c  p rz y k ła d o w o  norm ę t 5 d la  0  ( r y s .  4 . 2 )  d o s ta je m y  e ( t 5 ) «
» l-^2>2.

1---  C* 0,8

   C ■ 0,5
  C ■(&

 1---------------
40

R y s .  4 . 1 .  Z a le ż n o ś ć  c  ■ m i n ( x , y )

A n a l o g i c z n i e  J a k  p o p r z e d n io ,  k a ż d ?  s -n o rm ę  możemy o d n o s ić  do d z i a ł a n i a  

maksimum w p ro w a d za ją c  o d l e g ł o ś ć  s -n o rm y  od maksimum z d e f in io w a n ?  n a s tę p u 
j ą c o  j

1 1
d ( s  ) ■ |  ^  x « y  d x d y -  2 / 3 .  ( 4 . 5 3 )

\

5 .  ROZWIĄZYWANIE ROZMYTYCH RÓWNAŃ RELA CYJN YCH

W n in ie js z y m  r o z d z i a l e  omówimy ró ż n e  p o s t a c ie  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j 

n y ch  z e  s k ła d a n ie m  s u p - t  o r a z  rów nań d u a ln y c h  z e  s k ła d a n ie m  l n f - s .  P rz e d 

s ta w io n e  z o s t a ń ?  a n a l i t y c z n e  m etody r o z w i? z y w a n la  t e j  k l a s y  rów nań o r a z  

w prow adzona z o s t a n ie  c h a r a k t e r y z a c ja  r o d z in y  r o z w i? z a ń  d la  rów nań ze  

s k ła d a n ie m  a a x - a i n .

5 . 1 .  Ro zm yte  ró w n a n ia  r e l a c y j n e  Y  -  X O R  i  ró w n a n ia  d u a ln e  Y ■  X A R

R o z p o c z y n a J? c  d y s k u s ję  na t e a a t  ro z m y ty ch  rów nań r e l a c y jn y c h  wprowa

d z im y  n a a t ę p u j? c ?  d e f i n i c j ę .

D E F IN IC JA  5 .1

S u p - t ( t n f - s ) z ł o ż e n i e a  □  , a  z b io r u  ro zm y te g o  X t F ( X )  1 r e l a c j i  .‘ ro z m y te j  

Rfe F ( X  kT) J e s t  z b i ó r  ro z m y ty  o k r e ś lo n y  na p r z e s t r z e n i  t o f u n k c j i  p r z y 

n a le ż n o ś c i  :

(X  □  R ) ( y ) -  s u p [ x ( x ) t  R ( x , y ) ]  , ( 5 . 1 )

x t X

( X A R ) ( y )  » i n f  [ X ( x ) s  R ( x , y ) ]  , ( 5 . 2 )

x t X

y t  Y .

P rz a d a io te m  ro zw a ża ń  s ?  ro z m y ts  ró w n a n ia  r e l a c y j n e  o p o s t a c i :

Y  -  X D R .  ( 5 . 3 )

i  d u a ln e  do n ic h  ró w n a n ia :

Y  » X a  R ,  ( 5 . 4 )

g d z i e :  X € F ( X ) ,  Y 6 F ( Y ) ,  R t F ( X « Y ) .

P ro b le m  r o z w i? z y w a n la  rów nań p r z e d s t a w io n y  p o w yże j s fo rm u łu je m y  n a s t ę -  

p u J? c o  ( p a t r z  t e ż  [69] , [73]  ) :
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I  -  dane s ą  z b i o r y  ro z m y te  X i  Y ,  n a le ż y  w y z n a c z y ć  r e l a c j ę  R ,

I I  -  da n y j e 8 t  z b i ó r  ro z m y ty  Y  i  r e l a c j a  ro z m y ta  R ,  n a le ż y  w y z n a c z y ć  X ,

W c e l u  r o z w ią z a n ia  t a k  p o e ta w io n y c h  problem ów  w p ro w a d zim y ' dwa o p e ra 

t o r y  k o r e s p o n d u ją c e  z  t -  o r a z  a -n o rm a m i. Będę one u ż y t e c z n e  w d a ls z y c h  

r o z w a ż a n ia c h .

D E F IN IC J A  5 .2  *

-  o p e r a t o r  j e s t  to  o p e r a t o r  o n a s t ę p u ją c y c h  w ła s n o ś c ia c h :

I  <?« [0 .1 ] *[0.1] — [ 0 . 1 ] .  ( 5 . 5 )

I I  x < fm a x (y ,z  » m ax(x>Py,x’<’z ) ,  ( 5 . 6 )

I I I  x t ( x f y ) < y ,  ( 5 . 7 )

I V  x < f ( x t y ) > y ,  ( 5 . 8 )

x . y . z  t  [ o . l ]  .

D E F IN IC J A  5 .3

(5> -  o p e r a t o r  j e s t  t o  o p e r a t o r  o n a s t ę p u ją c y c h  w ła s n o ś c ia c h :

I  p i [O .l]  * [o ,£ |  —  [O .l]  . ( 5 . 9 )

I I  X | ł B in ( y ,z ) <  m in ( x p y ,x | ł z ) ,  ( 5 . 1 0 )

I I I  x s ( x | » y ) > y ,  ( 5 . 1 1 )

I V  x ( & ( x s y ) < y ,  ( 5 . 1 2 )

x , y , z  e [O .l]  .

W y k o r z y s t u ją c  -  i  -  o p e r a t o r y  z d e f in iu je m y  n a s t ę p u ją c e  z ł o ż e n i a .  

O E FIN IC O A  5 .4

“  z ł o ż e n i e  z b io r ó w  r o z m y t y c h , X ® Y ,  X @ Y , X «  F ( X ) ,  Y  F ( Y )  j e s t  r e 

l a c j ą  ro zm y tą  o k r e ś lo n ą  w X  * Y  o n a s t ę p u ją c e j  f u n k c j i  p r z y n a l e ż n o ś c i :

( X © Y ) ( x , y )  -  X ( x )  "€ Y ( y ) ,  ( 5 . 1 3 )

(X < j§ )Y )(x .y )  -  X ( x ) ( ł Y ( y ) .  ( 5 . 1 4 )

x e X .  y t Y .

D E F IN IC J A  5 .5

( j ^ -  z ł o ż e n i e  r e l a c j i  r o z m y t e j i  z b i o r u  ro z m y te g o , R ® Y ,R (j§ )Y ,R fe F (X > ‘ 'lf), 

Y e F ( Y ) ,  J e e t  z b io re m  rozm ytym  R ® Y ,  R ( j§ ) Y € F (X )  a n a s t ę p u ją c e j  f u n k c j i  

p r z y n a l e ż n o ś c i  i
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( R © Y ) ( x )  -  i n f  [ R ( x ,y  )<fY(y  )] , 
y 6 Y

( R @ Y ) ( x )  -  su p  [ R ( x ,y  )/&Y(y )] , 
yeV

x  e X .

Udowodnimy o b e c n ie  n a s t ę p u ją c e  le m a t y .

Lem at 5 .1

V V R c  X ® ( X  D R ) ,
X e  F ( X )  R t  F ( X  X Y )

D o w ó d
R o z p is u j ą c  praw ą s t r o n ę  ( 5 . 1 7 )  i  w y k o r z y s t u ją c  n ie ró w n o ś ć  ( 5 . 6 )  

mujemy :

( X ® ( X  n R ) ) ( x . y )  ■ X ( x K ( X O R ) ( y )  -  X ( x ) < f j s u p  [ X ( z } t  R ( z . y ;

z c X

-  X (y  )< f^ m a x [s u p ^ [ x (z ) t  R ( z , y ) ] ,  X ( x ) t  R ( x , y ) ] j - >
ze

>x(x)«f[x(x)t R ( x , y ) ] .  

Z a s to s o w a n ie  n ie r ó w n o ś c i  ( 5 . 8 )  do ( 5 . 1 8 )  d a je :

( X < f ( X d R ) ) ( x , y )  > R ( x , y ) ,

d la  w s z y s t k ic h  x  e X ,  y «  Y .

V  V  XO(X®r)cY.
X t  F ( X )  Y t  F ( Y )

D o w ó d
N ie ró w n o ść  ( 5 . 2 0 )  w y n ik a  z  z a l e ż n o ś c i  ( 5 . 7 ) .  D la  w s z y s t k ic h  y e  

c h o d z i  bow iem :

( X D ( X ® Y ) ) ( y )  « s u p - [ x ( x ) t  [x (x )« fY (y  f l i  <  s u p  Y ( y ) » Y ( y ) .  
x e X l  /  x e X

( 5 . 1 5 )

( 5 . 1 6 )

( 5 . 1 7 )  

o t r z y -

a}-

( 5 . 1 8 )

( 5 . 1 9 )

( 5 . 2 0 )

Y  z a -

( 5 . 2 1 )
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V V (R@ y )d R c y .
Y € F ( Y )  RfcF ( X  x Y )

D o w ó d
F u n k c ja  p r z y n a l e ż n o ś c i  z b io r u  ro z m y te g o  s t o j ą c e g o  po le w e j  

( 5 . 2 2 )  rów na j s s t :

s u p  , { { ^ [ R ( x . y W y ) ] } t  R ( x , y ) | ,

a s t ę d j

su p  j j i n f [ R ( x , y  )<fY(y ) ] j  t  R ( x , y ) j -  «

-  a u p | | « in | in ^ [ R ( x ł z ) ' f Y ( z ) ]  , R ( x , y  )< fY (y ) j j-1  R ( x ,y ) j .«  

<  » u p | [ R ( x ,y ) « f Y ( y ) ]  t  R ( x , y  ) j . ,

B io r ą c  pod uwagą ( 5 . 7 )  o trzy m u je m y  n ie r ó w n o ś ć t

a u p | [ R ( x , y X ’Y ( y i ]  t  R ( x . y ) ] | < Y ( y ) ,

y e Y .

D o w ó d 

Mamy

Y  k c R @ ( X D R ) .
XtF(X) ReF(X*Y)

inf|R(x,yKeup[x(x)t R(x,y)]l » 
y e Y l  x e X  J

■ l^^R(x.yKmax|sup[x(z)t R(z,y)] , X(x)t R(x,y)j|.

( 5 . 2 2 )

s t r o n i e

( 5 . 2 3 )

( 5 . 2 4 )

( 5 . 2 5 )

( 5 . 2 6 )

( 5 . 2 7 )
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Zastosowanie zależności (5.6) i (5.8) prowadzi do:

i n f
y e Y l.

R ( x , y  H>6up [ X ( x ) t  R ( x , y  ) ] i  >  i n f { R ( x , y  ) < f [ x ( x ) t  R ( x , y ) ] l  = 
x t X  J  ye Y '-  )

-  i n f  - jR ( x ,y  ) < f [ R ( x ,y  ) t  X ( x ) ] i > X ( x ) ,  ( 5 . 2 8 )
y e Y l  J

d la  k a ż d e g o  x e  X .  □

O znaczm y p r z e z  &  r o d z in ę  r e l a c j i  ro z m y ty c h  R e F ( X x  y )  t a k i c h ,  ż e :

51 = | r 6 F ( X  * Y )|  Y  -  X D r|.. ( 5 . 2 9 )

N ie c h  X  o z n a c z a  r o d z in ę  z b io ró w  ro z m y ty ch  X 6 F ( X )  t a k i c h ,  ż e :

X  -  | x  e F (X )|  Y  -  X d r | .  ( 5 . 3 0 )

Mówimy, ż e  r e l a c j a  ( z b i ó r )  R « 3 t ( X e x )  j e a t  n a jw ię k s z y m  e le m e n te m &(x), 
j e ż e l i  z a c h o d z i :

T = > 6  =*-T -  6 ( 5 . 3 1 )

t z n .

T ( x , y ) > 6 ( x , y )  = > T ( x , y )  « 6 ( x , y ) ,  / ( 5 . 3 2 )

x  e X ,  y  e Y  

o r a z

W = > W  ■ X ( 5 . 3 3 )
4 f

W ( x ) > X ( x ) = S > W ( x )  -  X ( x ) ,  ( 5 . 3 4 )

x  e X .

P o d o b n ie  możemy z d e f in io w a ć  w 51 i  OC r e l a c j ę  i  z b i ó r  n a jm n ie js z y .  

O b e c n ie  udowodnimy :

T W IER D ZEN IE  5 .1

I .  O e ż e l i  d la  d a n y ch  X e F ( X ) ,  Y fe  F ( Y )  i s t n i e j e  R e  F ( X * Y )  s p e ł n i a j ą 

c a  ro zm y te  ró w n a n ie  r e l a c y j n e  X O R  » Y ,  to  n a jw ię k s z a  r e l a c j a  ro zm yta  

S e F ( X * Y ) ,  ta k a  ż e  x a 6  « Y ,  dana j e s t  w p o s t a c i :

R = X ® Y ,  ( 5 . 3 5 )



- 48 -

XI. C le ż e l i  d la  d a n ych  Y e F ( Y )  i  R e F ( X  * Y )  i s t n i e j e  X €  F ( X )  s p e ł n i a 

j ą c y  ro zm y te  ró w n a n ie  r e l a c y j n e  X □  R ■ Y ,  to  n a jw ię k a z y  z b i ó r  ro zm y ty  

X « F ( X ) ,  t a k i  ż e  X O R  • Y ,  J e s t  ró w n y :

i -  R ® Y .  ( 5 . 3 6 )  •

0 o w ó d

I .  N ie c h  R b ę d z ie  dowolnym ro z w ią z a n ie m  ró w n a n ia  X □  R ■ Y .  Z  Lem atu  

5 .1  w y n ik a  z a l e ż n o ś ć  R C R ,  g d z ie  R ■ X ® Y .  P o n a d to , z  n ie r ó w n o ś c i  R C  6 

o trzy m u je m y  X Q R c X n f t ,  c z y l i  Y c X o S .  Z  d r u g i e j  a t r o n y  z  Lem atu 5 .2  o -  

trz y m u je m y  X □ R c Y .  Ł ą c z ą c  dw ie  p o w yża ze  n ie r ó w n o ś c i ,  Y c  X □ R i  X □ R c Y 

o trzy m u je m y  ró w n o ść  X D R  » Y .

I I .  N ie c h  X b ę d z ie  dowolnym ro z w ią z a n ie m  ró w n a n ia  X □  R -  Y .  O z n a c z a 

j ą c  X ■ R ® Y ,  na p o d s ta w ie  Lem atu 5 .3  o trzy m u je m y  n ie ró w n o ś ć  ^ O R c Y . Z a -  

c h o d z i  ró w n ie ż  X □  R c X □  R d l a  X c  X .  S t o a u ją c  n a s t ę p n ie  Lem at 5 . 4  d o 8 t a -  

Jem y X C R ® Y  .  X ,  co  i m p l i k u j e  & D R  -  Y .

W ś w ie t l e  T w ie r d z e n ia  5 .1  w id a ć ,  ż e  g d y  z b i ó r  r o z w ią z a ń  J e s t  n ie p u s t y ,  

i s t n i e j e  d o k ła d n ie  Je d n a  n a jw ię k s z a  r e l a c j a  ro z m y ta  s p e ł n i a j ą c a  ró w n a n ie  

r e l a c y j n e .  T a  w ła ś n ie  r e l a c j a  b ę d z ie  po d sta w ą t w o r z e n ia  m o d e li w s y s t e 

mach r o z m y ty c h .

R o z p a trzm y  z a g a d n ie n ie  w y z n a c z a n ia  r e l a c j i  ro z m y te j R t F ( X » Y )  d la  

X c F ( X )  i  Y c  F ( Y )  d a n y ch  i  t a k i c h ,  ż e  Y  -  X o r  ( o  o z n a c z a  z ł o ż e n i e  e u p -

■ i n ) .  W [8 l] , [82] z d e f in io w a n o  @  1 @  -  z ł o ż e n i e  X 1 Y  w s p o s ó b  n a a tę p u -

J ą c y :

f i ,  gd y  X ( x ) <  Y ( y ) ,
( X @ Y ) ( x , y )  -  4 , ( 5 . 3 7 )

[ Y ( y ) ,  gd y  X ( x ) >  Y ( y )

(o, gd y X ( x )< Y ( y )
( X ® Y ) ( x , y )  -  , ( 5 . 3 8 )

^ Y ( y ) ,  g d y  X ( x ) >  Y ( y )

x e X ,  y e Y .  Wówczas k a ż d a  r e l a c j a  R e F ( X » Y )  z a w a r ta  p o m ię d zy  X @ Y  i  

X @ Y  s p e ł n i a  ro zm y te  ró w n a n ie  r e l a c y j n e  X o  r  > Y .

W p r a c y  |l6] ro zw a ża n o  p ro b le m  z n a jd o w a n ia  r o d z in y  r o z w ią z a ń  d la  d a 

n y ch  Y  i  R p r z y  dodatkow ym  z a ł o ż e n i u  oj sk o ń czo n y m  w y m ia rze  p r z e a t r z e n i  

X  i  Y .  D la  t a k  p o s ta w io n e g o  z a g a d n ie n ia  i a t n i e j e  je d n o  r o z w ią z a n ie  na jw lęk- 

e z e  ( z b i ó r  X )  w y zn a c zo n e  z a  pomocą @  -  z ł o ż e n i a  1 e k o ń c z o n y  z b i ó r  r o z 

w ią z a ń  d o ln y c h  X ^ , X g , . . .  ,X ^ e  F ( X ) .  P ra w d z iw a  J e a t  i m p l i k a c j a  i 

j e ż e l i  X g C  x c x ,  a « 1 , 2 , . . . , 1 ,  to  X o  R ■ Y .  W arto ró w n ie ż  z a u w a ż y ć ,  ż e  

z b i ó r  r o z w ią z a ń  ró w n a n ia  X °  R ■ Y  z e  w z g lę d u  na X p r z y  d z i a ł a n i u  m in i

mum tw o r z y  p ó łg r u p ę  p r z e m ie n n ą .

P o d o b n ie  J a k  p o p r z e d n io ,  n o żn a  u d o w o d n ić  le m a ty  d la  rów nań z  i n f - s  o -  

p e ra to re m  z ł o ż e n i a .
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V "  V X @ ( X A R ) C R .  ( 5 . 3 9 )

X t  F ( X )  R t F ( X * Y )

Lemat 5.5

Lem at 5 .6

y  \ /  X A ( X @ ) Y )  D Y .  

X e F ( X )  Y  « F ( Y )

( 5 . 4 0 )

Lem at 5 .7

V  V  ( R < P > Y ) A R 3 Y .  

R t F ( X « Y )  Y t F ( Y )

( 5 . 4 1 )

Lem at 5 .8

y  R ( p ) ( X A R ) C X .  

X t  F ( X )  R 6 F ( X  * Y )

( 5 . 4 2 )

W y k o r z y s t u ją c  le m a t ( 5 . 5 - 5 . 8 )  można ud o w o d nić n a a t ę p u ją c e  t w ie r d z e n ie :  

TW IER D Z EN IE  5 .2

I .  C J a ż e ll  d l a  d a n y ch  X 6 F ( X ) ,  Y  6 F ( Y )  i s t n i e j e  R f  F ( X * Y )  s p e ł n i a j ą c a

ró w n a n ie  r e l a c y j n e  X A R  » Y  ( t z n .  J e s t  n i a p u s t y ) ,  to  n a jm n la js z a  r e l a 

c j a  ro zm y ta  R e flt dat a j e e t  f u n k c ją  p r z y n a l e ż n o ś c i :

8 -  X (^ )Y . ( 5 . 4 3 )

I I .  O e ż e l i  d la  d a n y ch  Y ( F ( Y )  i  R t  F ( X » Y )  i a t n i e j e  X « . F ( X )  s p e ł n i a 

j ą c y  ro z m y te  ró w n a n ie  r e l a c y j n a  X A  R * Y ( x  + <t> ), t o  n a jm n ie je z y  ż b ió r  roz

m yty X e  X  da n y j e a t  f u n k c ją  p r z y n a l e ż n o ś c i :

X -  R (| )Y . ( 5 . 4 4 )

O p e r a to r y  ' f  1 |?> d la  t -  1 a -n o rm  p r z e d 8 ta w lo n y c h  w p o p rze d n im  r o z d z i a 

l e  z e a ta w io n o  w t a b e l i  5 . 1 .  O p e r a to r y  « pj, f  2< (ł p 2  z i lu s t r o w a n o  na 

r y a .  5 . 1 - 5 . 4 .  W arto z w r ó c ić  uwagę na ró w n a n ia  z  o p e ra to re m  z ł o ż e n i a  s u p -

t , .  P r z y  p « oo o trzy m u je m y  m inim um ; l i n ( x t 1 y )  ■ m i n ( x , y ) ,  x , y e  [ p . l j  .  D la
p̂ oo

t e j  normy t r ó j k ą t n e j  ( i  ko n o rm y) r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia  r e la c y jn e g o  p r z e d -  

a ta w lo n o  w p r a c y  [81] , p r z y  c z y n  o d p o w ie d n i o p e r a t o r  p r z y jm u je  p o s t a ć :



X ^ Y

x<f2y =

х^3У =

x<f4 y =

XfgY =

х<Р6У =

xf7y =

50

Tabela 5.1

1 .

4  i fi operatory dla t- i e-norm, x.y e [o,£]

X <  у

ХА.У
1 - PV (l-y)p - (l-x)P'.x>y 1

1. x <  y

l o g  [1 ♦ ^ - l ) .( ^ ) ] < x > y
W - 1 

0 < v*<oo, W 1

X-P-y

0 . х >  у

pV v p- * p .' х <  у 

р >  1

0 . X >  у

1 - ! о д и [1  +
и 1_> ~  1

Х <  y
0  < W<oe , tv ft 1

1, x <  y

y/x , X > y X > y

1.

y.lT t xy(l-ft >
X - y+ yjf + xytl- x v

t > 0 /

1. X <  y

»>>
%>-l

1.

У*

1.

X = 1

P'Vl+y-P-x-P '

X <  y 

X > y

pe IR

' f e y

f 5y

О .

Ł - T - * .
1 -  X*

X >  у

x <  у

О . X >  у

ißf-uli-y* - Ц *  i* х< у 
ł  > о

О. X >  у

№
Я.>-1

‘/V
О .-

y.

О.

X f О 

X « О

X > у

1- [1-(1-хГр-(1-уГр]"1/р
X <  у

р е  R
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R y e . 5 , 1 .  Z a le ż n o ś ć  Х ^ У  (у “  0 , 3 )

!

R y e . 5 . 2 .  Z a le ż n o ś ć  х<Р2 У ( у  ■ 0 . 3 )
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y * 0 !b

Rys. 5 . 3 .  Zależność «jJ^y ( y  * 0 . 3 )

dla t-noray (Min)!

* * y

dla a-normy (maksimum):

* . y e  [ o .i]  .

xey

{
1 , dla x< 

y, dla x >

(
y , x< y  

O, x >y

( 5 . 4 5 )

( 5 . 4 6 )
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Z  r y s .  5 .1  1 5 . 4  w y n ik a ją  z a l e ż n o ś c i :

l l n ( x ' P 1y )  » x<*y, ( 5 . 4 7 )p-̂ co
l ira (x | & ,y )  ■ x £ y ,  ( 5 . 4 8 )

x , y  e [o.i] .

. T r a k t u j ą c  ró w n a n ie  Y  ■ X o r  ja k o  po d staw o w e, p r z e jd z ie m y  do p r e z e n t a 

c j i  r o z w ią z y w a n ia  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h  o b a r d z i e j  z ło ż o n y c h  p o s t a 

c i a c h .

5 . 2 .  R o z w ią z y w a n ie  z ło ż o n y c h  rów nań r e l a c y jn y c h

P rz e d s ta w im y  o b e c n ie  z a s t o s o w a n ia  m etody o t rz y m a n e j w p .  5 .1  d la  r o z 

w ią z y w a n ia  z ło ż o n y c h  rów nań r e l a c y j n y c h  o n a s t ę p u ją c y c h  p o s t a c i a c h :

Y * X 1 D X 2 0 . „ D X n n R ,  ( 5 . 4 9 )

Y -  X 1 A X z A . . . A X n A R ,  ( 5 . 5 0 )

o r a z

T  -  S  □  W, ( 5 . 5 1 )

T  -  S  A», ( 5 . 5 2 )

g d z l s :  XŁ t  F(X1 ),  1 »  1,2,... , n ,  Ye F ( Y ),  R e F ( ^  ł ^ Y ) ,  S f c F ( X * Z ) ,

m e F ( Z » Y ) ,  T e  F ( X  k  Y ) .

O la  k a ż d e g o  z  rów nań (5.49)-(5.52) z b i ó r  ro z m y ty  Y  1 r e l a c j i  T  ob

l i c z a n e  s ą  o d p o w ie d n io :

Y ( y ) ■ sup [x ^ (x^ )tXg( x 2 ) t . . . tX^( x^ )tR ( x ^ , S g , . . .  , x ^ , y )] ,  ( 5 . 5 3 )
x1eX1

ye y.

x_eX n n

Y ( y  ) ■ A nf (x ^  ) ® X g ( x 2  ) 8 • • (x ^  ) s R ( x ^  $x̂ f ę • • • $x ^  iy  )] i  (5 * 5 4 )

Xi€Xł 
x2tX2

ye Y ,  V  *n



T { x , y )  = s u p  [ s ( x , z ) t w ( z , y  )] ( 5 . 5 5 )
zćZ

T ( x , y )  = i n f  [ s ( x , z ) 8 W ( z , y )] ,  ( 5 .5 6ZfcZ
Xfe X ,  y  e Y .

P ro b le m  r o z w ią z y w a n ia  t y c h  rów nań możemy s fo rm u ło w a ć  t a k  j a k  p o p rz e d 

n i o .  A zatem  d la  ( 5 . 5 3 ) - ( 5 . 5 4 )  mamy:

( a )  N ie c h  X 1 ,X 2 , . . . , X n s ą  d a n e , n a le ż y  w y z n a c z y ć  R

( b )  N ie c h  R ,X 1 ,X 2 , . . . , X j _ 1 , X j + 1 , . . . ,X n , Y  s ą  d a n e , n a le ż y  w y z n a c z y ć  X j

( c )  N ie c h  R ,  Y  s ą  d a n e , n a le ż y  w y z n a c z y ć  X 1 ,X 2 , . . . , x n .

R o z p a trzm y  z a d a n ie  ( a ) .  W tym c e lu  zauw ażm y, ż e  ró w n a n ie  ( 5 . 5 3 )  n o żna  
z a p i s a ć  n a s t ę p u ją c o :

Y ( y )  -  s u p [ X ( x ) t R ( x , y  j] ( 5 . 5 7 )
n

x« X Xi
i « l

y e Y ,  g d z ie  X j e s t  r e l a c j ę  ro zm y tą  z d e f in io w a n ą  na i l o c z y n i e  k a r t e z j a ń -  

s k i a  p r z e s t r z e n i  X ^ ,  i  ■ 1 , 2 , . . . , n .  X dane J e s t  f u n k c j ą  p r z y n a l e ż n o ś c i :

X ( x )  -  X ( x 1 , x 2  x n ) -  X 1 ( x 1 ) t X 2 ( x 2 ) t . . . t X n ( x n ) .  ( 5 . 5 8 )

\
X±#

S t ą d  p o s ł u g u ją c  s i ę  z a l e ż n o ś c i ą  ( 5 . 3 5 )  o trz y m u je m y :

R -  X ® Y .  ( 5 . 5 9 )

c z y l i :

R ( x . y )  -  [x l ( x 1 ) t X 2 ( x 2 ) t . . . t X n ( x n ) ] < f Y ( y ) ,  ( 5 . 6 0 )

xxe x i (  y c  y .

W p r z y p a d k u  ( b ) ,  p r z y jm u ją c  z a ł o ż e n i e  n ie s k o ń c z o n e j  r o z d z i e l n o ś c i  * -  

norm y w zględem  supremum ( p o r .  [37]  ) z a le ż n o ś ć  ( 5 . 5 3 ) ,  można z a p i s a ć :

Y  -  X j  O ( X 1 0  X2 □ . . .  □ X J _1 0  X J + 1 D . . .  o  x n ) 0 8  « X j □  G , ( 5 . 6 1 )
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g d z ie  G j e s t  r e l a c j ą  ro z m y tą  równą

«
55 -

G -  x 1 D X 2 a . . . n x ;|_ 1 D X J ł l a . . . n x n a R ,

GE F(Xj X Y).
N a jw ię k s z y  z b i ó r  ro zm y ty  X j e  F ( * j )  J e 8 t  ró w n y:

X j  -  G ® Y ,

X H( x 1 ) -  i n f  [G (x  ,y  )tp Y (y)] , 
J  3 y e Y  J

Xj6 Xj.
R o z p a t r u ją c  ( c ) ,  ró w n a n ie  ( 5 . 5 3 )  z a p is z s m y  J a k o :

Y = X a R ,

a s t ą d  o trz y m u je m y :

X -  R ® Y .

P ro w a d z i to  do z a l e ż n o ś c i :

X ( x 1 , x 2 , . . . , x n ) -  in f^ [R (X l , x 2  x n ,y )< * Y (y j]  ,

x x t  X Ł , y  e Y .

Z b io r y  ro zm y te  X Ł , i  -  l , 2 , . . . , n  mogą b y ć  u z y s k a n e  p o p rz e z  

n ie  r e l l a c j i  & na o d p o w ie d n ie  p r z e s t r z e n i e :

X i  -  P r o j x ^ x ,

f c j / X j )  « su p  & (x 1 ( x 2 , . . .  , x n )

Xxt \ x

x2tX2

xi-lfcXl-l
xi+lCXi+l

x C X n

xie Xi*

( 5 . 6 2 )

( 5 . 6 3 )

( 5 . 6 4 )

( 5 . 6 5 )

( 5 . 6 6 )

( 5 . 6 7 )

rz u to w a -

( 5 . 6 8 )

( 5 . 6 9 )
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N a le ż y  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  z b i o r y  ro zm y te  o trzy m a n e  w w y n ik u  rz u to w a 

n ia  s p e ł n i a j ą  ( 5 . 4 9 )  w p r z y p a d k u , gd y  r e l a c j a  X j e s t  r o z k ła d a ln a  [3 l]  ,

[32] t z n .  da  s i ę  z a p i s a ć  w f o r m ie :

X ( x 1 , x 2 , . . . , x r|) = X 1 ( x 1 ) t X 2 ( x 2 ) t . . . t ^ n ( x n ) .  ( 5 . 7 0 )

W y n ik i d la  rów nań d u a ln y c h  ( 5 . 5 0 )  w yprow adza s i ę  w a n a lo g ic z n y  s p o s ó b .  

R o z w a ż a ją c  ró w n a n ie  r e l a c y j n e  T  ■ S O W  s fo rm u łu je m y  n a s t ę p u ją c a  z a d a 

n ia  :

( a )  dane S ,  T ,  n a le ż y  w y z n a c z y ć  W,

( b )  dane W, T ,  n a le ż y  w y z n a c z y ć  S .

Mogę one b y ć  r o z w ią z a n a  z a  pomocą n a s t ę p u ją c e g o  t w ie r d z e n ia :  

T W IER D ZEN IE  5 .3

I .  J e ż e l i  d la  d a n y ch  S t F ( X x Z )  i  T e  F ( X * Y )  i s t n i e j e  W e F ( Z * Y )  s p e ł 

n i a j ą c a  T  = S d i v ,  to  n a jw ię k s z a  r e l a c j a  ro zm y ta  W t F ( Z x Y ) ,  t a k a  ż e  T  ■ 

» S n w ,  dana J e s t  f u n k c j ą  p r z y n a l e ż n o ś c i :

3 ST ® T .  ( 5 . 7 1 )

W ( z .y )  -  i n f  [s T ( z , x ) ' f T ( x , y  3  , ( 5 . 7 2 )
x« X

z e  Z ,  y e Y .  ( S T  o z n a c z a  t r a n s p o z y c j ę  S j  S T ( z , x )  « S ( x , z ) ) .

I I .  J e ż e l i  d la  d a n ych  w e F ( Z * Y )  i  T e F ( X *  Y )  i s t n i e j e  S t  F ( X x  2 ) , t a k a  

ż e  T  ■ S n w ,  to  n a jw ię k s z a  r e l a c j a  ro zm y ta  Ś e F ( X * Z ) ,  T  « Ś  a  W ,dana j e s t  

f u n k c ją  p r z y n a l e ż n o ś c i :

Ś  -  ( W ® T T )T , ( 5 . 7 3 )

ś ( x , z )  -i i n f  [w(z.y >pTT ( y , x  )]1 , ( 5 . 7 4 )
\ y e Y  J

x t  x ,  z e  z .

D la  d u a ln e g o  ró w n s n ia  r e la c y jn e g o  ( 5 . 5 2 ) ,  p r z y  z a ło ż e n ia c h  T w ie r d z e n ia

5 . 3 ,  n a jm n ie js z e  r e l a c j e  ro z m y te  W i  S  w y r a ż a ją  s i ę  z a l e ż n o ś c i a m i :

W S T< £ )T , ( 5 . 7 5 )

W ( z ,y )  » 8 u p J s T ( z , x ) p T ( x , y ) ]  , ( 5 . 7 6 )
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Ś  -  (W<p>TT )T . ( 5 . 7 7 )

Ś ( x , z )  ■ -|su p  [ w (z ,y  )(&TT ( y , x ) ] j -  , ( 5 . 7 8 )

x e  X ,  y e Y ,  z e  Z .

Rów nan ia  r e l a c y j n e  o p o s t a c i  p r z e d s t a w io n e j  p o w yże j ( 5 . 5 1 - 5 . 5 2 )  można 

t e ż  t r a k to w a ć  Ja k o  u k ła d  rów nań r e l a c y jn y c h  in d e k so w a n y ch  w a r t o ś c ia m i y e Y .  

Wprowadźmy n a s t ę p u ją c e  o z n a c z e n ia :

T y ( x )  -  T ( x , y ) ,  ( 5 . 7 9 )

W y (z )  • w ( z , y ) ,  ( 5 . 8 0 )

yeY.
W ówczas ( 5 . 5 1 )  możemy p r z e d s t a w ić  w p o s t a c i  ró w n o w a żn e j:

T  ( x ) ■ s u p [ s ( x , z ) t W  ( z ) ]  -  s u p  [w ( z ) t S T ( z , x ) ]  = (W D S T ) ( x ) .  ( 5 . 8 1 )  
V z e z  y z e Z  y

W y k o r z y s t u ją c  T w ie r d z e n ie  5 .1  o trzy m u je m y  z a l e ż n o ś c i :

-  d la  T y i  ST  d a n ych  i  s p e ł n i a j ą c y c h  ( 5 . 8 1 ) ,  n a jw ię k s z y  z b i ó r  ro zm y ty  Wy , 

t a k i  ż e  Wy o S T  « T y , J e s t  ró w n y:

Wy -  ST® T y .  ( 5 . 8 2 )

P o n ie w a ż ( 5 . 8 2 )  o b o w ią z u je  d la  w s z y s t k ic h  y f c Y ,  r e l a c j a  ro zm y ta  W rów

na s i ę :

W -  ST® T .  ( 5 . 8 3 )

-  d la  Wy i  T y d a n y ch  i  s p e ł n i a j ą c y c h  ( 5 . 8 1 ) ,  n a jw ię k s z a  r e l a c j a  ro zm yta  

Ś y ,  t a k a  ż e  T y  ■ wy o Ś y , o b l ic z o n a  na p o d sta w ie  ( 5 . 3 5 )  równa a i ę :

s j  -  Wy ® T y . ( 5 . 8 4 )

Ś y ( z , x )  -  w ( z . y > f r ( x , y )  -  W j(z ,y ) fT T ( y , x ) ,  ( 5 . 8 5 )

z e  Z ,  x e  X .



J
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Ponieważ Sy zależy od y 1 zachodzi zależności

V K @ T T 3 s J ,  ( 5 . 8 6 )

y c  Y

w r e z u l t a c i e  o t rz y m u je m y :

£T  = n Ś7  ( 5 . 8 7 )
y e Y  y

c z y l i

Ś ( x , z )  -  J i n f  [ w ( z ,y t y T T ( y . z ) ] l  , ( 5 . 8 8 )[ytY J

x  i  X, z  e  z.

Omówimy o b e c n ie  w ie lo m ia n o w e  ro zm y te  ró w n a n ie  r e l a c y j n e  [65] o p o s t a c i :

I
M  (A 1 O X D B 4 ) -  Y ,  ( 5 . 8 9 )

1-1

g d z i e  > A1 e  F(X « 2 ) ,  X e  F(X* W ). B1 ® F (w  * Y ) .  Y f F ( X «  Y ) .

D ane s ą  r e l a c j e  A * , B * .  Y ,  p o s z u k u je m y  r e l a c j i  ro z m y te j s p e ł n i a j ą c e j

( 5 . 8 9 ) .  P r z y jm i jm y ,  ż e  p r z e s t r z e n i e  X ,  Y ,  W , 2 p o s ia d a ją  s k o ń c z o n ą  l i c z b ą

elem entów ^

X  "  {X1 *x 2 ................x n } '  y  “  { V i  • V 2  • • • ^ y n|  •

W - { wl ' " 2 ............ " p } '  * “ { z i ' z 2 ........... z r } ‘

R ó w n an ie  ( 5 . 8 9 )  można p r z e d s t a w ić  w ró w no w ażn ej p o s t a c i :

3 C D & - 2 *  ( 5 . 9 0 )
I y

g d z ie  A  J e s t  r e l a c j ą  ro z m y tą  ( m a c ie r z ą  r o z m y t ą )  s k o n s tru o w a n ą  na b a z ie  

A 1 1 B 1 ,  1 -  1 , 2 , . . . , I .  J e s t  ona dana z a l e ż n o ś c i ą :
• i

I
- IJ (A 1 ®  ( B i )T )T . ( 5 . 9 1 )

1-1

4
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A1 ©  ( B 1 )7

Ai ( x 1 . z 1 ) t ( B 1 )T  . . .  Ai ( x 1 , z r ) t ( B i )T

A ł ( xn .z 1 ) t (B 1 )T . . .  Ai (x n .z r ) t (B 1 )T

( 5 . 9 2 )

g d z ie  s

Ai ( x # , z v ) t ( B 1 )T  -  Ai ( x . , z v ) t

Bi(^.yi) ... Bł(w .y^ 

B1 (w1 , y m) . . .  B1 (wp . y n )

[A1(xe.zv )tBi(w1,yj2, ( 5 . 9 3 )

8 * l | 2 f  t«« |H| V 88 |T| X ■ 1 »Pi j  ■ |in«

X  i  s ę  z b io r a m i  ro zm y ty m i o f u n k c ja c h  p r z y n a l e ż n o ś c i  sk o n stru o w an ych

w o p a r c iu  o r e l a c j a  ro z m y te  X  i  Y :
• • ■ . 1 f

X  -  [ x ( z 1 ,w 1 ) x ( z 1 ,w2 ) . . . x ( z 1 ,wp ) x ( z 2 t w1 ) . . . x ( z r ,wp )] ,  ( 5 . 9 4 )

[Y(x1,y1)Y(x1.y2)...Y(x1,y|ł)Y(x2 ,y1)...Y(xn,yi|1il • (5.95)

R o zm yte  ró w n a n ie  r r l a c y j n e  ( 5 . 9 0 )  ro z w ią z u je m y  k o r z y s t a j ą c  z  w yników

u z y s k a n y c h  p o p r z e d n io ,  Z a c h o d z i  bow iem :

W a n a lo g ic z n y  sp o s ó b  ro z w ią z u je m y  ró w n a n ie  d u a ln e :

I
P |  (A 1 A  X A B 1 ) -  Y ,

i-1

k t ó r e  możemy z a p i s a ć  w p o s t a c i :

a a  -y.
A  o b l i c z a n e  j s s t  z  z a l e ż n o ś c i

$  ~  H  (A 1 ®  ( B 1 )T )T . 

1-1
OC i  y  n a to m ia s t  dane s ą  w zo ram i ( S . 9 4 ) - ( 5 . 9 5 ) .

( 5 . 9 6 )

( 5 . 9 6 )

( 5 . 9 7 )

( 5 . 9 8 )



6 .  METODY NUMERYCZNE W ROZWIĄZYWANIU PROBLEMÓW ROZMYTYCH 

RÓWNAŃ RELA CYJN YCH

D y s k u s ja  p re ze n to w a n a  w p o p rze d n im  r o z d z i a l e  d o t y c z y ła  a n a l i t y c z n y c h  me

to d  r o z w ią z y w a n ia  rów nań r e l a c y j n y c h .  M etody t e  o b o w ią z u ją  p r z y  z a ł o ż e 

n i u ,  ż e  z b i ó r  r o z w ią z a ń  j e s t  n i e p u s t y .  O b e c n ie  p r z e d s t a w io n e  z o s t a n ą  me

to d y  n u m e ry c z n e , k t ó r e  nogą z n a l e ź ć  z a s t o s o w a n ie  u; p r z y p a d k u  p r z y b l i ż o n e 

go r o z w ią z y w a n ia  ró w n ań . L i t e r a t u r a  z  z a k r e s u  n u m e ry c zn y c h  m etod o p t y m a li

z a c j i  J e s t  o b s z e r n a  ( n p .  |~30] , [ 7 8 ]  ) ,  d la t e g o  t u t a j  p o ru szy m y  podstaw ow e  

p ro b le m y  i  s p o s ó b  i c h  fo rm u ło w a n ia . P r z e d s t a w io n a  z o s t a n ie  m etoda i t e r a 

c j i  p r o s t y c h  p o z w a la ją c a  na r o z w ią z a n ie  p o s ta w io n y c h  z a d a ń .  P r z y jr a ie m y ,ż e  

p r z e s t r z e n i e  X i  Y  p o s ia d a ją  s k o ń c z o n ą  l i c z b ę  e le m e n tó w : X » n ,  Y »  m.

W prow adzim y n a s t ę p u ją c e  o z n a c z e n ia :

X(xi ) - xl£ [o.l] , (8 .1 )

R(xi,y;J) - r±j e [o.l] , (6.2)

V(yj ) = Yj e [0,1] , (6.3)

i  8 1 . 2 , . . . , n , J  ■ 1 , 2 , . . . ,m.

Z b io r y  ro zm y te  x, £  o r a z  r e l a c j a  R będą re p re z e n to w a n e  w p o s t a c i

w ekto ró w  i  m a c ie r z y :

x = [xlfx2,... ,xj , (6.4)

1 " [y1.y2 vj-

R “  [ r ± J]  i -  l , 2 , . . . , n , j -  1 , 2 , . . . ,ra. ( 6 ^ 6 )

6 . 1 .  N u m e ryczn e  r o z w ią z y w a n ie  rów nań r e l a c y j n y c h  x n R  = %

P o d o b n ie  ja k  w r o z d z i a l e  5 p r z y  ro z w ią z y w a n iu  rów nań x n R  = %  można 

s fo rm u ło w a ć  dwa podstaw ow e p ro b le m y :

I  dane s ę  z b i o r y  x  i  jr ,  n a le ż ą  w y z n a c z y ć  R ,

I I  dane s ę  z b i o r y  ^  i  r e l a c j a  R , n a le ż y  w y z n a c z y ć  x .

W p r z y p a d k u , gd y z b i ó r  ro z w ią z a ń  j e s t  n ie p u s t y ,  n a jw ię k s z ą  r e l a c j ę  R

( I )  i  z b i ó r  ro zm y ty  x  ( I I )  m ożna w y z n a c z y ć  z g o d n ie  z  Tw . 5 . 1 .  W p r z e c iw 

nym r a z i e  p ro b ls m y  ( I ) - ( I I )  s fo rm u łu je m y  n a s t ę p u ją c o  [72] :

I  dane sę  z b i o r y  x  i  y ,  z n a l e ź ć  r e l a c j ę  R , k t ó r a  m in im a l iz u je  w sk a ź

n ik  j a k o ś c i  ( k r y t e r iu m )  Q,

I I  ^  i  R s ę  d a n e , z n a l e ź ć  z b i ó r  x  m in im a l iz u ją c y  Q.

W sk a źn ik  j a k o ś c i  Q z d e f in io w a n y  J e s t  ja k o  o d le g ło ś ć  9  p o m ię d zy  z b i o 

ra m i ^  i  £ ,  Q » 9 (.%>%)> g d z ie  y  d la  obu p rzyp a d kó w  o b l ic z a n e  j e s t  z  

z a l e ż n o ś c i :

£  m x  □  R . ( 6 . 7 )

W d a ls z y m  c ią g u  o g ra n ic z y m y  d y s k u s ję  do o d l e g ł o ś c i  E u k l id e s o w e j.  O trzym u 

jem y zatem  n a s t ę p u ją c e  z a d a n ia  o p t y m a l i z a c j i  n i e l i n i o w e j  z  o g r a n ic z e n ia m i :
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min9E(£,y.), (6.8)
R 6 P (X * Y )

IX

m in 9E ( £ , ^ ) .  ( 6 . 9 )

x £ F ( X )

Z a d a n ia  ( 6 . 8 ) - ( 6 . 9 )  mogę b y ć  z a p is a n e  w p o s t a c i  ró w n o w a żn e j, k t ó r a  u -  

w y p u k la  l i c z b ę  zm ie n n y c h  i  o g r a n ic z e ń :

-  d la  ( 6 . 8 ) :

min9E(£,^), (6.10)

0< rAj < 1,

d la  ( 6 . 9 ) s

min9E(£,x). (6.11)

0 $  x ± < 1

1 B 1 , 2 , . . . , n ,  j  a 1 , 2 , . . . ,m.

T a k  p o s ta w io n e  p ro b le m y  mogę s t a n o w ić  z a d a n ia  d la  a n a l i z y  n u m e ry c z n e j.  

Z a p ro p o n u je m y t u t a j  m etodę i t e r a c j i  p r o s t y c h  p o z w a la ją c ą  na o t r z y m a n ie  

r o z w ią z a ń  ( 6 . 8 )  i  ( 6 . 9 ) .
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Many n a s t ę p u ję c e  s c h e m a ty  i t e r a c y j n e :

R ( k + 1 )  .  R ( k )

x ( k + D  -  x ( k > - c < . 6 ( x )

R-R^k )

x - x < k >'

(6 .1 2 )

( 6 . 1 3 )

g d z i e :  k o z n a c z a  num er k ro k u  i t e r a c j i ,  k -  0 , 1 , . . . ,  w e p ó łc z y n n ik c * k do

b ie r a n y  j e s t  e k s p e r y m e n t a ln ie  t a k ,  ab y u z y s k a ć  d u żę  s z y b k o ś ć  z b i e ż n o ś c i ,  

b e z  o s c y l a c j i ,  a J e d n o c z e ś n ie ,  by o trz y m a n e  w y n ik i  m i e ś c i ł y  s i ę  w p r z e 

d z i a l e  [O ,l]  .  D o b re  r e z u l t a t y  d a je  n ie r o e n ę c y  c i ę g  c$k j

° ł k « l / ( c + k  ) , ( 6 . 1 4 )

p r z y  c  > 0 , 3t > 0 .

F u n k c je  F i  G otrzym am y w w y n ik u  fo rm a ln e g o  z r ó ż n ic z k o w a n ia  odpo

w ie d n ic h  o d l e g ł o ś c i  w zg lę d e m  R i  x*

F(R) m^ RQ.

G ( x )  ■ V  Q. £

( 6 . 1 5 )

( 6 . 1 6 )

Z g o d n ie  z  ( 6 . 1 2 )  możemy z a p i s a ć  n a s t ę p u ję c o :

r vw+ l )  ■ r ^ ) -  2oę[ ? « ? j * i t r iw )  -  V „ ] pvl^Kn ( 6 . 1 7 )

r  - r < k >VW VW

vw

a ( x v t r v w )
- 3— --------. j e ż e l i  m e x (x 1 t r i | ł ) -  x v t r yw

™  l < i < n

0 , w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m

( 6 . 1 8 )

v  ■ 1 , 2 , . . . , n ,  w -  1 , 2 , . . . ,m , k ■ 0 , l , . . . , o ę k p rzy jm u je m y  w p o e t a c i  6 . 1 4 ) ,  

g d z ie  w e p ó łc z y n n ik  s t o ł y  c  d o b ie ra m y  w w y n ik u  o e z e c o w a n la  i

‘ •up{2[-ax(x1tri|t) " »“Pi
a ,b t[o ,iJ i <  i< n  ) a,be[o,lJ

( 6 . 1 9 )
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Schem at i t e r a c y j n y  ( 6 . 1 3 )  możemy ró w n ie ż  p r z e d s t a w ić  n a s t ę p u ję c o :

x(k* D  . xo o  _ * k . 2 2  ^ * i (trij) - yj]Pjv* (6*20)
j« l •*"*** n

0 ( X  t r  , )— J — iJ- jeżeli « « x ( x ± t r ± 1 ) -  x  t r  , 
<>\ lCKn 1J v

0 , w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m

(6 .21)

P o d o b n ie  J a k  p o p rz e d n io  w e p ó łc z y n n ik  c  d o b ie ra m y  na p o d sta w ie  o s z a c o 

w a n ia :

c ■ 2 2  t>â i t r l j  > -  »j l  | Pjv| < 2na *b*“ęó , f ] ^  (6,2Z)

Z i lu s t r u je m y  o b e c n ie  d z i a ł a n i e  o p ie a n e g o  sch e m a tu  i t e r a c y j n e g o  d la  rów

nań w m ax-m ln z ło ż e n ie m :

j ■ xo R, ( 6 . 2 3 )

t z n .  :

( 6 . 2 4 )

i-l

j ■
Poch od nę ^ ( m l n ^ b ) .). z d e f in iu je m y  n a e tę p u ję c o  ( p o r .  [?2] ,  [96] ) :

<X«ln(a.b))
Se

1 ,  d la  a <  b 

0 , d la  a > b

( 6 . 2 5 )

S ch e m a ty  i t e r a c y j n e  p r z y jm u ję  p o s t a ć :  

-  d la  I

vw+ l )  ■ W  “  ^ k { \ /  ( x i A r lw )  -  y , } p.
'i-l f  - r < k >* «Hi i/u<

( 6 . 2 5 )
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v » 1,2,

1 .  d la  xv A  r v w >  \ /  ( x ± A r l w ) i  x v > r v 

i-1
/ i*V

O , w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m  

■ 1 , 2 , . . . , №  o r a z

\  - 1/(2+^).

-  d la  I I

( 6 . 2 6 )

( 6 . 2 7 )

, ( k * l )  .  ( k )xVk) - 2<^ 2  [\/ (X1A rij> - Vj]pjv 
j»l i-1 .(■o

( 6 . 2 8 )

PJv ■ J

1 .  d la  x v A r v j >  \J  ( x i A r i J ) i  x v < r ,

i - 1  
1

O, w p rz y p a d k u  p rze c iw n y m

v j

( 6 . 2 9 )

%  -  l / ( 2 n + k ^ ) . ( 6 . 3 0 )

P r z y k ła d o w o , r o z p a t r u j ą c  I  i  s t o s u j ą c  8chem at i t e r a c y j n y  z  w aru nkiem  

po czętkow ym  -  O , v  -  1 , 2 , . . .  , n ,  w « 1 , 2 , . . .  ,m ( ł t =  O ) otrzymujemy cięg:

rlV  ■ °*33 Vw* rvw) ■ °'66 Yw' rvw} - °-92 Vw- łira W  ■ Vw.k-*-o©
P rz e d s ta w im y  o b e c n ie  p r z y k ł a d  n u m e ry c zn y .

P r z y k ła d  6 .1

N ie c h  r e l a c j a  R b ę d z ie  dana w p o s t a c i,  n a a t ę p u ję c e j  m a c ie r z y :

1 .0  0.6 0.2"
0.5 ,0.8 0.0

z b i ó r  z a ś  ro zm y ty  ^  j e s t  rów ny [o.5 0.8 0.2] .  Można ła tw o  s t w i e r d z i ć ,

ź e  ró w n a n ie  x o  R » y  ma r o z w ią z a n ie .  Z a s to s o w a n ie  © -  z ł o ż e n i a  ( p a t r z  
r o z d z i a ł  5) d a je :

£ . r@*. - [o, 5 1 .0].
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A lg o ry tm  o p is a n y  p o w yże j z o s t a ł  p r z e te s to w a n y  d la  t r z e c h  c ię g ó w  :
O 2

d la  c ię g u  s t a łe g o  -  l / ( '2 m + l ) ,  d la  c ię g ó w  n ta le ję c y c h  ■ l/ (2 m + k  '  )

i  oęk = l/ (2 m + k 2 *3 ) .  Punktem  sta rto w y m  we w s z y s t k ic h  p rz y p a d k a c h  j e s t  z e 

rowy z b i ó r  ro zm y ty  x  = O = [b .O  0 .0 ]  .  W y n ik i o b l i c z e ń  z i lu s t r o w a n e  są 
na r y s .  6 . 1 .  C ią g  s t a ł y  p o zw a la  na u z y s k a n ie  s z y b s z e j  z b i e ż n o ś c i  w porów 

n a n iu  z  m a le ję c y m i c ię g a m i o( k . W arto z w r ó c ić  uw agę, ż e  d la  p ie r w s z y c h  

dwóch c ię g ó w  o s i ę g n i ę t o  z b i ó r  ro zm y ty  równy [ 0 .5  0 .8 ]  (Q = 0 ) . C i ę g  t r z e 

c i  m a le je  z b y t  s z y b k o ,  co w r e z u l t a c i e  p o w o d u je , ż e  w s k a ź n ik  J a k o ś c i  n ie  

o s ię g a  z e r a .
Pow tórzym y o b l i c z e n i a  d la  in n e g o  z b io r u  ro zm y te g o  ^  = [ 0 ,2  0 . 5  l . o ]  ,

k t ó r y  n ie  s p e ł n i a  ró w n a n ia  ( 6 . 3 3 ) .  D la  c ię g u  ( 1 )  i  ( 2 )  o trzym u je m y ten sam 

z b i ó r  ro zm y ty  x ■ T0 »35 ° * 351 • c l 39 ( 3 ) n ie  p o zw a la  na u z y s k a n ie  m ałych

w a r t o ś c i  Q -  z ja w is k o  to  w y s t ę p iło  j u ż  d la  z b io r u  ro zm yte go  x  a ż y te g o  

p o p r z e d n io .
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6.2. Dekompozycja relacji rozmytych

Innym  in t e r e s u ją c y m  pro b lem e m , k t ó r y  w y n ik a  b e z p o ś r e d n io  z  z a s to s o w a ń  

z b io r ó w  ro z m y ty c h  w t e o r i i  eyetem ów  ro z m y ty c h  J e a t  d e k o m p o zy c ja  r e l a c j i  ro z

m y t e j.  Oana j e e t  r e l a c j a  R t F ( X * Y ) ,  n a le ż y  z n a l e ź ć  z b i o r y  ro zm y te  x e F ( X )  

i  y e F ( Y ) ,  k t ó r e  e p e ł n i a j ę  z a l e ż n o ś ć :

x  x y -  R ,  ( 6 . 3 1 )

w k t ó r e j  "X'' o z n e c z a  i l o c z y n  k a r t e z j a ó a k i  z b io r ó w  x  i  jj,. J e ż e l i  ( 6 , 3 1 )

j e e t  s p e łn io n e ,  w ted y mówimy, ż e  r e l a c j a  ro z m y ta  J e e t  d e k o m p o n o w a ln a .F o r

m u łu j«  c  n i n i e j s z y  p ro b le m  od « t r o n y  n u m e r y c z n e j,  r o z p a t r z m y  w e k a ź n ik  ja k o 

ś c i :

n B
« - 2  2  (xitVj - rij)2* (6*32)

i-i j-i

P ro b le m  o p t y m a l i z a c j i  po etew lm y n a s t ę p u ją c o :

m in -O . ( 6 . 3 3 )
xeF(X)
ZeF(Y)

R ó w n an ia  sch e m a tu  i t e r a c y j n e g o  dane 89 w p o s t a c i :

x ( k + l )  .  * ( k )  _  o. F ( x )

.00 ( 6 . 3 4 )

xk*ł - xk -(k„8(x) x-x ( k )
( 6 . 3 5 )

T r a k t u j ę c  t  ■ m in , d o s ta je m y  i

m
F(x) - 2 ^  (xv A y j " rvj)PjV (6*36)

j-1

n

® ( y )  , 2  J  ( x l A y w "  r jw )Wiw  ( 6 . 3 7 )
1-1

/
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g d z i e :

jv

'iw

1. xv < Vj

v  -  1 , 2 , , n ,  w » 1 , 2 ,

0 ,  w p rzy p a d k u  p rze ciw n ym

1, V„ < x±

O , w p rzy p a d k u  p rze ciw n ym  

o r s z

-  i/ (2 ra + k  )

j5k -  l / ( 2 n + k  ) .

P r z y k ła d  6 .2

Z a s to s o w a n ie  ( 6 . 3 4 ) ~ ( 6 . 3 5 ) do n a s t ę p u ją c e j  r e l a c j i :

0 . 5  0 . 2  0 . 5  0 . 5

0 . 3  0 . 2  0 . 3  0 .3

0 . 6  0 . 2  0 . 9  0 . 5

0 . 6  0 . 2  0 . 9  0 . 5

0 . 4  0 . 2  0 . 4  0 . 4

( 6 . 3 8 )

( 6 .3 9 )

( 6 . 4 0 )

( 6 . 4 1 )
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d o s t a r c z a  d e k o m p o z y c j i:

x -  [ 0 .5  0 . 3  0 . 9  0 . 9  0 .4 ]  ,
/

X  -  [ 0 .6  0 . 2  0 . 9  0 .5 ]  .

(w a ru n e k  p o c z ą tk o w y  i t e r a c j i  x ( 0 )  -  0 .  -  0 ) .  W a r t o ś c i  w s k a ź n ik a  ja k o 

ś c i  Q ( f i . 3 2 )  w z a l e ż n o ś c i  od l i c z b y  i t e r a c j i  p r z e d s t a w io n e  89 na r y s u n 
ku 6 . 2 .

7 .  PROBLEMY ID E N T Y F IK A C J I  1 STEROWANIA W SYSTEMACH ROZMYTYCH

W n in ie j s z y m  r o z d z i a l e  s fo rm u łu js m y  1 p rze d s ta w im y  r o z w ią z a n ie  p r ó b ie -  

■u I d e n t y f i k a c j i  w s y s te m a c h  ro z m y ty c h  o p is a n y c h  ro zm y ty m i ró w n a n ia m i r e 

la c y jn y m i  d y sku to w a n ym i p o p r z e d n io .  P ro b le m  I d e n t y f i k a c j i  J e e t  l a t o t n y  1 

podstaw ow y z  t e o r e t y c z n e g o  1  a p l ik a c y jn e g o  p u n k tu  w id z e n ia .

O trzy m a n y  m odel e ta n o w i b a zę  d l a  p r e z e n t a c j i  z a g a d n ie ń  s t e r o w a n ia  w s y 

ste m a ch  r o z m y ty c h . W s p o s ó b  o b s z e r n y  p r z e d s t a w io n a  z o s t a n ie  Id e e  ro z m y te j  

d y e k r e t y z a c j l  p r z e s t r z e n i  e ta n u  1  p r z e e t r z e n l  a t e r o w e n la ,  k t ó r a  u ła t w ia  

l a p l e a e n t e c j «  a lg o ry tm ó w  e te r o w a n la  1  i d e n t y f ik a c j i . Z a p r e z e n t o w a n y  z o s t a 

n ie  ró w n ie ż  epoeób o trz y m y w a n ia  r e l e c j i  r e g u le t o r a  ro z m y te g o . W y k o rz y e tu -  

J * c  dane B o x a - J e n k in s a  om ówiony z o e t e n ie  w epo eó b s z c z e g ó ło w y  a lg o r y t m  

I d e n t y f i k a c j i .

7 . 1 .  H sto d e  I d e n t y f i k a c j i  w eve te rn ach  ro zm y ty ch

Z a d a n ie  t w o r z e n ie  m odelu » « te m a ty c z n e g o , k t ó r y  o d z w le r c le d le ł b y  w ie d z«  

o e y e t e a le ,  e te n o w l e ta p  k r y t y c z n y .  J e ż e l i  m odel te n  n ie  J e e t  e d e k w s tn y ,  

d a ls z a  k r o k i  a n a l i z y  c z y  e y n t e z y  ( n p .  p r e d y k c j i  c z y  s t s r o w a n ia )  mogę b y ć  

p o zb a w io n e  e e n e u . Z a z w y c z a j  ( p o r .  [1 4 ] , [3 3 ]  ,[ 8 5 ]  ) omawia s i ę  dwa a s p e k 

t y  m o d e lu , t z n .  je g o  e t r u k t u r ę  1 w e r t o ś c l  w prow adzonych p a ra m e tró w . O g ó l»  

na p r o c e d u r a  i d e n t y f i k a c j i  może b y ć  p o d z ie lo n a  na t r z y  a t a p y s

1 )  p r z y j ę c i a  s t r u k t u r y  m o d s lu ,

2 ) w y z n a c z e n ie  w a r t o ś c i  n u m e ry czn y ch  w e p ó łc zy n n ik ó w  m o d e lu ,

3 )  te e to w a n ie  p o p ra w n o ś c i o trzy m a n e g o  m o d e lu .

R o z p a t r u ją c  modelja system ó w  ro z m y ty c h  p r z y j ę t e  w fo r m ie  ro z m y ty ch  rów

nań r e l a c y j n y c h  1  d y s k u t u ją c  s t r u k t u r ę  m odelu n a ls ż y  z w r ó c ić  uwagę n a :

a )  r z ę d  ró w n a n ia  r e l a c y jn e g o  o p is u ją c e g o  s y s te m  ro z m y ty .

b )  t y p  ró w n a n ia  r e la c y jn e g o  ( e u p - t ,  i n f - s  o p e r a t o r  z ł o ż e n i a )  o r a z  normę

t r ó j k « t n « .

P ro b le m  i d e n t y f i k a c j i  s fo rm u łu je m y  n a s t ę p u ją c o  [22] , [ 25 ] : Dana j e s t

r o d z in a  z b io ró w  ro z m y ty ch  (d a n e  ro z m y te )  z w ię z a n a  z  system em  rozm ytym  i  

w s k a ź n ik  j a k o ś c i  Qi n a le ż y  w y z n a c z y ć  s t r u k t u r ę  i  p a ra m e try  m odelu (ró w n a

n ia  r e l a c y j n e g o )  t e k ,  ab y m in im a liz o w a ć  <j:

J rain Q, (7 .1 )
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g d z ie  m in i m a l i z a c j a  p ro w ad zo n a  J e s t  z e  w zg lę d u  na s t r u k t u r ę  ( r z ą d  i  ty p  

r ó w n a n ia ) ,  norm ę t r ó j k ę t n ę .  j e j  p a ra m e tr  ( j e ż e l i  i s t n i e j e )  o r a z  f u n k c j ę  

p r z y n a l e ż n o ś c i  r e l a c j i  r o z m y t e j ró w n a n ia . P o g lą d o w y sch e m a t i d e n t y f i k a c j i  

w s y s t e m ie  rozm ytym  p r z e d s t a w io n y  j e s t  na r y s .  7 . 1 .

R y s .  7 . 1 .  I l u s t r a c j a  p ro b le m u  i d e n t y f i k a c j i  w s y s te m a c h  ro zm y ty ch

i d e n t y f i k a c j i  ro z p o c z n ie m y  od p r z y p a d k u ,  gd y

1 Y ± t  F ( Y )  tw o r z ą c e  e le m e n ty  d a n y ch  ro z m y ty ch  

s p e ł n i a j ?  ró w n a n ie  s y s te m u , k t ó r e  p r z y jm u je  p o s t a ć :

Y  -  X □  R , ( 7 . 2 )

V  VŁ  “  X 1 D R .  ( 7 . 3 )

1 <  i <  N

W c e l u  w y z n a c z e n ia  n ie z n a n e j  r e l a c j i  R s k o r z y s t a m y  z  t w ie r d z e n ia  5 .1 .  

Z g o d n ie  z  ( 7 . 3 )  mamy:

^ 1 - X i ® Y 1 . ( 7 . 4 )

i  -  1 . 2 . . . . ,N ,  i

R C ^ .  ( 7 . 5 )

D y s k u s ję  z a d a n ia

T zyatki^ XJLfc F(X)
X l * Y l )} i - 1 . 2 , . . . , N

t z n .  z a c h o d z i ł

\
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B i o r ą c  pod uwagę z b i ó r  r e l a c j i  R ^ , r e l a c j ę  m odelu w yzn aczam y ja k o  i l o 

c z y n  p o s z c z s g ó ln y c h  r e l a c j i  R ^ :

f |  R* ( 7 . 6 )

1-1

$ ( x .y )  -  * in  ^ ( * . , y ) .  (7 .? )
1<1<N

R o z p a t r u ją c  s y s te m  d u a ln y  o p ie a n y  ró w nan iem :

Y  -  X A  R ( 7 . 8 )

i  p r z y jm u ją c  z a ł o ż e n i e :

\ /  -  X 1 a R . ( 7 . 9 )

1 <  1 C N

a n a s t ę p n ie  s t o s u j ą c  t w ie r d z e n ie  5 . 2 ,  o trz y m u je m y :

N

R - [J ( X ± ®  Y ± ) .  ( 7 . 1 0 )

i-1

t z n * :

R ( x , y ) -  max [x t ( x ) p Y i (y  3  .  ( 7 . 1 1 )

Ki^N

Z a c h o d z i  tu  i n k l u z j a :

R c R .  ( 7 . 1 2 )

Z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ?  ( 7 . 5 )  lu b  ( 7 . 1 2 )  o trzy m a n e  r e l a c j e  r ó ż n ię  s i ę  o d i 

r e l a c j i  R .  Podamy o b e c n ie  t w ie r d z e n ia ,  k t ó r e  p r e c y z u ję  w a ru n k i p o zw a la 

ją c e  na o t r z y m a n ie  r ó w n o ś c i r e l a c j i  -  R -  R .

TW IER D Z EN IE  7 ,1  

J e ż e l i :

I  X 1 C3R -  Y t ,  ( 7 , 1 3 )

K i < N

I I  f -  N . ( 7 . 1 4 )
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I I I  X ± s ą  zd e g e n e ro w a n y m i z b io r a m i  ro z m y ty m i, t z n .

1 ,  d la  x  ■ x .
X 1 ( x )

s p e ł n i a ją c y m i  w aru nek

to

O , w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m

o a x  X i ( x )  ■ 1 ,  

x t  X  1<1<N

R « R .

D o w ó d
R o z p a trzm y  i 0 - t 3 P®<*ę z b io r ó w  ro z m y ty c h  X , Y  , i  » 1 , 2 , ,

Ł0 i 0 0
n ie  z  z a ło ż e n ie m  ( i )  o trz y m u je m y :

Y  ( y )  » a u p [x  ( x ) t R ( x , y ) ] »  m e x | s u p [x  ( x ) t R ( x , y j ]  , X ( x  
O x  c  X  0  V.xeX 0  0  i

x # x .

t R ( x ,  ,y ) J -  -  R ( x  , y ) ,
0 ) Ło

y t  Y .

S t ą d  mamy:

( X t  © Y .  ) ( x . y )  -  X  ( x ) - f Y  ( y )  .  . 
l0 Ł0 10 i0

1. X*X1„ (

R ( x ł  , y ) , x - x  
Ł0 Ł0

B i o r ą c  i l o c z y n  p o w y ż sz y c h  r s l a c j i :

N

H (xi ® V
V 1 o o

z a c h o d z i  r ó w n o ś ć :

H  (X  ®  Y  ) -  R .
xo ŁoV 1

( 7 . 1 5 )

( 7 . 1 6 )
/

( 7 . 1 7 )

, . .  .N .Z g o ó -

) t
0

( 7 . 1 8 )

I

( 7 . 1 9 )

( 7 . 2 0 )

( 7 . 2 1 )

V

Ola dualnego równania relacyjnego (7.8) zachodzi twierdzenie:

TWIERDZENIE 7 1 
Jeżeli:

I V  Xl A R “ Yi
1 < U N  

II X - N.
III Xt są zbiorą«! rozmyty«! spełniającymi warunki:
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( O , x  -  x t

.

1, w przy
przypadku przeciwny«

y  «In *t(*) • O. 
k « X K U N

CO
& m R.

O 0 W 6 d

01« u«tc lo n e g o  i0 >iQ -  1*2 ............ N z g o d n ie  z (X) mamy.

Y .  ( y )  -  i n f [ x  ( x ) s R ( x , y )] -  
‘ o  x e X  ł 0

iJlnf [x. (x)sR(x,y), X (x )sR(x .yjl - R(x ,y),
lxcX *0 Ł0 *0 l0 J ł0

mii

x+x4

y  e Y.
O b l i c z a j ą c  d a l e j ,  w y k o r z y e t u je  s i ę  ró w n o ś ć :

R ( x ł  , y ) ,  d la  x  -  x t

( X .  ® Y  ) ( x , y )  -  X ( x ) A Y  ( y )  -
i 0 10 0 o

0 *0 
0 ,  d la  x  i x.

s k ą d  w o p a r c iu  o ( 7 . 1 0 )  d o s t a je a y :

U (xi0@>V ■R*

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

( 7 ,  2 » )

( 7 . 2 7 )

( 7 . 2 8 )

( 7 . 2 9 )
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O g ó ln ie  r z e c z  b l o r ę c ,  w w ie lu  s y t u a c j a c h  z a ł o ż e n i a  ( 7 . 3 )  1 ( '7 ,4 )  n ie  
s o  s p e łn io n e  b ę d ż  s p e łn io n e  e g  w p r z y b l i ż e n i u .  O la  rów nań r e l a c y j n y c h  z  

s u p -m in  { 1  d u alnym  in f - m a x )  o p e ra to re m  z ł o ż e n i e  p ro b le m  w y z n a c z a n ia  w s p ó ł-  

c z y n n ik ó w  m odelu ( r e l a c j i  R )  z o s t a ł  r o z w ię z a n y  d z i ę k i  z a s t o s o w a n iu  p o ję 

c i a  z b i o r u  p r o b a b i l i s t y c z n e g o ,  n p . [42]  -  [45]  , [7 l]  .  W p r a c a c h  t y c h  s f o r 

m ułowano p o j ę c i e  s p e ł n i a n i a  ró w n a n ia  m odelu w e e n s ie  ś re d n im  i  dokonano  

o ce n y  u z y s k a n e g o  m o d e lu .

Po w p ro w a d ze n iu  s u p - t  i  o d p o w ie d n io  i n f - s  z ł o ż e n i a  i s t n i e j e  m o ż liw o ś ć  
z n a l e z i e n i a  t a k i e j  norm y t r ó j k ę t n e j  1 o k r e ś l e n i a  J e j  p a ra m e tru  t a k ,  ab y  

z m in im a liz o w a ć  z a d a n y  w s k a ź n ik  J a k o ś c i .  W tedy d la  m odelu o u s ta lo n y m  r z ę 

d z ie  i  d a n y ch  z b io r a c h  ro z m y ty c h  (X  , Y  ) ,  i  » 1 , 2 , . . . ,N  n a le ż y  o k r e ś l i ć  

ta k ę  norm ę t r ó jk ę t n ę  ( i  j e j  p a r a m e t r .  J e ś l i  i s t n i e j e )  i  r e l a c j ę  R « F ( X * H ) ,  

k t ó r a  m in im a l iz u je  Q;

m in Q, ( 7 . 3 0 )

R Ł F ( X * Y )

®1* ®2

g d z ie  Q o b l i c z a n e  j e s t  z g o d n is  z e  w zo ra m i 1

-  d la  t -n o rm y  :

N

Q ■ 2 9 ( X i D R * V *  ( 7 . 3 1 )
i - 1

-  d la  e -n o r m y :

N

Q - 2 ^ XiA R *Yi>' (7,32)
i-1

g d z i e  ę  j e s t  o d l e g ł o ś c l ę  p o m ię d zy  o d p o w ie d n im i z b io r a m i  ro z m y ty m i.

O trzy m a n a  w a r t o ś ć  w s k a ź n ik a  j a k o ś c i  ( 7 . 3 1 )  lu b  ( 7 . 3 2 )  o k r e ś l a  m ia rę  od

l e g ł o ś c i  u z y s k a n e g o  m odelu od z e b r a n y c h  d a n y ch  Y  , i  * 1 , 2 , . . . ,N .

Można za p ro p o n o w a ć  in n y  s p o s ó b  o ce n y  u z y e k a n e g o  m odelu p o p r z e z  w yko

r z y s t a n i e  m ia ry  z g o d n o ś c i  ( m ia r y  m o ż l iw o ś c i )  z b io r ó w  ro z m y ty c h  Y  i  o t r z y 

m anych z  u tw o rzo n e g o  m odelu ^ ( ^  “  X a  R lu b  Y  -  X ± a  R ) .  M ia ra  t a  d e 

f in io w a n a  J e e t  n a s t ę p u ję c o  [ l i s ]  :

K  ’  “  s u p [ m ln ( Y  ( y ) , Y  ( y ) ) ]  , ( 7 . 3 3 )
1 1 1 y e Y  1 1

i  > < 1 , 2  N .
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W p rzy p a d k u  z u p e łn e j  z g o d n o ś c i ,  -  1» z a ś  -  0 o z n a c z a  c a łk o w i

t y  b r a k  z g o d n o ś c i  p o m ię d zy  Y^ 1 Y ^  U ś r e d n t a ję c  o trzym u je m y g l o -

b a ln ę  o ce n ę  m o d e lu :

N
2  \

Ź U  -------- ( 7 . 3 4 )

M in im a l iz a c ja  ( 7 . 3 0 )  może o k a z a ć  a i ę  za d a n ie m  z ło ż o n y m . Można za p ro p o 

nować r o z w ię z a n le  su b o p ty m a ln a  p r z y jm u ją c  o k r e ś lo n ę  normę (k o n o rm ę ) z  p a -
/V

ram etrem  i  m in im a l iz u ję c  ( 7 . 3 0 )  w zględem  te g o  p a ra m e tr u . R e l a c ję  R ob

l i c z a ć  b ę d zie m y z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ę :

N

R -  f |  ( X i @ Y 1 ) .  ( 7 . 3 5 )

i-1

R o zp a trzm y  p r o s t y  p r z y k ła d  n u m e ry c zn y .

P r z y k ła d  7 .1

Oana J e s t  r o d z in a  z b io ró w  ro z m y ty ch  ( X i # Y ^ ) ,  i  -  1 , 2 , 3 .  M odel syste m u  

p rzy jm ie m y  w p o s t a c i :

\  -  X1 D R .  ( 7 . 3 6 )

Y t  = X ± A R ,  ( 7 . 3 7 )

z  normę t r ó jk ę t n ę  p o r .  ta b .,  4 . 1 .

i
X i y i

1 0 .4 0 0 .7 0 0 .5 8 0 .2 2 0 .3 9

2 1 .0 0 0 .3 0 1 .0 0 0 .5 0 0 .9 0

3 0 .5 0 0 .6 0 0 .5 0 0 .2 9 8 .4 9

O d le g ło ś ć  9 t ra k to w a ć  b ę d zie m y J a k o  o d le g ło ś ć  H aam inga 9^ [3 l]. Mamy:

3

Q -  2 « H (V YiJ C7*38)1-1
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4.0 5.0 100 ' 150 ^  ' P

R y s .  7 . 2 .  Z a le ż n o ś ć  Q = Q (p )  d la  m a x -t1 i  min-s^^ o p e r a t o r a  z ł o ż e n i a

W idać s t ą d  w y r a ź n ie ,  ż e  m in im a ln a  w a rto ś ć  Q o s ią g a n a  j e s t  d la  z ł o 

ż e n ia  m a x -t1 i  p s  2 . 0 .  R e l a c j i  ro zm y ta  R j e s t  ró w n a:

1 .0 0 0  0 .4 9 6  0 .8 9 0

0 .7 0 0  0 .2 8 0  0 .4 7 0

D la  p «oe o trzy m u je m y  Q ■ 1 .0 4  i

[ l . 0 0  0 .2 2  0 .3 9

jO .50 0 .2 2  0 .3 9

□ la  o p e r a t o r a  z ł o ż e n i a  min-s^^ 1 P *<» , <2 » 0 .4 9  o r a z

0 .5 8  0 .0 0  O.OOI

1 .0 0  0 .5 0  0 . 90]

Y t  = lu b  Y ± =■ XłA R, w  z a l e ż n o ś c i  od p r z y j ę t e g o  z ł o ż e n i a .  R ob

l i c z a n e  j e s t  z g o d n ie  z  ( 7 . 3 5 )  lu b  ( 7 . 1 4 ) .  O p tym aln ą  w a r t o ś ć  p a ra m e tru  p 

( p > l )  o trzy m u je m y  w w y n ik u  m i n i m a l i z a c j i  w s k a ź n ik a  ( 7 . 3 8 ) .  Wybór normy 

t l ^ 8 l ^  n a s t ę p u je  w z a l e ż n o ś c i  od w a r t o ś c i  Q.
W a r t o ś c i  w s k a ź n ik a  j a k o ś c i  p r z e d s t a w io n e  są na r y s .  7 . 2 .

min-s.|

nnox-t̂

- 77 -

7 . 2 .  N um eryczne ro z w ią z y w a n ie  w y b ra n y ch  problem ów  i d e n t v f i k a c l i  

i  s t e r o w a n ia

O b e c n ie  omówimy s z c z o g ó ło w o  n ie k t ó r e  p ro b lem y i d e n t y f i k a c j i  i  s t e r o 
w an ia  d la  system ów  o p is a n y c h  ro zm y ty m i ró w n a n ia m i r e la c y jn y m i  z  m ax-m in  

o p e ra to re m  z ł o ż e n i a  (X  = n ,  U “  m ). P re ze n to w a n e  m etody mogą b y ć  ła tw o  

p r z e n ie s io n e  na sy ste m y  do w o ln ego  rz ę d u  o p is a n e  ró w n a n ia m i z  dow olną n o r 

mą t r ó j k ą t n ą .  M odel sy ste m u  p rzy jm ie m y  w p o s t a c i :

At+1 » Łj0 R ‘ (7.39)

g d z ie  • 2^ • £ *+ 1  s g  z b io r a m i ro zm y ty m i s t e r o w a n ia  i  s ta n u  o k r e ś lo n y 

m i w d y s k r e t n y c h  c h w ila c h  c z a s u .  W c e lu  u p r o s z c z e n ia  z a p i s u  w prow adzim y  

o z n a c z e n ie :

v = u o x  o R ,  ( 7 . 4 0 )1 “1 “1
1 = 1.2 K.

g d z i e :

r, 1 1 „li
— X = Û1 u2 m-*

C*.1 x_X . . .  x ^ 3  ( 7 . 4 2 )1 2 
1 1

R o z p a t r u ją c  s k o ń c z o n y  z b i ó r  d a n ych  ( r o d z in a  z b io r S w  r o z m y ty c h )  ( 7 . 4 1 )  

i  u s t a l a j ą c  w s k a ź n ik  j a k o ś c i  Q ja k o  sumę o d l e g ł o ś c i  E u k lid e s o w y c h  Q £ 

p o m ię d zy  i j ^o x ^ o  R . i  ^  » 1 “ 1 »2 * • • • *N :

K

Q ■ 2  ^ E ^ - i 0 - 1  0 R ' y x ^  ( 7 . 4 3 )
1=1

r e l a c j a  R z o s t a n ie  w y zn a czo n a  w w y n ik u  m i n i m a l i z a c j i  Q:

m in Q.

REF(U x X *  X )

( 7 . 4 4 )
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W zór ( 7 . 4 3 )  n o żn a  z a p i s a ć  w ró w no w ażn ej p o s t a c i ;

« -2  2 [V V
1-1 z-1 i«i j«i 

K o r z y s t a j ą c  z  w yników  r o z d z i a ł u  6  o trzy m u je m y  i

( k + l )  ( k )  _ ^
vw z vw z k vwz

r  = r ( k > 
vw z vw z

( 7 . 4 5 )

( 7 . 4 6 )

v  ■ l i 2 , . . . , n f 2| z  * 1 ( 2 1 « pOi k * 0 , l « 2 , . . . t 

gdziet

K  m n

- 2 2 [V V (uJAXj Arijz* *z5] Plv*z'
1= 1  i « l  J« 1

( 7 . 4 7 )

lvwz

1 ,  d la  ui1)Axi1^ r vwz> V  \J (uJaxJat )
1 -1  J - l  
i * v  j#w

i  r  ^  u ^ ^ a  x < 1 >
VW Z ^  V  w

0, w p r z y p a d k u  p rze c iw n y m

°f. = l/(2K+k*).

( 7 . 4 8 )

( 7 . 4 9 )

Schem at i t a r a c y j n y  ( 7 . 4 6 )  może b y ć  u ż y t y  do w y z n a c z e n ia  r e l a c j i  w y s tę 

p u ją c y c h  w ró w n a n ia ch  wyższego r z ę d u .  N a le ż y  z w r ó c ić  u w a g ę ,ża  l i c z b a  zmien

n y c h ,  których wartości n u s z ę  b y ć  w y z n a c z o n e ,w z r a s t a  g w a łto w n ie .R o z p a trz m y  
ró w n a n ie  r z ę d u  L - t e g o i

ł t + L  "  J i t °  - t °  i t t l °  *•* 0 —t + L - 1  °  R * 

Many w tym p r z y p a d k u :

( 7 . 5 0 )

R C  F ( U * X *  . . . x  X ) .

( L - f l ) - r a z y

O k r e ś le n ie  r e l a c j i  wymaga w ię c  w y z n a c z e n ia  m .  n L+ 1  e le m e n tó w .

( 7 . 5 1 )
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3ednę z  s z o r o k o  d y sk u to w a n y ch  m etod r e p r e z e n t a c j i  system ów  n ie d e t e r m i-  

n is t y c z n y c h  j e s t  o p is  sy3 te m u  p r z y  w y k o r z y s t a n iu  z b io ró w  i  r e l a c j i .  R e la 

c ja  Rb w ię ż ą c a  w e j ś c ie  ( s t e r o w a n ie )  i  s t a n  re p re z e n to w a n e  w fo rm ie  z b i o 

rów p r z y jm u je  w a r t o ś c i  z e  z b i o r u  dw uelem entow ego M -  P r z y j ę t y  w p r a c y  

m odel w p o s t a c i  ro zm y te g o  ró w n a n ia  r e la c y jn e g o  ma z n a c z n ie  o g ó l n i e j s z y  d ia -  

r a k t e r .  R e l a c j a  j e s t  in d u ko w an a p r z a z  r e l a c j ę  ro zm y tą  R i  w y ra ża  s i ę

z a l e ż n o ś c i ą :

Rb ( u , x , y )  =

e t  [ 0 .3  » u e  U , x ,  y c  x .

1 ,  d la  R ( u , x , y ) >  e
( 7 . 5 2 )

0 ,  w p rzy p a d k u  p rze ciw n ym

W a rto ś ć  progow a e d o b ra n a  j e s t  w w y n ik u  m i n i m a l i z a c j i  n a s t ę p u ją c e j  

sumy o d l e g ł o ś c i :

2  W v Rb* V  (7,53)i=i i

w zględem  e .  M etoda t w o r z e n ia  r e l a c j i  R^ z i lu s t r o w a n a  z o e t a n ie  z a  po

mocą n a s t ę p u ją c e g o  p r z y k ł a d u .

P r z y k ła d  7 .2

R o z p a trzm y  n o d e l p o s t a c i :

X  -  x °  R .  ( 7 . 5 4 )

D o s t a r c z o n e  dane p r z e d s ta w io n o  p o n i ż e j :

1 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1
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R e l a c j a  R o b l ic z o n a  z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ?  ( 7 . 4 6 )  j s s t  rów na:.

0 .3 0 0 .3 3 0 .3 0 0 .7 5

0 .6 7 0 .3 3 0 .6 7 0 .5 7

0 .6 7 1 .0 0 0 .6 7 0 .0 0

0 .3 3 1 .0 0 (0 .3 3 0 .7 5

z a ś  w a r t o ś ć  w s k a ź n ik a  j a k o ś c i  Q w y n o s i 6 . a 0 .  Z a le ż n o ś ć  p o m ię d zy  w ar
t o ś c i ą  progow ą e a sumą o d l e g ł o ś c i  ( 7 ^ 5 3 )  dana j e s t  n a s t ę p u ją c o :

e 0 . 0 0 .1 0 .2 0 . 3 0 . 4 0 . 5
— T

0 . 6 0 . 7

----------

0 . 8 0 . 9 1 .0

Q 14 14 14 14 9 9 9 13 16 16 16

D la  e €  [ p . 4 ,  0 . 6 j  Q p r z y jm u je  w a r t o ś ć  m in im a ln ą , k t ó r a  j e s t  w y ż s z a  
w p o ró w n a n iu  z  t ą ,  k t ó r a  d a je  m odel o p is a n y  r e l a c j ą  r o z m y tą . Indukow ana  

r e l a c j a  R^ (e  = 0 . 6 )  p rzy m u je  p o s t a ć :

0 0 0 1 

1 0  1 0
R. =
° 1 0  1 0

0 1 0  1

B i o r ą c  pod uwagę ( 7 . 3 9 )  s fo rm u łu je m y  t r z y  p ro b le m y  s t e r o w a n ia :

A . W y z n a c z e n ie  s t e r o w a n ia  u d la  d a n e go  c e l u  2 o p t » p r z y  o g r a n ic z e n ia c h  
i  b e z  o g r a n ic z e ń .

B . S te r o w a n ie  w ie lo k ro k o w e .

C .  K o n s t r u k c ja  r e l a c j i  r e g u la t o r a  G t F ( X * l l )  d la  s t e r o w a n ia  ro z m y te g o , co  

k o r e s p o n d u je  z  za d a n ie m  t w o r z e n ia  r e l a c j i  r e g u l a t o r a  ro zm y te g o  d y s k u to 
w anego w r o z d z i a l e  1 .

W A możemy w y r ó ż n ić  dwa p r o b le m y , s fo rm u ło w a n e  w n a s t ę p u ją c y  s p o s ó b :

I .  o k r e ś lo n y  j e s t  s t a n  io p * »  e ta n  sy s te m u  dany J e s t  z b io re m  rozm ytym  

xt w y z n a c z y ć  s t e r o w a n ie  u « F ( U )  t a k ,  ab y  m in im a liz o w a ć  o d le g ło ś ć  po

m ię d zy  £ C pt • a H 0 £ 0 Rs

m in 9 (u  o x  o R ,x  ) .  ( 7 . 5 5 )
U £ F ( 5 ) -

O z n a c z a ją c

X  o R = T £  F ( U » X ) , ( 7 . 5 6 )
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mamy

m i n ę ( u o T . x  ) .  ( 7 . 5 7 )
u t  F (U )

Z a d a n ie  o p t y m a l i z a c j i  ( 7 . 5 7 )  można r o z w ią z a ć  m etodam i p r z e d s t a w io 

nym i w r o z d z i a l e  6 .  Wprowadźmy dodatkow e o g r a n ic z e n ie  n a rzu c o n e  na 

s t e r o w a n ie  ro z m y te  w p o s t a c i  z b io r u  ro zm y te g o  H o p t fe ^ f l l l ) .  M inim a

l iz o w a n y  w s k a ź n ik  j a k o ś c i  p o w in ie n  u w z g lę d n ia ć  oba o g r a n ic z e n i a :

I I .  s t e r o w a n ie  p r z y  o g r a n ic z e n ia c h  H opt € F ( u )s  o k r e ś lo n y  j e s t  s t a n .  

s y s te m u  x  e F ( X ) ,  dany j e s t  • w y z n a c z y ć  u e F ( U )  t a k i .  aby m i

n im a liz o w a ć  o d l e g ł o ś ć :

9 ( u °  x °  R . ^ p t )  + ę f u ^ p t ) -  ( 7 . 5 8 )

Ad B .  W ie lo k ro k o w e  z a d a n ie  s t e r o w a n ia  p o le g a  na w y z n a c z e n iu  c ią g u  s t e 

row ań ro z m y ty c h  '•  * • °  d ł u g o ś c i  L ,  k t ó r y  p o zw a la  na o -

c i ą g n i ę c i e  c e l u  i i ^ p j .  P i s z ą c  ró w n a n ie  ( 7 . 3 9 )  d la  k o le jn y c h  d y s k r e t n y c h  

c h w il  c z a s u  o trz y m u je m y :

«fc+1 = iik^k0 R .
*k+2 " R - Hkłlo V i k o R ° S “ Hk° R 0 R .

( 7 . 5 8 )

* k + L  = * k °  H k . , 0  . . . o  V « ° R °  . . . Q R

L - r a z y

N ie c h

i i « - )  «  % o  u k + 1 o  . . .  o u ^ . i ( 7 . 5 9 )

o z n a c z a  r e l a c j ę  ro zm y tą  z d e f in io w a n ą  w L - k r o t n y n  i l o c z y n i e  k a r t e z ja ń s k im  

p r z e s t r z e n i  U i  ró w n ą:

Ji(L)(ui ,ul2i....uiL) - Hk(“ii)Auk+1(ui2)A...AuktL_1(uiL).
( 7 .6 0 )

i l ' i 2  ± L  = 1 ' 2 ,

R = R  o R O  . . .  o R ( 7 . 6 1 )
L v v -

L - r a z y
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j e s t  r e l a c j ę  ro zm y tą  o k r e ś lo n ą  w I ) * ! ) * , , , *  U * X * X  o f u n k c j i  p r z y n a le ż 
n o ś c i  :

RL ( V Ui 2  Ui L *X j ' y )  "  V ( r i 1 j k . A  r i 2 k l k 2 A  — A  V L _ 1 > ( 7 *6 2 )

k l ' k2 , , * ^ ' k L - X

»^21 * * * * a ji a
Wprowadźmy do datkow e o z n a c z e n ie :  .

m
G “  * k °  \  “  V (X j A  RL ( u i 1 ' lJi 2  Ui L . * j . y ) ) .  ( 7 . 6 3 )

Ró w nan ie  ( 7 . 5 8 )  z a p is z e m y  w p o s t a c i !

^ k + L  “ H ( L ) 0  G . ( 7 . 6 4 )

c z y l i :  „

Xop t » u ( L ) o  G . ( 7 . 6 5 )

S t e r o w a n ie  u_(U) może b y ć  o b l ic z o n e  w o p a r c iu  o w zo ry  z  r o z d z i a ł u  5 i
6 .  W arto  n a d m ie n ić ,  ż e  s t e r o w a n ie  L -k ro k o w e  w p r z e s t r z e n i  U można z a s t ę 

p ie  s te ro w a n ie m  Jednokrokow ym  w L -k r o tn y m  i l o c z y n i e  k a r t e z j a ń s k lm  U.

Ad C .  K o n s t r u k c ja  r e l a c j i  r o z m y t e j G noto b y ć  tra k to w a n a  ja k o  p ró b a  
w y z n a c z e n ia  s p r z ę ż e n i a  zw ro tn e g o  w s y s t e m ie  ro zm ytym , k t ó r e  d la  k a żd e g o  

z b io r u  ro zm y te g o  s t a n u  x  g e n e r u je  z b i ó r  ro z m y ty  u p o z w a la ją c y  na o -  

t r z y m a n ie  z b i o r u  ro z m y te g o  s t a n u  y .

Ró w nan ie  r e g u la t o r a  p rzy jm ie m y  w n a s t ę p u ją c e j  p o s t a c i :

-  2 ^ 0  G . ( 7 . 6 6 )

W s ta w ia ję c  ( 7 . 6 6 )  do ró w n a n ia  m odelu ( 7 . 3 9 )  d o s ta je m y  z a l e ż n o ś ć :

*k+1 - ifcO R ■ V  G O ^ O  R. (7 .67)

R e l a c j a  G po w inn a s p e ł n i a ć  w arunek,:

\/ i « x ° G ° x o R ,
x e F(X)

/
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P ro w a d z i t o  do n a s t ę p u ją c e g o  z a d a n ia  o p t y m a l i z a c j i :

m in Q, ( 7 .6 8 )

G€ F ( X * U )

g d z i e :

n m n n 2

< 3 = 2  2  [V  V V ( x i A x t A 9 t k A r k i j ) "  yJ • ( 7 *6 9 )
x t F '( X )  j  = l  k = l  i = l  t = l

P ie r w s z e  sum ow anie p r z e b ie g a  po w s z y s t k ic h  s t a n a c h  x n a le ż ą c y c h  do ro 
d z in y  F '(X )  (p o d r o d z in y  F ( X ) ) w s z y s t k ic h  z b io ró w  ro z m y ty ch  o k r e ś lo n y c h  w 

X . Wybór p o d ro d z in y  może b y ć  p rze p ro w a d zo n y  na w ie le  sp o so b ó w . W yróżnim y  

tu  dwa z  n i c h :

F '(X ) = / x 1 , x 2 , . . .  , x Mj-  s k ła d a  s i ę  z  w y ró ż n io n y c h  z b io ró w  ro zm y ty ch  z d e f i 

n io w a n ych  w p r z e s t r z e n i  X ,  d la  k t ó r y c h  można podać i n t e r p r e t a c j ę  l i n g w i 

s t y c z n ą  (n p . m a ły , ś r e d n i ,  d u ż y ) ,  tym samym s ta n o w ią  one p o p r z e d n ik i  w im 

p l i k a c j a c h  ro z m y ty ch  używ anych  p r z y  k o n s t r u k c j i  r e g u la t o r a  ro z m y te g o .

• « }  s k ła d a  s i ę  z e  zd e g e n e ro w a n y ch  z b io ró w  rozm y

ty c h  t a k i c h ,  że  x  ( x ± ) » 1  d la  i  = J  i  O d la  i  4 J .  T a k ie  z d e f in io w a 

n ie  f ' ( X )  J e s t  w ygodne z  p u n k tu  w id z e n ia  r o z w ią z a n ia  n u m e ry czn e g o .W sk a ź

n ik  ( 7 . 6 9 )  w y ra ża  s i ę  w p o s t a c i  p o d w ó jn e j su m y:

n m m n n o

q= 2  2  [V V V (xiAxtAgtkArkij) " yjJ • (7,70) 1=1 j=l k=l 1=1 t=l

7 . 3 .  K o n s t r u k c ja  m o d e li ro z m y ty ch  z a  pomocą d y s k r e t y z a c j l  ro z m y te j

R o zp a trzm y  o b e c n ie  p ro b le m  i d e n t y f i k a c j i  w s y s te m a c h  ro zm y ty ch  w s y t u a 

c j i ,  gd y mamy do c z y n i e n i a  z  in f o r m a c ją  o c h a r a k t e r z e  l in g w is t y c z n y m  r e 

p re ze n to w a n ą  z a  pomocą z b io ró w  r o z m y ty c h , j a k  i  danym i w p o s t a c i  l i c z b o 

w ej (zd e g e n e ro w a n y m i z b io r a m i r o z m y ty m i).  S k o n stru o w a n y  m odel p o w in ie n  

b y ć  tw o rzo n y  w o p a r c iu  o o b ie  fo rm y d a n y c h . W c e lu  je d n o l i t e g o  p r z e t w a r z a 

n ia  i n f o r m a c j i  w y k o rzy sta m y  k o n c e p c ję  d y s k r e t y z a c j l  [99] , |l03] , [ l0 4 ] r o z 

m y t e j.  P o le g a  ona na z d e f in io w a n iu  w p r z e s t r z e n i  X  r o d z in y  z b io ró w  pod

staw ow ych ,X 2  I h< k t ó r a  "po '.ryw a" X  ( p o r .  r o z d z i a ł  1 ) . Zap e w n ia  to ,

że  k a ż d y  e le m e n t xe X  n a le ż y  do p r z y n a jm n ie j  je d n e g o  ( i = 1 , 2 , . . . ,N )  

z e  s to p n ie m  p r z y n a l e ż n o ś c i  różnym  od z e r a .  K a żd y  z b i ó r  ro zm y ty  x.Ł F ( X )  mo

ż e  b y ć  w y ra żo n y  p r z y  u ż y c iu  z b io ró w  podstaw ow ych z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ą :

= su p  [ m i n f l ^ z K ą c / z ) ) ]  ( 7 . 7 1 )



g d z ie  s X j e s t  w spom nianą «r p .  7 . i  m ia rą  m o ż l iw o ś c i  z b i o r u  ro zm y te g o  x  

w zględem  X ^ ,  i  = 1 , 2 , I d e a  d y s k r e t y z a c j i  r o z m y t e j p o zw a la  na z a s t ą 

p ie n ie  z b i o r u  ro zm y te g o  x t F ( X )  z b io re m  rozm ytym  X  .  ^ 1#X  . . . .  o -

k re ś lo n y m  na s k o ń c z o n e j  r o d z i n i e  z b io ró w  po dstaw ow ych a ^ ,  i  => 1 , 2 , . . . , N .

W p r z y p a d k u  zd e g e n e ro w a n e g o  z b i o r u  ro zm y te g o  ( 7 . 7 1 )  u p r a s z c z a  s i ę  do po

s t a c i  :

X l “ 2t:i ( 2 0 ) ' ( 7 . 7 2 )

g d z ie  x ( z Q ) ■ 1 .

W te n  s p o s ó b  m odele  ro z m y te  n o gę  b y ć  tw o rzo n e  n ie  b e z p o ś r e d n io  na p r z e 
s t r z e n i a c h  U i  X ,  j a k  to  m ia ło  m ie js c e  d o t y c h c z a s ,  l e c z  na p r z e s t r z e 

n ia c h  z b io ró w  po d staw o w ych K  i  X  s

11 “ { U 1*U 2 ' “ , , U m}  ( 7 . 7 3 )

X  » ,%2 • • • • ( 7 . 7 4 )

C e lo w o ś ć  z a s t o s o w a n ia  t e j  k o n s t r u k c j i  może b y ć  u z a s a d n io n a  w d w o ja k i  
s p o s ó b :

-  p o zw a la  na z m n ie j s z e n ie  z a j ę t o ś c i  p a m ię c i  k o n ie c z n e j  do p rze ch o w y w a n ia  

elem entów  r e l a c j i  m o d e lu , k t ó r a  m a ję c  p o s t a ć  d y s k r e t n ą  wymaga z a p a m ię ta 

n ia  z n a c z n e j  l i c z b y  e le m e n tó w . P r z y k ła d o w o , d y s k u t u ją c  ( 7 . 3 9 )  r e l 'a c ja  

s k ła d a  s i ę  z  ra .n .n  e le m e n tó w . O la  m o d e li o k r e ś lo n y c h  w p r z e s t r z e n i  

z b io r ó w  podstaw ow ych l i  i  X  wymaga t o  z a p a m ię t a n ia  M . N . N e le m e n tó w , 

p r z y  czym  M « m , N « n ,

-  dane r o z a y t e  i  n ie r o z m y t e  tra k to w a n e  s ą  w j e d n o l i t y  s p o s ó b .

I l u s t r u j ę  z a s t o s o w a n ia  m etody d y s k r e t y z a c j i  s ą  n a s t ę p u ją c e  dwa p r z y k ła d y  

P r z y k ła d  7 .3

W t a b e l i  7 .1  z e b ra n o  dane d l a  s y s ts m u  r o z m y te g o , k t ó r y  o p is a ć  b ę d zie m y  

rozm ytym  rów naniem  r e la c y jn y m  rz ę d u  p ie r w s z e g o  z  sup-rm in. o p e ra to re m  z ł o -

T a b e la  7 .1

Dane d o t y c z ą c e  s t e r o w a n ia  i  s t a n u  w s y s t e m ie  ( 7 . 3 9 )

s t e r o w a n ie  u^ 

9 0 .1

" s t a n  x^  

3 .5

- 85 -

ż e n ią .  Dane t e  z a w ie r a ją  zaró w n o  w a r t o ś c i  l i c z b o w e ,  ja k  i  z b io r y  ro z m y te .  

P r z y j ę t y  w sp o só b  s u b ie k ty w n y  p o d z ia ł  p r z e s t r z e n i  X i  U i l u s t r u j ą  r y s .  

7 .3  i  7 . 4 .  Po d o k o n a n iu  t r a n s f o r m a c j i  d a n ych  z  t a b .  7 .1  z g o d n ie  z  z a le ż n o 

ś c ia m i  ( 7 . 7 1 ) - ( 7 . 7 2 )  i  o b l i c z e n i u  r e l a c j i  r o z m y te j R o trz y m u je m y :

X
1

X
2

X
3 X 4

X
5

X 1 0 .1 9 0 .0 0 0 .5 7 0 .2 8 0 .3 1

X 2 0 .1 9 0 .1 1 0 .5 7 0 .1 8 0 .2 3

X
3 0 .1 9 0 .1 1 0 .5 7 0 .1 8 0 .2 3

* 4
0 .2 2 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

* 5 0 .2 2 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

\

0 .1 6 0 .0 0 0 .8 5 . 0 .8 4 0 .4 5

0 .1 9 0 .1 1 0 .4 2 0 .1 8 0 .2 3

0 .2 3 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

0 .2 3 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

0 .2 3 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

\

0 .1 9 0 .1 1 0 .5 7 0 .1 8 0 .2 3

0 .1 9 0 .1 1 0 .4 2 0 .1 8 0 .2 3

0 .1 9 0 .0 2 0 .4 7 0 .0 1 0 .0 1

0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0

0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0

\

0 .2 2 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

0 .2 2 0 .1 3 0 .5 7 0 .1 7 0 .1 5

0 .1 9 0 .0 2 0 .7 3 0 .0 1 0 .0 1

0 .2 6 0 .0 0 0 .7 3 0 .0 0 0 .0 0

9 .6 9 0 .0 0 0 .3 6 0 .0 0 0 .0 0

U
4
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R e l a c j a  ro zm y ta  tw o rzy  z w a r tę  r e p r e z e n t a c ję  z b i o r u  r e g u ł  l i n g w i s t y c z 

n y ch  o p is u j ą c y c h  d z i a ł a n i e  s y s te m u . Każdem u e le m e n to w i m a c ie r z y  R można 

p rzy p o rz ę d k o w a ć  n a s t ę p u ję c ę  im p lik a c ję .*

-  j e ż e l i  s t a n  s y ste m u  w k - t e j  c h w i l i  c z a s u  dany j e s t  p r z e z  X i  i  s t e r o 

w a n ie  dane J e s t  z b io re m  rozm ytym  , to  s t a n  sy ste m u  w ( k + l ) - s z e j  c h w i

l i  c z a s u  o k r e ś lo n y  J e s t  p r z e z  X  , i , k  -  1 , 2  N . j  = 1 , 2  M.
i j

Każdem u z d a n iu  p r z y p is a n a  j e s t  m ia ra  m o ż l iw o ś c i  [ o , l )  .  P r z y k ł a 
dow o: iM ( J e ż e l i  X 4  i ^ ,  to  X 3 ) = 0 . 5 7 .

R e l a c ję  m odelu p rze d s ta w im y  w in n e j  fo r m ie .  U sta lo n y m  ^  i  № p r z y 

p o rzą d k u jm y  z b i o r y  ro zm y te  k t ó r e  w k o n t e k ś c ie  w y stę p o w a n ia  ^ ( J C ^ U  )

p o s ia d a ję  n a jw y ż s z e  w a r t o ś c i  m ia ry  m o ż l iw o ś c i .  P o zw a la  to  na u tw o rz e n ie  
n a s t ę p u ję c e j  t a b l i c y :
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1

X  i  ^ i j k 0

* N

4

g d z i e :

W  ■ — V  (7-75>
u 1 < K N

i
P o staw im y t e r a z  p ro b le m  w y z n a c z a n ia  r e l a c j i  G r e g u la t o r a  d la  c e lu  d a -

nego z b io r e n  rozm ytym  ^  

X  dana J e s t  p o n iż e j  :

( r y s . 7 . 3 ) .
\

k tó re g o r e p r e z e n t a c ja  w p r z e s t r z e n i

[ 0 .85 0 .7 0  0 .6 5 0 .4 5 0 .3 7 ]  .

R e l a c j a  G, o b l ic z o n a  

c j ę  p r z y n a l e ż n o ś c i :

w ed łu g o p is a n e g o  u p r z e d n io  a lg o r y t m u ,p o s ia d a  funk-

'Ul ^ 2 « 3 1X4

0 .5 5 0 .5 5 0 .7 5 0 .5 5

x2 0 .5 5 0 .5 5 0 .8 6 0 .5 5

* 3
0 .5 5 0 .5 5 0 .8 0 0 .5 5

X 4
0 .5 5 0 .5 5 0 .8 6 0 .5 5

X 5
0 .8 2 0 .5 5 0 .5 4 0 .5 5

✓

P r z y k ła d  n a s tę p n y  p r e z e n t u je  d z i a ł a n i e  a lg o ry tm u  budowy m odelu ro zm y

te g o  sy ste m u  d la  d a n ych  o c h a r a k t e r z e  nu m eryczn ym .

P r z y k ła d  7 . 4

R o zp a try w a n e  dane p o ch o d zę  z  p r a c y  B o x a -O e n k in s a  [loj i  b y ły  w ie lo k r o t 

n ie  s to so w a n e  p r z y  o c e n ie  a lg o ry tm ó w  i d e n t y f i k a c j i  [?5] .  Z ap ro p o n u jem y mo

d e l  ro z m y ty  o p is a n y  ró w n an iem :

*k*l * W *  V  R' r/*76)
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A O  -

0.5 .

R y s .  7

X 5

50 53 60
R y s .  7 . 5 .  D y s k r e t y z a c ja  ro z m y ta  p r z e s t r z e n i  X

Q

200

«0

"A

V
/ s\ mox - K\/✓ \»

i 2 3 4 0 6

,6 .  Z a le ż n o ś ć  Q w f u n k c j i  t d la  d z i a ł a n i a  minimum i  i l o c z y n u

i
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eCx

R y s .  7 . 7 ,  W y n ik i  i d e n t y f i k a c j i  m o d e lu  r o z m y t e g o  

• -  d a n e ,  o- d y s k r e t y z a c j a  r o z n y t a  d l a  M = N = 5, x  -  d y s k r e t y z a c j a  r o z m y t a  d l a  M ■ N a g

I
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(ró w n a n ie  r e l a c y jn e '  p ie r w s z e g o  rz ę d u  z  o p ó ź n ie n ie m ) ,  g d z ie  o z n a c z a

z b i ó r  ro z m y ty  s t e r o w a n ia ,  z a ś  eę  z b io r a m i ro z m y ty m i s t a n u  w

dwóch k o le jn y c h  .« ły e k re tn y c h  c h w ila c h  c z a s u ;  £  o z n a c z a  o p ó ź n ie n ie  w s t e 

ro w a n iu , u^ g .e .F Ć ty ), x ^ ,  x k + 1 C F ( X ) ,  R €  F (U. xX *X ). Podstaw ow e z b i o r y  r o z 

m yte o k r e ś lo n e  na X  i  U ( c R )  sk o n stru o w a n o  w o p a r c iu  ó a lg o r y tm  k l a s y 

f i k a c j i  FU Z2 Y  C-MEANS [9]  .  L i c z b a  z b io ró w  podstaw ow ych M i  N z o s t a ł a  p r z y 

j ę t a  Ja k o  5 . . Podstaw ow e z b i o r y  ro zm y te  w p r z e s t r z e n i  X  i l u s t r u j e  r y s u 

nek 7 . 5 .  R o z p a tr z o n o  dw ie  t -n o r m y : minimum i  i l o c z y n .  W sk a źn ik  J a k o ś c i

p r z y j ę t o  w n a s t ę p u ją c e j  f o r m ie :

n -1

Q = 2  9 £ ^ - k + l ' H k - t °  **< o R )* ( 7 . 7 7 )
k = ? + l

( n - l i c z b a  p o m ia ró w ), g d z ie  2S^+1 o z n a c z a  z b i ó r  ro z m y ty  o trzy m a n y  w w y n i

ku d o ś w ia d c z e n ia .  W a r t o ś c i  Q d i s  ró ż n y c h  cza só w  o p ó ź n ie ń  i l u s t r u j e  r y 

s u n e k  7 . 6 .  W ynika s t ę d ,  ż e  ^ 0 p t “ 2 p r z y  t - n o r m le  t r a k to w a n e j Ja k o  i l o 

c z y n .  R e la c ja '  m odelu j e s t  ró w n a:

X 1
X

2 * 3 X 4
X

5

- - V
0 .9 2

X 4

0 .7 6

- X 5 

0 .9 8

- X 3 X 3 X 4
X

5

0 .7 3 0 .8 2 0 .9 2 0 .9 5

% ± 2 X
2

X
3 X4 X 5

0 .4 9 0 .8 9 0 .9 9 0 .9 8 0 .9 9

% * 1 * 2 X 3
X

4
X

5

0 .7 9 0 .9 6 0 .8 1 0 .6 9 0 .1 3

V * 1 * 2 X 2 - -

0 .9 7 0 .7 4 0 .2 7

( -  o z n a c z a ,  ź e  m ia ra  m o ż l iw o ś c i  n ie  o e ię g a  w a r t o ś c i  O . l O ) .

R o zm yty  m odel s y ste m u  może d o s t a r c z y ć  i n f o r m a c j i  o c h a r a k t e r z e  nume

ry c z n y m . W c e l u  z a s t ą p i e n i a  z b i o r u  ro zm y te g o  w y n ik a ją c e g o  z  ( 7 . 7 6 )  je d n ą  

w a r t o ś c i?  z a s t o s u je m y  metodę ś ro d k e  c i ę ż k o ś c i  w y k o rzy s ty w a n ą  p r z y  kon

s t r u k c j i  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  ( r o z d z i a ł  2 ) .
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O zn a czm y :

) = s u p X  ( x ) .  ( 7 . 7 8 )
1 x e X  1

Każdem u z b io r o w i  rozm ytem u F ( X ) ,  ^  = [ x (k + 1  } l  . x (k + 1  )2

x ( k + l ) J  P r z y p o rz ą d k u je m y  l i c z b ę  x k + 1 £ R z g o d n ie  z  z a l e ż n o ś c i ą :

x k + l  = ^  x ( k + l ) i V 2  x ( k + i ) i *  ( 7 . 7 9 )
i = l  i = l

O trzym a n e  w y n ik i  z i lu s t r o w a n e  s ą  na r y s .  7 . 7 .  Z a m ie s z c z o n o  tam ró w n ie ż  
r e z u l t a t y  d la  M = N = 9 .

\

/

\

8 .  ZASTOSOWANIE MET00 RELA CYJN YCH  RÓWNAŃ ROZMYTYCH 

W ZAGADNIENIACH A RYTM ETYKI L IC Z B  ROZMYTYCH I  PODEJMOWANIU D E C Y Z JI

W r o z d z i a l e  tym p r z e a n a liz u je m y  m o ż l iw o ś c i  s fo rm u ło w a n ia  z a g a d n ie ń  a ry t

m e ty k i l i c z b  ro z m y ty c h  i  p o d ejm o w ania  d e c y z j i  w k a t e g o r ia c h  ro z m y ty c h  rów

nań r e l a c y j n y c h .  U j ę c ie  t o  j e s t  tym b a r d z i e j  p r z y d e t n e  z e  w zg lę d u  na f a k t ,  

ż e  d o s t a r c z a  ono e fe k ty w n e g o  n a r z ę d z ia  ro z w ią z y w a n ia  rów nań z e  w s p ó łc z y n 

n ik a m i ro z m y ty m i. R o z w a ż a n ia 'r o z p o c z n ie m y  od p r e z e n t a c j i  podstaw ow ych po

j ę ć  i  problem ów  a r y t m e t y k i  l i c z b  ro z m y ty c h .

8 . 1 .  A ry tm e ty k a  l i c z b  r o z m y ty c h . Ró w nan ie  z e  w s p ó łc z y n n ik a m i  

ro zm y ty m i

. , . ■ \

Wprowadźmy n a s t ę p u ją c ą  d e f i n i c j ę  ( p o r .  [29] , [3 1 ] , [32] ) .

D E F IN IC JA  8 .1

L i c z b ą  ro zm y tą  A ( r z e c z y w ie t ą  l i c z b ą  r o z m y tą )  nazywamy z b i ó r  ro zm y ty  

A o k r e ś lo n y  na p r z e e t r z e n i  l i c z b  r z e c z y w is t y c h «

A : R  — - [0 ,£ ] ( 8 . 1 )

o n a s t ę p u ją c y c h  w ł a s t o ś c i a c h :

I  A j e e t  n o r n a ln y ,  su p  A ( x )  ■ 1 ,  
s e R

I I  A j e s t  w y p u k ły , A ^ t j  + ( 1 -  ) x 2]  >  A (X j^ ) A A ( x 2 ) , x 1 , x 2 t  R ,  ^ , c [ p , l ] ,  

I I I  A ( x )  J e s t  f u n k c j ą  c i ą g ł ą .

O zn a czm y :

f  : IR X IR —  R .  ( 8 . 2 )

D E F IN IC J A  8 .2

R o z s z e r z e n ie m  f u n k c j i  f  d la  l i c z b  ro z m y ty ch  A , B e F ( R )  J e s t  f u n k c j a :

F :  F (IR) x F (IR) F ( R )  t a k a ,  że

C ( c )  » F ( A , B ) ( c )  = s u p  [ m i n ( A ( a ) , B ( b ) 3  , ( 8 . 3 )

a , b e  R : c » f ( a , b )

c « R .
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Ró w nan ie  ( 8 . 3 )  n o s i  nazw ę z a s a d y  r o z s z e r z a n i a  ( p o r .  [1 1 4 ] ) .  D e f i n i c j a  

8 .2  może b y ć  r o z s z e r z o n a  na dow olną s k o ń c z o n ą  l i c z b ę  argu m e n tó w . O p e r a to r  

minimum w ( 8 . 3 )  można z a s t ą p i ć  dow olną c i ą g ł ą  t -n o r m ą , u z y s k u j ą c  w te n  

sp o só b  u o g ó ln io n ą  z a s a d ę  r o z s z e r z a n i a :
I

C ( c )  « F ( A , B ) ( c )  » s u p  [A (a ) t B ( b  ) 2  , ( 8 . 4 )
a , b e  R : c = f  ( a , b )

c  e R .

O k r e ó la ją c  p o s t a ć  f u n k c j i  f  możemy mówić o d o d a w a n iu , o d e jm o w a n iu , 
m n o żen iu  i  d z i e l e n i u  l i c z b  ro z m y ty c h  A i  B :

do d aw an ie  A ©  B ,

( A ® B ) ( c )  = s u p  [A (a  ) t B ( b  j] * su p  [ A ( a ) t B ( c - a )] , ( 8 . 5 )
a ,b €  K :c = a + b  a c  R

o d e jm o w an ie  A ©  B ,

m n o żen ie  A © B ,

( A ©  B ) ( c )  = s u p  [ A ( a ) t B ( b ) ]  « s u p  [ A ( a ) t B ( c + a  j] , ( 8 . 6 )
a , b e  R : c = a - b  a e  R

j I

(A  ©  B ) ( c )  = s u p  [ Ą ( a ) t B ( b ) ]  = s u p  [ A ( a ) t B ( c / a i ]  , ( 3 . 7 )
a , b € R :c = a b  a € R

d z i e l e n i e  A 0 B ,

( a ®  B ) ( c )  = su p  |A(a ) t B ( b )] = s u p  [ A ( a ) t B ( a / c 3  , ( 8 . 8 )
a - b e  R : c = a / b  a£  R

c  e R .

Zwróćm y uw agę, ż e  ( 8 . 5 ) - ( 8 . 8 )  s ta n o w ią  i s t o t n e  u o g ó ln ie n ie  w yników  z n a 

n y ch  w a n a l i z i e  p r z e d z ia ło w e j  s to s o w a n e j m . in .  w m etodach n u m e ry czn y ch  

M  , [63] .  Weźmy pod uwagę d z i a ł a n i e  d o d a w a n ia . P r z y jm i jm y ,  ż e  A , 6 dane  

s ą  z a  pomocą f u n k c j i  c h a r a k t e r y s t y c z n y c h :

A (a  )

1 , a t  

O. a i [a x

B ( b )

1 . be [b^bj 

o, b* [bj.bJ
( 8 . 9 )

a l <  a2 * bl <  b2"

I

W y k o r z y s t u ją c  ( 8 . 5 )  mamy zn a n y  w zó r a n a l i z y  p r z e d z ia ło w e j :

f

1, ce[a1*bi,a2+b2]
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( A ©  B ) ( c ) (8 . 1 0 ) 
O,

c e R .

O d w ra c a ln e  d z i a ł a n i a  na l i c z b a c h  ro zm y ty ch  można s fo rm u ło w a ć  w ję z y k u

ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h .  C J e ż e li  i s t n i e j e  f u n k c ja  g : R » R - » - R ,  t a k a  że  

g ( a , f ( a , b ) )  > b ,  w ów czas ( 8 . 4 )  możemy p r z e p is a ć  w p o s t a c i :

C ( c ) » su p  [ A ( a ) t B ( b ) j  = s u p  [Ą (a  ) t B ( g ( a , c )  ]0 , ( 8 . 1 1 )
a ,b £ R  : c » f ( a  ,b  ) aeR

c e R .

Wprowadźmy r e l a c j ę  ro zm y tą  R 6 F ( R x R )  z d e f in io w a n ą  n a s t ę p u ją c o :

R ( a , c )  ■ B ( g ( a , c ) ) ,  ( 8 . 1 2 )

a , c c .  R .

P o zw a la  to  na z a p i s a n i e  ( 8 . 1 1 )  w fe r m ie  ró w n a n ia  r e l a c y jn e g o :

C ( c )  = su p  [A (a  ) t R ( a , c )] = ( A D R ) ( c ) ,  ( 8 . 1 3 )
aeR

c  c  R .

W te n  3 po só b ro z w ią z y w a n ie  rów nań z e  w s p ó łc z y n n ik a m i ro zm y ty m i sp ro w a 

d z a  s i ę  do r o z w ią z y w a n ia  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h  z g o d n ie  z  m etodam i 

zap ro p o n o w an ym i w p o p r z e d n ic h  r o z d z i a ł a c h .

P r z y k ł a d  8 .1

Dane s ą  l i c z b y  ro zm y te  A i  X o f u n k c ja c h  p r z y n a l e ż n o ś c i :

I
A ( a )  » e x p [ j - ( a - l ) 2 /<32 ] ,  ( 8 . 1 4 )

X ( x ) = e xp  [ - x 2/(J2 ] ,  ( 8 . 1 5 )

a , x e  R .
P r z y jm u ją c  t  = m in , suma B -  A ® K  o k r e ś lo n a  j e s t  z a l e ż n o ś c i ą :

B ( b )  s u p [ x ( x ) A  A ( a ) ]  • s u p  [ X ( x ) A  A ( b - x  j] = s u p -| e x p (-x 2/ £ 2 ) A

A e x p  [ - ( b - l - x ) 2/ ^ ^ ] \ ,  ( 8 . 1 6 )

b e  R .  '
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e x p ( - x 2 /tf2 ) » e xp  t ( b - l - x ) 2/ ^ ] ,  \ ( 8 . 1 6 )

Rozwięzujęc równanie (8.16) względem x otrzymujemy:

c z y l i :

S t ę d :

( x / . x ) 2 = [ ( b - l - x ) A y ]  . ( 8 . 1 8 )

b -  1
xi " — * ; {s-19>

b -  1 (8.2 0) 

(8.2 1)

B ( b )  -  e x p ( - x 2/<S2 ) .  ( 8 . 2 2 )

b fc R .

Ro zw ię żm y o b e c n ie  ró w n a n ie  B = X ©  A , p r z y j m u j ę c ,  ż e  A i  B s ę  da

ne z a le ż n o ś c i a m i  ( 8 . 1 4 )  i  ( 8 . 2 2 ) .  K o r z y s t a j ę c  z  ( 8 .1 1  ) - ( 8 . 1 3 )  mamy rów na
n ie  r e l a c y j n e :

B = X D R ,  ( 8 . 2 3 )

g d z i e ;

R ( x , b )  ■ A ( b - x )  = exp  £ ( b - x - l  ) 2/G>2 ] ,  ( 8 . 2 4 )

g d z i e :

W r e z u l t a c i e  mamy:

x , b e  R .

S tę d  r o z w ię z u ję c  ( 8 . 2 3 )  w zg lę d e m  X z a c h o d z i :

X ( x )  -  i n f  [ R ( x ,b ) * B ( b ) ]  . ( 8 . 2 5 )
beR

x e  R .

R o z p is u j ę c  ( B . 2 5 )  d o s t a je m y :

X ( x )  = min  
b tB

j i n f  [R (x ,b )b { B (b  j] , i n f  [ R ( x ,b ) bęB (b  j]f = i n f  [R (x ,b )o fB (b ) ]  
1 bfeB2 ) bfcB2

’ (S.26 )
x  e R ,
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31 = { b e  R  | R ( x ,b ) <  B (b  jj..
32 -  { b e  R | R ( x , b ) > B ( b ) | .

( 8 . 2 7 )

( 8 . 2 8 )

P ro b le m  re d u k u je  s i ę  do w y z n a c z e n ia  t a k ie g o  bQ £ R  ( r y 8 .  8 . 1 ) ,  d la  k t ó 

re g o  R ( x , b ) q p B ( b )  o s ię g a  sw o ję  n a jm n ie js z ę  w a r t o ś ć .

R o z w ię z u ję c  n a s t ę p u ję c e  ró w n a n ia :

exp  £ - ( b - x - l  )2/ia2 ]  » e xp  t* (b —1 J2/ ^ * ^ ) 2] . 

w zględem  b i  b io r ę c  w ię k s z y  z  p ie r w ia s t k ó w ,  o trz y m u je m y :

g d z ie  i

bo ■ 1 + a^T-

( 8 . 2 9 )

( 8 . 3 0 )

( 8 . 3 1 )

S t ę d  X ( x )  ■ exp  [ - x 2/!!2 ] .

8 . 2 .  Rozm yte ró w n a n ia  r e l a c y ln e  la k o  m odel p ro ce só w  

po d elm o w an ia d e c y z j i

P r o c e s  po d ejm o w ania d e c y z j i  w w a ru n ka ch  n i e p r e c y z y j n i e  o k r e ś lo n y c h  c e 

lów  i  o g r a n ic z e ń  tra k to w a n y c h  ja k o  z b i o r y  ro zm y te  z o s t a ł  po r a z  p ie r w s z y  

s fo rm u ło w a n y  p r z e z  B e llm a n a  i  Zad e h a  ( p o r .  [3 l] ) .  M odel m ate m atyczn y  t e 

go p r o c e s u  fo r m u łu je  s i ę  w o p a r c iu  o n a s t ę p u ję c e  z a ł o ż e n i a .  P r z y jm u je  się.



\

ża dany jest zbiór ograniczeń ci*c2 '*,,,cm 1 Gi,G2 " * * ,Gn tra!<towa-
nych jako zbiory rozmyta określone odpowiednio na przestrzeni ograniczeń 
G i przestrzeni celów Ci

C^FfC), G^eFfG), (8.32)

i B 1>2,... ,m, j ■ 1,2t...,n.
Decyzja D określona na przestrzeni decyzji O zależy od zbioru ogra

niczeń i celów, co można zapisać w postaci równania:

O = $ ( •G^ t...»G^,C tCg i...iCm ) (8.33)

D 6 F(D), gdzie $ określa operator agregowania G^ i C^, i ■ l,2,.'..,n,
j = 1,2,...m. W najprostszym przypadku, gdy G =• C ■ X, D należy do X.

W [47 ] zaproponowano dwa sposoby wyznaczania zbioru rozmytego D i

I
n n

0  *  1 1  G i n  ( 1  c j  ( 8 , 3 4 )i=l j-1

tzn. 1

D(x) « min [min G.(x), min C (x)l, (8.35)
K K n  1< j<m J

xeX,

I I

n m
D(x) ■ T T V » > T T  C^ (X), (8.36)

i-1 j-1 ■s
x t X.

Łatwo zauważyć, że dla tak przyjętych sposobów wyznaczania zbioru ro» 
mytego decyzji D:
- G± i Cj są nlerozróżnialne,
- wszystkie ograniczenia i cele traktowane są w ten sam sposób, brak Jest 

zróżnicowania ich istotności.
Wspomniane powyżej cechy naszkicowanego algorytmu podejmowania decyzji 

mogę być w sprzeczności w stosunku do istniejęcych realiów. Pewne rozsze
rzenia podstawowej metody podejmowania decyzji można znaleźć w [2]  [46|[47].
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Bardziej realne wydaje się sformułowanie modelu procesu podejmowania 
decyzji w postaci rozmytego równania relacyjnego«

D = G. E  G Q .  .  .  □  G O C  □ C D . . . D C  D R .  
1 2  n 1 2 m (8.37)

Rów nanie (8.37) s t a n o w i fo rm a ln y  z a p i s  s t w ie r d z e n i a :  o g r a n ic z e n ia  i  c e le

« V C2 * * . . * C B . Gi . G 2  Gn ) o r a z  p o d ję t a  d e c y z ja  (D )  p o z o s t a ję  z e  so b ę  w

r e l a c j i .

Schem at B e llm s n a -Z a d e h a  s ta n o w i s z c z e g ó ln y  p r z y k ła d  (8.37).
O e ż e l i  Gi # C j  e  F ( X ) ,  norma t r ó j k ę t n a  z o s t a n ie  p r z y j ę t a  Ja k o  minimum o r a z  

r e l a c j a  R dana j e s t  w p o s t a c i :

R -  I , (8.38)

tzn. s

i(x^*x9,••«,x^,y^,y2#...»y^#z) -
i. 9dy x1“x2=***=xn=yi“y2”**,a,ym“z 

0, w przypadku przeciwnym
(8.39)

x1,y^izeX, i - l,2,...,n, J = l,2,...,m, wówczas otrzymujemy:

D ( z )  = s u p  [G1 ( x 1 ) A G 2 ( x 2 ) A  . . .  A G f. ( x n ) A  C1 ( y i ) A C 2 ( y 2 ) A  . . . A  Cm( y m)A

X i ' y j

A R ( X j | * 2  V yi*y2

-  G ( z )  A G  ( z ) A  . . .  A G  ( z )  A C  ( z )  A C  ( z )  A  . . .  A  C ( z ) ,  ( 8 . 4 0 )x £. n 1  c. m

z e  X .

D ob ór normy t r ó j k ę t n e j  o r a z  w y z n a c z e n ie  r e l a c j i  r o z m y te j p r z e b ie g a  w 
o p a r c iu  o z e s ta w  te s to w y  c e ló w , o g r a n ic z e ń  i  p o d ję t e j  d e c y z j i  i  w y k o rzy 

s t a n i e  metod z  r o z d z ia łó w  5 1 6 .



9 .  ZAKOŃ CZEN IE

N i n i e j a z a  p r a c a  z a w ie r a  p r e z e n t a c ję  problem ów  i  i c h  ro z w ią z a ń  w z a k r e 

s i e  s t e r o w a n ia  ro z m y te g o , a n a l i z y  i  s y n t e z y  system ó w  r o z m y t y c h .T e o r e t y c z 

ne ramy n i n i e j s z y c h  ro zw a ża ń  s ta n o w ią  ro zm y te  ró w n a n ia  r e l a c y j n e  z  norm a

mi t r ó jk ą t n y m i .  Są  one o r y g in a ln y m  d o ro b k ie m  A u t o r a .  R o zp a try w a n e  d o ty c h 

c z a s  ró w n a n ia  r e l a c y j n e  z  s u p - m in ( in f - m a x ) o p e ra to re m  z ł o ż e n i a  można tra k 

tow ać ja k o  s z c z e g ó ln y  p r z y p a d e k  d y sk u to w a n e j k l a s y  ró w n ań . R o z p a tr z o n o  o -  

g ó ln e  p ro b le m y  k o n s t r u k c j i  r e g u la t o r a  ro z m y te g o . Zaproponow ano ró w n ie ż  no- 
wą o r y g in a ln ą  k o n c e p c ję  r e g u la t o r a  p r o b a b i l i s t y c z n o - r o z m y t e g o ,  k t ó r y  s t a 

now i i s t o t n e  u o g ó ln ie n ie  r e g u la t o r a  om aw ianego d o t y c h c z a s  w l i t e r a t u r z e .  

P o d k re ś lo n o  i s t o t ę  s to s o w a n ia  te o r io m n o g o ś c io w e g o  o p is u  system ó w  n ie d e te p -  

m in is t y c z n y c h .  W p r a c y  z a w a rto  s z c z e g ó ło w ą  d y s k u s ję  na tem at norm t r ó j k ą t 

n y c h , ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y j n y c h  o r a z  a n a l i t y c z n y c h  i  n u m e ry czn y ch  me

to d  i c h  r o z w ią z y w a n ia .  W d a ls z y m  c ią g u  r o z p a t r z o n o  z a s t o s o w a n ie  ro zm y ty ch  

równań r e l a c y j n y c h  w a n a l i z i e  i  s y n t e z ie  system ó w  r o z m y ty c h . P o s ta w io n o  i  

ro z w ią z a n o  p ro b le m  i d e n t y f i k a c j i .  Omówiono z a g a d n ie n ie  s t e r o w a n ia .  Doko

nano k o n s t r u k c j i  r e g u la t o r a  ro z m y te g o  w o p a r c iu  o m odel sy ste m u  ro z m y te g o .  

Tego r o d z a ju  u j ę c i e  p ro b lem u  t w o r z e n ia  r e l a c j i  r e g u la t o r a  może b y ć  t r a k t o 

wane ja k o  r o z w ią z a n ie  a lt e r n a t y w n e  do J u ż  i s t n i e j ą c e g o  w l i t e r a t u r z e . R o z 

d z i a ł  8 p r a c y  p o św ię co n o  b e z p o ś re d n ie m u  z a s t o s o w a n iu  rów nań r e l a c y jn y c h  

do fo rm u ło w a n ia  i  r o z w ią z y w a n ia  prob lem ó w , k t ó r e  w y s tę p u ją  w a ry tm e ty c e  

l i c z b  ro z m y ty c h  i  po d ejm o w aniu  d e c y z j i .  Z n a n e  w l i t e r a t u r z e  z a g a d n ie n ia  

z n a l a z ł y  w te n  sp o s ó b  z u p e ł n ie  nowe i  k o n s tru k ty w n e  u j ę c i e .

Do o r y g in a ln y c h  e lem en tó w  n i n i e j s z e j  p r a c y  w a rto  z a l i c z y ć )

1 )  w p ro w a d ze n ie  ro z m y ty c h  rów nań r e l a c y jn y c h  z  norm am i t r ó jk ą t n y m i i  
p o d a n ie  m etod i c h  r o z w ią z y w a n ia ,

2 )  s fo rm u ło w a n ie  i  r o z w ią z a n ie  z a d a ń  a n a l i z y  i  s y n t e z y  w sy s te m a c h  r o z 

m ytych  o p is a n y c h  ró w n a n ia m i r e l a c y j n y m i ,

3 }  s fo rm u ło w a n ie  i  r o z w ią z a n ie  problem ów  z n a n y c h  w t e o r i i  z b io ró w  r o z 

m ytych  (a r y tm e ty k a  l i c z b  ro z m y ty c h  i  p o d ejm o w anie  d e c y z j i )  w J ę z y k u  rów

nań r e l a c y j n y c h ,

4 )  p r e z e n t a c ja  k o n s t r u k c j i  r e g u la t o r a  ro zm y te g o  w o p a r c iu  o w y k o rzy 
s t a n i e  m o d e li system ó w  r o z m y ty c h .

Zaproponow ane w p r a c y  ro zm y te  ró w n ś n la  r e l a c y j n e  m ają z n a c z n e  w ię k s z y  

z a s i ę g  z a s to s o w a ń . Mogę s t a n o w ić  fo rm a ln y  a p a r a t  fo rm u ło w a n ia  i  r o z w ią z y 

w a n ia  problem ów  w ró ż n o ro d n y c h  d y s c y p l in a c h  n a u k o w ych , t a k i c h  J a k :  b a d a

n ia  o p e r a c y jn e ,  ro z p o zn a w a n ie  o b ra zó w  c z y  t e ż  z a g a d n ie n ia  d ia g n o 8 t y k i  s y 

stem ów .
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STEROW ANIE X SYSTEM Y ROZMYTE

S t  r e s z c z e n i e

W p r a c y  w prow adzono ro zm y te  ró w n a n ia  r e l a c y j n e  z  normami t r ó jk ą t n y m i .

W o p a r c iu  o n ie  ro z w ią z a n o  s z e r e g  za d a ń  a n a l i z y  i  s y n t e z y  w s y s te m a c h  r o z 

m y ty c h . W skazano na o g ó ln o ś ć  i  p r z y d a t n o ś ć  rów nań r e la c y jn y c h  d la  fo rm u 

ło w a n ia  i  ro z w ią z y w a n ia  problem ów  t e o r i i  i  z a s to s o w a ń  z b io ró w  ro z m y ty c h ,  

t a k i c h  j a k :  r e g u la t o r y  ro z m y te , po d ejm o w anie  d e c y z j i  c z y  a ry tm e ty k a  l i c z b  

ro z m y ty c h . Z a p re ze n to w a n o  a n a l i t y c z n e  i  n u m e ryczn e  m etody ro z w ią z y w a n ia  

ro z m y ty ch  rów nań r e l a c y j n y c h .  Zaproponow ano nową k o n c e p c ję  r e g u l a t o r y  p r o -  

b a b i l l s t y c z n o - r o z o y t e g o .  P o d k re ś lo n o  i s t o t ę  s to s o w a n ia  te o r io m n o g o ś c io w e -  

go o p is u  system ów  n le d e t e r m in is t y c z n y c h .  R o z w a ża n ia  t e o r e t y c z n e  i l u s t r o 

wane s ą  s z e r e g ie m  p rz y k ła d ó w  n u m e ry c zn y c h .

\



УПРАВЛЕНИЕ И РАСПЛЫВЧАТЫЕ СИСТЕМЫ

* Р е з ю м е

В р а б о те  в в о д я тся  расплы вчаты е ур авн ен и я соотнош ений с  трёхугольны м и нор

м анн. На их основании решено ряд зад ач по ан ал и зу  и с и н т е з у  расплы вчаты х си

с те м . У к а за н о  на общ ность и прим еняем ость уравнений соотнош ений для формули

ровки и решения проблем теории и пр акти ки  расплы вчаты х множеств та к и х  как*  

расплы вчаты е р е гу л я то р ы , принимание решений, или-же арифметика расплы вчаты х  

ч и с е л . Приведены ан а л и ти ч е ск и е  и цифровые методы решения расплы вчаты  у р а 

внений соотнош ений. Д а ё тс я  новая концепция в е р о я тн о с тн о -р а сп л ы в ч а то го  р е г у 

л я т о р а . П одчёркнуто  сущ н о сть  применения те о р е ти ко -м н о ж е стве н н о го  описания  

недетерм инированны х с и с те м . Те о р и ти ч е ск и е  рсеуждениа и л л ю стр и р ую тся ,  рядом 

машинных прим еров.

FU ZZY  CONTROL AND F U ZZ Y  SYSTEM S

S u m m a r y

T h e  p a p e r  d e a ls  w it h  f u z z y  r e l a t i o n a l  e q u a t io n s  w ith  t r i a n g u l a r  n o rm s. 

S e v e r a l  a n a l y s i s  and s y n t h e s i s  p ro b le m s i n  f u z z y  s y s te m s  d e s c r ib e d  by 

means o f  th e  e q u a t io n s  e s t a b l i s h e d  h e re  h a ve  been p r e s e n t e d .  M oreover  

t h e i r  g e n e r a l i t y  and u s e f u ln e s s  f o r  f o r m u la t in g  and s o l v i n g  p ro b le m s o f  

th e  th e o r y  and a p p l i c a t i o n s  o f  f u z z y  s e t s  have  been p o in te d  out ( e . g .  

f u z z y  c o n t r o l l e r s ,  d e c ie io n - m a k in g  p r o c e s s e s  and a r i t h m e t i c  o f  f u z z y  num

b e r s ) .  A  new c o n c e p t  o f  p r o b a b i l i s t i c - f u z z y  c o n t r o l l e r  has been in t r o d u 

c e d . An e s s e n c e  o f  th e  u se  o f  a s e t - t h e o r e t i c  a p p ro a c h  t o  d e s c r i p t i o n  o f  

n o n d e t e r m in i8 t ic  s y s te m s  h a s  been u n d e r l in e d .  A n a l y t i c a l  and n u m e r ic a l  

m ethods f o r  s o l v i n g  th e  f u z z y  r e l a t i o n a l  e w u a tio n s  have  been p r o v id e d .N u 

m e r ic a l  e x a m p le s  form  pn i l l u s t r a t i o n  o f  th e  i n v e s t i g a t i o n s  p r e s e n t e d .



WYDAWNICTWA NAUKOWE I  DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ

44-100 Gliwice — Księgarnia nr 096, ul. Konstytucji 14 b 
44-100 Gliwice — Spółdzielnia Studencka, u l Wrocławska 4 a 
40-950 Katowice — Księgarnia nr 015, ul. Żwirki i Wigury 33
40-096 Katowice — Księgarnia nr 005, uL 3 Maja 12
41-900 Bytom — Księgarnia nr 048, PI. Kościuszki 10 
41-500 Chorzów — Księgarnia nr 063, ul. Wolności 22
41-300 Dąbrowa Górnicza — Księgarnia nr 081, ul. ZBoWdD-u 2 
47-400 Racibórz — Księgarnia nr 148, ul. Odrzańska 1 
44 -200 Rybnik — Księgarnia nr 162, Rynek 1 
41-200 Sosnowiec — Księgarnia nr 181, uL Zwycięstwa 7 
41-800 Zabrze — Księgarnia nr 230, ul. Wolności 288
00-901 Warszawa — Ośrodek Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN — 

Pałac Kultury i Nauki

Wszystkie wydawnictwa naukowe i dydaktyczne zamawiać moana poprzez Składnicę 
Księgarską w Warszawie, ul. Mazowiecka. 9.


