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1. WST^P

Modelowanie Mtu*lycznt Joat przybliżony* opieea rozaaitych zjewiek. 

Nie aa foraalnych wyaagari, która nakazuj« stosować w aodeloweniu określo
ny aparat aotoaatyczn^. Zwykł* apoaób aodelowania doetoeowany jaat do ca
lu, jaki zaaiarza »i? oeięgnęć.

Iatniaja potrzeba foraułowania ogólnych aodeli, które bez ietotnych 
zaian aożne zaetoeowoć do «lalu różnorodnych celów. -la więcej.zjewiak aoż- 
na aodelować ty* aaaya aodelea, tya większe jaat uniwerealność modelu i 
tya bardziej rozwinięta jaat nauka operujęce takiai aodelaai.

W aetralogii jednya z podatawowych pojęć i zjawiak jeet błęd poaiaru 
lub błęd ayateau poaiaronego. Loeowość zjawisk fizycznych powoduje, te do 
aodalowenie błędów etoeuje eię rachunek prawdopodobieństw* i etatyetykę 

aateaatycznę.
W niniejszej precy przedetawia aię modelowania błędów wielowyaierowya, 

nieatacjonarnya procaaea loeowya, a ściślej takia proceeea nieetacjonar- 
nya, który przez odpowiednie przekeztełcenie aatoaatyezne aożna oprowa

dzić de proceeu atacjonernego.
Zdaniea autora proponowany aodel błędów

- aa proatę interpretację fizycznę,
- jaat uniwersalny,
- aolna dobrze doatoaawać do dotychczae atoaowanych pojęć błędów, przez 

co etanowi ich rozwinięcia i wzbogacenie,
- pozwala zinterpretować zjawiaka aetrologiczne nie poddajęce aię anali

zie aataaatycznej tradycyjny»! aetodaai,
- aa znane w rechunku prawdopodobierietwa i statystyce aataaatycznej właś

ciwości i aetody eatyaacji Jago paraaatrów.

W literaturze pojewieję aię wzaianki o aodalowaniu błędów nieetacjo- 
narnya procaaea loeowya. Sę to kilkuzdoniowe wzaianki bez określenie sen- 
eu fizycznego i powięzania z właściwościaai ayateau poaiarowego.

Nazwę klaay procesu losowego przyjęto za Pugaczawea [l]. Sairnow i Du- 
nin-Barkowski [2] podaję przykład błędów indykatora opiaywanych proceeea 
nieatacjonarnya, którego wartość oczekiwena zależy od wielkości Mierzo
nej. Autorzy uważaję t^ -nioetacjonarnoś^ za niaiatotnę, gdyż ekłednik lo
sowy błędu (po odjęciu wartośel oczekiwanej) jest proceeea etacjenarnya.

Przykłady nieatacjonarnych, wielowyaiarowych sygnałów losowych podaję 

Bondat i Pieraol [3]. Interpretację wielowymiarowego procesu loeowego za
czerpnięte ich pracy [3]. a
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Właściwości niestacjonarnych funkcji losowych w ujęciu wygodny« do za- 
stosowsnis przsdstawls Swlesznlkow [4]. NaJbardziaJ wyraźni« opisano wła
ściwości błędów w dodatku do zalacań noraatywnych MS 53-78 krajów RWPG [5] 
wprowadzając aodel błędu podstawowago w poatacl nlaatacjonarnago procesu 
losowsge. Podabns interpretacja błędu pojawiła się w aiędzynarodowya do- 
kuaancle OIML [6] noraujęcya charakterystyki astrologiczne narzędzi po- 
alarowych. Można przypuszczać, te wcześniejsza noraa GOST 8.009.72 1 po
wyższe dokuaenty aaję ewe źródło w precy Kewelerowa i Mandalsztaaa [l8], 
chociaż w pracy tej nie wyróżnls się błędów nleetacjonarnych, lecz wiel
kości niestecjonsrne (aierzons i wpływsjęcs).

Propozycję aodelowsnla błędów systaaów poalerowych niaetacjonamya, wie- 
lowyaiarowya procesea losowya autor przedetawlł na konferencji 'Metrolo
gie 1980* [36]. Dalsza prace kontynuowano w problaaie węzłowy» R.I-3 
MNSzWiT [37]. Bardziej obazerne przedstawienie zagadnienia zawiera praca 
[38] znajdujęca się w druku.



2. BŁĄD POMIARU OAKO AKSJOMAT METROLOGII

2.1. *Brw»dz»nt«

Podstawy po»larów sforaułowano w starożytności tworzęc geoaetrlę. Za
sady ta stosowsne były praktycznie w pomiarach długości. Stały ei« one 
podstaw« aateaatyki, a pojęcie poaiaru znana było w aataaatyce od dawne.

Nowoczaane podstawy metrologii stworzono przez przyjęcie eystsau ae- 
trycznego poaierów długości oraz aasy. Przyjęto jako założenie, że stsny 
cech przedaiotów i zjawisk odwzorowuje się w dzisdzinis liczb rzeczywis
tych. Założenie to spowodowało*, że znana atoaunki aiędzy liczbaai przeno
szono ne stany fizyczna, a stosunki aiędzy atanaai rozaaitych cech wyra
żano za poaocę praw fizycznych. Przy tya założeniu powstał obraz świata 

fizycznego sfsraułowany przez fizykę.
Relacja zachedzęca aiędzy atanaai cech fizycznych istotns dla aetcolo- 

gii zoatały aforaułowene przez Helaholtze w 1887 r. [7] i foraalnia ujęta 
przez HSldera [s]. Pfanzagl [9] wyraża poględ, ża zasady podsne przez 
Helaholtza całkowicie wyatarczaję do tworzenia obrazów świata fizycznego. 
Ten stan wiedzy uzupełniony pracaai Caapbella [10] , St*venw < [ll] wyraża 
aię iatnleniea 4 rodzajów sksl poaiarowych, które wyreżaję atoaunki aię- 
dzy stsnaal wielkości aierzonej wg danej skali, przy czya stosunki ts sę 
izoaorficzno ze stesunksal wsrtoścl danej ekall.

Gdy stany a danej -cechy x tworzę zbiór A

A 1 a e A, (l)

a obrazy b stanów tsj cschy zbiór B

B : b e B. (2)

ta przyperzędkowanle atanaa e e A obrazów b c B tworzy funkcję poaia- 
rawę [12]

b - f(a). (3)

Odwzerowanle (3) winna być wzajemnie jednoznaczna, tzn. winna latniać fun
kcja odwrotna

a m(p(b) « f_1(b). (4)
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wówczas funkcja poalarowa (3) krauja ekalę poaierowę danej cachy (wielko
ści).

Spośród wielu aotllwych wzajepnie Jednoznacznych funkcji poaiarowych do 
kreowania skali wybiera elę tak« funkcję, która lzoaorfleżnia odwzorowuje 
relacja (stoaunki) aiędzy stanaai danaj cachy na ralacja poaiędzy obraza- 
■1 etanów taj cachy. Zalotnie od aolllwych do atwiardzenia relacji aiędzy 
etanaai rozaaitych cech wyróżnia aię 4 rodzaje akal poaiarowych.

1. Skala noalnalna

Dana cecha Jest aiorzalna wg skali noainalnaj, gdy aiędzy stanaai taj
cechy da aię stwierdzić relację równoważności stanów.

aŁ • a2 lub aj f a2. (5a)

Gdy zachodzi a^ - a2> to winno zachodzić bj » b2 i odwrotnie bj - b2
pocięga za aobę » a2.

2. Skala porządkowa

Między etanaai danaj cechy aogę zachodzić ralacja równoważności oraz 
śclełago uporzędkowania stanów.

Izoaorficzno odwzorowania tych relacji dla dowolnych stanów a^, *2 < A 
oznacza, ta

'i

<=> f(at) - f(a2) (Sb)

< «2 <=> f(»t) <  f(a2). (6)

Cecha o takich właściwościach Jest alerzalna wg skali porzędkowaj.

3. Skala interwałowa

w tya przypadku aiędzy atanaal cachy winny zachodzić ralaoja równoważ
ności i śclełago uporzędkowania stanów oraz równowalncści i ściałego apo- 
rzędkowanla interwałów atanóp. Tak więc oprócz (5), (6) winien zachodzić 
lzoaorflza relacji uporzędkowania interwałów dla dowolnych atanów a^, a2 .

* 1  *  * 2 * * 3  *  '- i <=> -  ł ( « 2) <  ^ («3 ) -  f ( « 4) . (7)
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4. Skolo llorozowo

Dana cacha Jaat alarzalna wg akall ilorazowoj, gdy da ol« «twierdzić 

noot«puj«co rolocjot

- równoważności i śelałago uporządkowania «tanów,
- równoważności i ściałogo uporządkowania interwałów,
- równoważności i ściałogo uporządkowania ilorazów.

Odwzorowania jaat izoaorficzno, gdy oprócz (5), (6), (7) zachodzi dla 
dowolnych Oj, a2 , aJt »Ą « A

■_1 ^ *3 _  f(,l) f(ł3)

*2a, «  aj Tta^T 35 TTajT (8 )

Wielkości (cochy) spełnlaj«ca ww. ralacjo nazywa oi« wlalkościaai eddy- 
tywnyai [12]. Skal« llorezew« nazywa alf takżo skal« aetryczn« [12].

Skal« lntorwałow« przaz przoaunl«elo aożna aprowadzić do akall aetrycz-

noj [12].
Obrazaai atanów cach Mierzalnych wg akal Interwałowej i Ilorazowej «« 

liczby rzoczywlota, tak wl«c B c R. a alaaonty b zbioru B (2) nazywa 
«1« wartośclaal denej wialkości.

Przedetewienle oaówlonych właściwości aożna znaleźć w literaturze pol- 

okloj i obcej. Najlepiej przodatawlł to Ajduklewiez [12], aojbordzlej przej- 
rzyśelo Urban [13]. Szczogółowo oaćwienle zawlaraj« praco Saworeklego [14], 
[15]. Poazukiwanlaa dalazych relacji, która winny być «pełnione,aby wlel- 
kości nleaierzalne z zakroou nauk bahawloryotyoznych uczynić al«rzalnyal, 
zajaowoll *1« a.in. Pfanzagl [»] oraz Krentz 1 inni [l6]. Praca Pfanzagla 
aoża być użytaezna przy foraułowanlu akal takich wialkości, jaki użytecz- 
ność wyrobu 1 innych ocan wyrażonych na podatowlo anklat lub taatów.

N.

2.2. Skala fizyczna 1 niejednoznaczność obrazu rżoczywlotoścl

Powyżaj akala poalarowo przodatowiono wg lntorprotoejl aataaatycznoj 
wzgl«dnio logicznoj. Poalory fizyczno nlo zapownlaj« warunków, jąkla a« 
ool«gano w okaparyaantach aatoaatycznych. Za wzgl«du na właśclwaścl zaya- 
łów człowloka araz narz«dzl, któryal człowiok al« poaługuja, nie aa fi
zycznej aożllwoścl oprawdzania równoważności dwóch stanów danaj «ochy w 
opoaób jadnoznoczny. Wekutek togo obroży rzoczywlotoścl a« nlajodnozitacz- 
no. Stan a < A aiorzonoj cochy x odwzorowywany joat w dziadziala ak> 
atrakcji w pootocl zbioru wortoścl, alanowlclat

o —  Ba P B. (•)



- 10 -

Charakter odwzorowania (9) punktu w zblńr powoduje trudność zdefinio
wania ekall poolarowoj Jak (3). Dlatego ze zbioru 8 wybiera alf elenent 
&
b , który najlapiej odwzorowuje oton a i definiuje sit Jednoznaczne przy
porządkowanie

*  - f*(a) (10)

oraz Jednoznaczno odwzorowanie odwrotno

o* » q>*(b*). (11)

jk fr-1
przy czyś q> » f . Znakiea * oznacza się odwzorowanie definiuj «co ska
le fizyczne dla odróżnienia od postulowsnych sksl (3) aataaatycznych. Przy 
poaiarach fizycznych skalę poalarowę tworzy przyporządkowanie (10). Przy
kłada« kaztałtowanla funkcji f* a« kolejne MPST (Międzynarodowa Prak
tyczna Skala Teaperatury) z lat 1948, 1968*^.' Punktowi stsłsau krzepnię

cie złota przypisywano wartości tsaperatury odpowiednio: 1063; 1064,43°C.
Powataje pytanie, czy atany a, a* sę równa?

Równoważność

a —  a* (12)

zachodzi w grenicach zdolności rozróżniania charakteryzowanej niejedno
znaczności« odwzorowania (9).

Stosujęc język aateaatyczny aożns powiedzieć, że odwzorowsnls (9) prze- 
prowedzs stsn a w zalannę loeowę, e B( oznacza zbiór wartości tej 
zalennoj. Zaienna loaowa będęca obrazea etanu a * A aa rozkład prawdo- 
podobloństws P a (b), przy czya dla rozkładu dyakrstnago

y ~ l  P . ( b )  -  1, ( l3 a )
beB^

s dla rozkłedu ciągłego

Jpa (b )db  -  1. ( l3 b )
B

Przyporzędkowanie jednoau stsnowl a wielu sleaentów zbioru Ba <= B c R 
nie jest równo uprzywllojowsne, a alarę uprzywilejowania jest prawdopodo
bieństwo i ■ bt e Ba w przypsdku rozkładu dyskrstne-
go lub gęstość prewdopodobieristwa pa(b), b e B# w przypadku rozkładu 
clęgłogs.

71-----------
'Plerwezę Międzynarodowy Skalę Teaperatury wprowadzono w 1927 r. Punkt 
otały krzepnięcia złota alał wartość 1063°C.



Odwzorowani* stanu a w obraz tsgo stsnu zsalast (9) aa poete

* —  | b * Ps(b)j* (l4)

Przykład zbioru odwzorowuj«cego ustalony stan s przedstawiono ns

rys. 1.

o.) y )
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Rys. 1. Prawdopodobieństwo odwzorowania stanu a w dzladzlnls abstrskcjl 
s) zbiór nertości dyskretny, b) zbiór wartości elsgły

Jak powiedziano powytej, dis zdsflniowanis sksll fizycznej (lO) nslety 
ze zbioru |b, p#J dokonać wy bers alsaentu b* * , który nejlepiej od
wzorowuje stsn s. Wybór dokenyweny jest wg dscyzjl 0:

b* - D(p#). (15)

Stosuje slf rótne reguły decyzyjne, przy czya reguła zestssowsns do 
kreowania sksll winns być znens. Ns przykłsd rsgułs decyzyjna Cj okreś
la, te najlepszya odwzerowsnlsa stsnu s jest wartość b* nsjbardcis.i praw
dopodobno, tzn. wsrtość aedalna.

DjCp^) - b* takls, ±e (►,(&)• (.16)
b€K

Inn« reguł« jast wybór wartości przeciętnej, tzn.j

^(p,) - b| tskls, ts j b pa(b)db - b* lub !L bjP,* » b* (17)
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•lbo aadlany

1 *)
03(nB) - b* taki*, ta P.(b£) - 5  . («)

przy ozyp P0 (b) jaat dyetrybuent« rozkładu.
Punkt b* « B, ala nia 

puai ta być punkt zblaru 
■ . Staaunki zachodząca 
plfdzy wartaściapi b^,.„ 
■•Zna uatalić dla znanych 
reguł dacyzyjnych 0^
•<ly znany jaat rezkłed 
P , ( b ) .  Wartaścl b*. kj,... 
ogólnie blor«c a« rśżne, 
Jak pokazano na rya. 2. 

b chać w pewnych przypadkach
aaff być jednokowe. Na 
przykład dla rozkładu ey- 

Rye. 2. Obrazy atanu ^e dla raguł dacyzyj- ..trycznege wzgl«doa punk-

1 2 3  tu b* zachodzi b^ • b*.
Orug« ietotn« właściwości« odwzorowań f* araz Jaat poatulat, aby

były ona określona nia tyłka dla atanu a lub wartaścl b*, ala taki* 
dla odchyloń od tych punktów loZ«cych w otoczaniu tago atanu lub wartoś
ci. Oznaczaj«c eyabele« u rozazarzanla «bazaru odwzorowania aotna napl- 
aać naat«puj«co:

b* ♦ v - f*(a ♦ u), (1»)

przy czyp v jaat odchylania* od punktu b*. Odwzorowania odwrotna aa
poatać t

a* ♦ u ■ f*(bł ♦ v) ■ f,"1(h* ♦ u). (20)

WłaśclweAć ta, jak wykazał a.In. Ajduklawicz [l2], jaat apałnlona dla 
wlalkoścl addytywnych, aiarzalnych wg akal aatrycznych. Sun« a ♦ u aolna 
zroallzawać fizycznie apałnlaj«c wyaaganla lzoaorflzau atoaunków al«dzy 
atanani cachy (w rzaczywiatoścl fizycznej) 1 atoeunków pi«dzy llczbaal 
rzeczywiatyal, które a« obrażani tych etanów. Prowadzi to do odwzorowa
nia [12] *

*'Dl» rozkładu dyekretnego b* jeet takie, Aa 

P.(b * b*) » PB(k »  b* ) »

x*^Włościweść (21) oznacza. Ze funkcja pealarawe f* (operator odwzoro
wania) jeet w przypedku akal aetrycznyeh eperetoroa liniowy«.



- 13 -

t? + v « f*(a ♦ u) ■ f*(a) ♦ f*(u), (21)

a at«d pa uwzględnianiu (10) da adwzorawania

v - f*(u) (22a>

araz

u -<J>*(v). (22b)

Przy tworzeniu abrazów rzeczywietości za poaoc« paaiarów niezbędna jaat 
oeana niejednoznaczności abrazu. Fizyczna adtwarzania akall poalarowej da- 
naj wielkości fizycznej za poaoc« wzorców realizowane jeet z określon«
nlejednoznecznoścl«. I tak aiędzynarodowy wzorzec aaay 1 kg odtwarzany
jaat z dokładności« 10-*j MPST odtwarza alf za poaoc« punktów stałych z 
dokładności# 0,01-0,0001 K róin* dla każdego z punktów, ltd. Każdy wynik 
poalaru jaat nierówności«, która tę niejednoznaczność określa.

Przy raellzecji odwzorowania (9) peeługlwenie się zblorea Ba lub zblo- 
rea |b, Pa (b)j , b ł Jeet uciężllwe 1 nie zawsze potrzebne. Izoaor- 
ficzność odwzorowania (10) araz (22) pozwala poezuklwać alar niejednozna
czności odwzorowania (9) w aateaatyce, w teorii alary, gdyż zbiór B# jaat 
zblorea liczb rzeczywletych.

W fizyce i w technice zaatoeowanie znelezły tylko niektóre aiery zbio
rów: alara Labeague’e, alary adlagłoścl 1 entropia.

I. Miara Lebeanue*a zbioru

Rozpetrzay najpierw przypadek razkładu równoaiernego zbioru Ba :

-  b— ih » :■ ■ {23)9 d

gdy b^, bd oznaczaj« kraay górny 1 dolny zbioru B#.
Zbiór Ba za poaoc« punktu b* został podzielony ne 2 rozł«czne pod

zbiory 1

B. -  Bd U Bg (24)

Ola każdego ze zbiorów: Ba , , ag nożna zaatoaować alar« Lebeegue'*.
Miary ta aaj« wartości:

fx(Bd) - £d O (25a)

ft(*g) - £ d > 0 (25b)
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oraz

^(Ba) - ^(Bd U 3g) - td ♦ eg - 21*\ (26)

Przaz wprowadzani* alary zbioru »tanowi a nożne przyporządkować parę

a —  (b*. 2t) (27)

lub trójkę uporzędkowanę

a —  (b*. £d . 6g). (28)

przy czya wybór alaaantu ls* Ja*t razultataa decyzji D (15). Należałoby 
steaawać zapl* b^. Zyykla, jażall nl* uatala *ię inaczaj. stosowana jast 
raguł* dacyzyjna 02 (17) 1 wówczas lndaks O paalja się.

Ola rozpatrywanaga przypadku rozkładu równoalarnago

28 > bg - bd (2»)

oraz

®d ’ ®g " * '

Miarę Labaagua'a ««Ina stosować do zblórów w k-wyaiarewsj przaatrzanl 
aatrycznaj (wówczas B c r *) araz dla dowolnych rozkładów pa (b).

Ola razkładów a dziadzinie niaogranlczanaj alar« Lsbesgu*'* przyjauja 
wartość «** 1 ataaowania **J alary traci aan*. MoZna wówczas wprowadzić
pawaa aodyfikacja zbioru Ba.

1. Za zbiaru Ba wyłęezs się podzbiór Bp

Bp - | b  « Ba J pa (b)>«r|. (31)

któraga alaaanty raalizawana ag z odpawladnla dużya prawdopodobieństw» i 
za alarę niejednoznaczności przyjauja alę wiarę zbiaru Bp. Wydzlalanla 
padzblaru Bp ilustrują rys. 3a.

Wartość alary Labasfue*a zbiaru Bp wynosi:

^(Bp) - 2«p «  26. (3*)

Można wykazać, Aa wyłęezanle za zbiaru Ba punktu b* nia zalania ala
ry zbiaru «a , gdyl ^(bP) - O.



- 15 -

B p b ;.U b ;

A
B'

Rya. 3. Miara niejednoznaczności obrazu, gdy Pa(b)><J
a) interpretacja graficzna siary, b) przypadak, gdy alara nła «* pełni che- 

rakteryzuje niejednoznaczność obrazu

Im <f Jaet enlejeze, ty» »lora 2 6p Jaat bliZaza wartości 26. Powyżaza 
aiara przaataja być aiarodajna dla nieepójnych rozkładów prawdopodobieri- 
etwa zbioru Ba> Jak przykładowo pokazano na rya. 3b.

2. Za zbioru wyłącza elf podzbiór ą* <= b ^ bfdfcy otoczaniaa pun
ktu b*, tak aby prewdepodobiertetwo zrealizowania alaaantu należącego do 
otoczanla było doataxacznla duża. Gdy b* - fcd , b* + £g a« kraaaai dol
ny» 1 górny» zbioru B^, to

(b)db^ cc (33)

albo

/ ,
b*-f,

(b)db >- |,
' ł * .
i p (b)db »§.
V

(34)

W ty» przypadku ot e (0.1) nazywa elf pozloaea ufności lub ufności«, a 
przedział

fid ł «g 2 e (35)

przedzlałe» ufności. Zachodzi przy ty» prawidłowość, ża 1» wlfkaza uf
ność, ty» przadzlał ufności Jaat wifkezy 1 odwrotnie. Interpretecjf gra
ficzny przedziału ufności pokazane na rya. 4.



Rye. 4. Sposoby wydzielenia zbioru Bx  
a) z warunku (33)» b) z warunku (34)

XI. Zbiór B aolna »cha rak fryzować odległością eloaontów teoo zbioru 
od punktu b* po zdefiniowaniu ■»tryki przestrzeni

Wskutek założenia, ta B c R (lub B e Rk) przeetrzeń zbioru B, Jest 
unoraowana i odpowiednio do stosowanych nora taj przaatrżani odległości p 
a« następujące:

p. ■ eup |b - b*l , (36)
1 b«Ba

N

P2 • jj t bt s Ba . (37)

P3 - ^ g < bi - V > * bi € Ba ' <S8>

P4 - f H L ] (bi - ^ ) q]1/ł,l bt e B.. (39)
L i-i J

Ola zbiórów cięgłych dla q 1

P5 - [ /  (» - b*)ł|db]1/q (40)
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W ezezególnya przypadku, gdy wartość b* • E(b), a więc wybór b* naetę- 
puje wg decyzji Dg (17), odległości p3 eraz pg dla q « 2 •« odchy- 
leniaai atanderdowyai.

XII. I n n y  rodze.loa aiery charakteryzulacel niejednoznaczność obrazu B> 
leat entrepie wyrażana wzoroa:

H » - J p# (b) log pg(b)db (4ia)
-a «

lub

N

H ■ - 1<>9 ^41b)
i-i

Ola zbioru e rozkładzie równoaiernya (23) entropia aa wartość:

H . leg(bg - bd). (42)

e entropie zbioru e rozkładzie neraalnya wynaai:

H • l»gV2Me'6 a y log 2xe ♦ log«. (43)



3. SYSTEM POMIAROWY I OEGO MODEL

3.1. Model ąyetoau 1 akolo w l i r o w i

Człowiek właanyal zayełaal odczuwa tylko niektóre zjawiska. Dletego do 
poalarów używe elf narzędzi poaiarowych, które reagujęc ne dene zjawisko 
przotwerzej« den« cechę-wlelkeść alerzon« w wlelkeóć doatępn« zayełoa czło
wiek*. W precy używe elf nezwy eyetea poalarowy (akrót SP) jako równowat- 
n*j narzędzie poalarewego. Tak więc wielkość alerzon* Jeet wielkości« wej- 
śclow« SP, neteaiaat wielkość wyjściowe SP edbierene jeat przez obeer- 
wetore (człowieka) jako odwzorowanie wielkości alarzonej.

a)

Rye. S. Etepy odwzerowenie etenu a w wartość wielkości aiarzenaj
a) odwzorowania reellzowene foraalnia, b) etepy reelizowena prektycznie

Zeaady odwzorowanie przedatawione w rozdziała 2 dotycz« obrazu wielko
ści wyjściowej, odwzerowenie jej etenu w wartość. Penieweż SP służy de 
poaleru etanów wlelkeścl aiorzenej x, a nie wielkaści wyjściowej y, więc 
dle denege SP nlozb«dne jeet uatelenlc odwzorowania atanów wielkości
wyjściowej y w wartości wielkości aiorzenej x*. w eyateaech poaiaro- 
wych zachodz« naat«puj«ce odwzorewenle przedatawione na ry*. 5>

i) etanu a wielkości alarzonej x w etan a wielkości wyjściowej * y
y syeteau poalarowego

•x— albo x — y. (44)



Odwzorowanie te reelizowene jeet fizycznie przez fizyczne przetworzenie 
oplcywone równani«« przetwerzenie

ey » F(ex) albo y - f (x ). (45)

2) etanu ey wielkości wyjściowej y w wertość b* tej wielkości

ey —  b* elbo y —  y*. (46)

O odwzorowaniu ty» traktuje rozdzleł 2, a funkcję odwzerewenle podaje wzór 

(10).

3) wertości b* wielkości wyjściowej y SP w werteścl b* wielkościy A
■lerzonej x

b* — b* elbo y*—  x*. (47)
y x

Odwzerowenie to reelizowene w dziedzinie abetrekcjl opieuje proceduro od
tworzenia warteścl wielkości Mierzonej ne podatewle wartości wielkości wyj
ściowej

b* - /(b*) elbo x* . J>*(y*). (*8)

Powyższe kolejne odwzorewenle «ożne zepiaać łęcznle, alanewlcle

*>x ■ «’,{fy[^**)]J •

Ponieważ ekelę poMlerowę wielkości Mierzonej definiuje funkcja fx jak (3) 
lub (10)

bx ’ fx('x>' (50)

więc M u e l  zechodzlć równość

fx - ^ [ f y (F)] (51.)

elbo

fx - ? * * / .  (51b)

gdy f, (p*, F eę funkcjOMl lub operateraai. Zwlęzek powyższy Możne zln- 
terpretować dwojako i

- 19 -
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I. Skala fx wielkości x «ierzonej dany« ayetsaas poaiarowya zalały 
od akall fy wielkości wyjściowej y i od nodelu «ateaetycznego SP. 
Przez dobór właściwości eleaentów SP opisywanych aodelea F oraz proce
dury odtwarzania wielkości mierzonej ę)* skal« tę nożna rozneicie kształ
tować.

II. Poniewoż ekele fx , f wielkości mierzalnych x oraz y a« po- 
wszschnie ustalone (ekale setryczne), więc warunkiaa prawidłowego poalaru 
(dle f » f « f) Jest teke procedura tp* , że

m, y

/  fF - f. (52)

e dla operatorów liniowych

F_1. (53)

W postępowaniu prektycznyn stosuje się pojęcie “proceduro wzorcowania*, 
w której stanoa sy wielkości wyjściowej y systsau poaiarowsge nedaje 
się siarę b* wielkości Bierzonej x, tzn. procedure wzorcowenia opisuje 
dwa oststnie odwzorowania (46), (47) łęcznisi

ey —  b* albo y — x*. (54)

3est to funkcja lub operator ;p , więc

b* •(p(»y) albo x* *<p(y). (55)

Bloręc pod uwagę fizyczne przetworzenie x — y w eystenle poalarowyn opi
sywane eperetorea F (45) otrzyBuje sięi

b* -f[F(ax)] - l(ax) (56e)

albo

x* [f (x )] ■ I (x). (56b)

Dziedzinę odwzorowania (56) jaet rzeczywistość, w której występuję sta
ny ax cechy aisrzonoj x, a przeclwdziedzlnę jest oś liczbowa liczb rzs- 
czywlstych, na którsj wskazówka lub inny aloBsnt ksnstrukeyjny SP okrsśla 
wartość b£ wislkości Blerzonej x. Odwzorowania (56) jeet równoważne od
wzorowaniu (10) i określe okolę wielkości alerzonoj denya SP. w ostatni« 
zapisie (56) wartsnkien lzoaorficznego odwzorowania stosunków aiędzy ete- 
nasl wielkości alerzonoj o wartośelaal tej wiolkoścl odezytyweNyaś. za wska
zań SP Joeti

y f  - I0 ■ fx . (57)
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przy czyn fx J««t odwzorowani*« (10) lub (50), kraujtcya «kalę wielkoś- 
cl x. Warunek tan j**t «pełniony, gdy

<P -  f xF-1 . (58)

Ogólnie blor«c odwzorowania (49) oraz (56) nazywa alf aodelea ■«•••tycz
ny* SP. Model tan ekłede *1« z 3 lub 2 części przedetewionych na rya. 5. 
Z przyczyn, która przedetewione będ« później, warunku (53) lub (58) nla 
aożna epełnlć dokładnie, przez co powetaj« błędy poalaru. Skoro oorezea
etanu ax Jaat wartość b* wg odwzorowania (56), a obraz«« poatulowanyc
(poprawnya) jaet wartość bx

bx - I0(*x>* (59)

więc różnica

bx - b, " «<•*> " W  (60)

jaat błędea poalaru ayeteaea poalerowya o aodalu F i procedurze wzorco
wania (fi wyrażony« w dziadzinie obrazu. Ponieważ wartości b* odpowiada 
atan a*, wg odwzorowania odwrotnego wzglfdea (59)

<  - iJCbi). (6i)

wl«c bł«d poalaru wyrażony w dziedzinie etanów ax wielkości alerzonej x 
wynoel:

A. - aj - -x. (62)

Zgodnie z poetulatea (21) «koro zachodzi (59), to dla atenu ax ♦ Jaat 

bx + A b " I0(ax * V  “ I0(*x) * W '  (65)

•k«d wynika, że

A b “ Io (̂ a)‘ (64)

Odwzorowani* to zachodzi dla wielkości alarzonych wg akall aetrycznej 
(ilorazowej i interwałowej). Ola tych akal bł«d poalaru aożna wyrażać w 
dziadzinie etanów wialkośel alerzonaj i w dziedzinie obrezów, gdyż *ą one 

tożeaaośclowo równe.
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3.2. Fizyczna przyczyny błędów

Pierwsza część modelu matematycznego SP (45) zwana równania* przetwa
rzania aa następującą poataćt

Wielkości  x( są wielkościami wajśclowyml SP, przy czya xR • x
jest wielkością mierzoną, są wielkościami wpływającymi, T »
« x-+1 Jest czasem eksploatacji SP*). Wielkości a1 ,... ,ak są parsmstra- 
■1 konatrukcyjnyai SP. Syabol z reprezentuje nieaierzalne i nieetero- 
walna zakłócania, tzn. zjawlaka pominięte w modelu.

Analizę modelu rozpoczniemy od interpretacji parametrów konstrukcyj
nych poszukując modelu ogólnego opisującego możliwie dokładnie rzeczywie- 
ta właściwości alamentów konstrukcyjnych SP. Potencjalnie każdy parametr 
konstrukcyjny a^ (j - l,....k) można przedstawić Jako aumę składników

oznaczających:

a^Q - wartość nominalna parametru uatalona w warunkach odniesienia x1Q 
(i ■ i,...,a) oraz T0 ; jeat to (znana) wartość stała,

- niepewność wartości nominalnej perametru,
Aa^d - odchyłka wartości parametru od wartości nominalnej spowodowena zmia

nę warunków od warunków odniesienia,

- nleetałość parametru konatrukcyjnago w czasie pomiaru t i w  cza- 
aia eksploatacji T.

Niepewność Aa^g wartości nominalnej parametru jaat równa realizacji 
błędu pomiaru wartości! nominalnej. Zbiór, do którego A a ^  należy, może 
być znany jako właściwość metrelogiczna SP użytego de pomiaru wartości 
•j q . Sę znana np. e (ASj Q) zwykła równa zero, var oraz ewentualnie
rozkład prawdopodobieństwa. Oast ta wartość stała, ale nie mana.

Potencjalnie każdy parametr konstrukcyjny zmienia aię pod wpływam wa
runków otoczenia charakteryzowanych przez wielkości wpływaj«ca, więc a^ » 
* Stęd

by nie zgubić innego sensu flzycznsgo czaau (np. ograniczona aterowal- 
ność). Bieżący czas pomiaru oznaczany będzie symbolem t.

y * F(x j , . . , , , x, T, a1 ,....a^, z) (65)

(66)

(67)
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Ta fizyczna właściwość eleaentów konstrukcyjnych Jast przyczyn« zalotnoś
ci wielkości wyjściowej y SP od wielkości alerzonej 1 wielkości wpływo- 
j«cych (nie wył«czn« przyczyn«). Składnik tan setna wyznaczyć Jako właś
ciwość eleaentu zeletn« od alerzalnych wielkości xlf...,xB . Szereg wiel
kości fizycznych, jak: taaperatura warstwy przyzlaanej, wilgotność powie
trza, ciśnienie ataesferyczne, napięcie w aleci energetycznej aodeluje się 
niestacjonarny* processa losewya. W czssle, w okresie obserwecji ulegaj« 
żalenie wortość oczekiwsns i weriancja (niekiedy 1 aoaenty wytszsgo rz«du

Nlestsłość paraaetrów konstrukcyjnych w czasie spowodowana Jest zjawi- 
skaai aolekularnyal, niezauwatalnyal wpływaai otoczenie oraz etarzenlea i 
zutywanlea ai« oleaentów SP. Oto niektóre przykłady.

1. Uderzenie cz«stek gazu w nić wagi torsyjnaj lub galwanoaetru powo
duj« fluktuacja organu ruchoaago o wychyleniu , przy czya średniokwa- 
drotowo odchylenie wyneel:

6 - aoduł sprętyatości pastaciawaj aatarlełu nici,
r,l - wyaiary nici, proalań przekroju 1 długość,
k - etała Boltzaanna (uniwersolna atała gazowa),
T - taaperatura bezwzględna.

2. Szuay cieplne w o'pornikach opisuje wzór Nyquiete:

przy czya:
AEsk - worteść średniokwodrotowo oiły elektroaotorycznaj szuaów na paa- 

■o częstotliwości Af,
R - apornasć oparnlka.

3. S z u b  pr«dewy wynikaj«cy z aelakulernej natury elektryczności ujaw
nia alę w czujnikach poaiorowych (obwodach) o aałya natęteniu pr«du, jak: 
detektory proaieniawanla, oporniki clenkawaratwowe, półprzewodniki ltp. 
Worteść średniekwadratow« tego szuau skrsśle wzór eapiryczny:

[18]).

(68)

gdzie:

A E #k - V*k T R Af. («»)

AV9k » C . R . 1 ^ ^ , (70)



gdzie i
C - «tał«,
R - oporność,
1 - natężania prądu, 
f - częstotliwość.

4. Szu b śrutowy występujący w fotopowlelaczech (i laBpach alaktrono- 
wych) będęcy afaktaa aaiajl elektronów z katody charakteryzuj* średnio- 

kwadratowy prąd aaleji:

gdzie:
iQ - wartość średnie prądu w okreeie czeeu t, 
e - ładunek elektronu.

5. Molekularny charakter aają zjewisks wyaiany ciepła przez przewodze
nie i konwekcję przez gez, przez proaianiowania, ciśnienie płynu i wiele 

innych zjewiak.

6. Starzenie się izolecji opisuje prawo Arrheniuea [l7]:

v - azybkość reakcji chaaicznych,
R - stełe gazowa,
T - temperatura,
AV - energie ektywecji, 
v„ - stsłe reakcji.

7. Szybkość parowania Materiału z gorącego włókna opisuje się wzorem

(71)

B
“ T (72)

gdzie:

(73)

gdzie:
p - ciśnienie,
M - ciężar aoleku 
R - stałe gezowe, 
T - teaperatura.

łu

8. Zanieczyszczanie się powierzchni eleaentów optycznych, przewodzę- 
cych prąd, aktywnych w różnya sensie powoduje zalany aonotoniczna, choć 
trudne de opieu analitycznego.
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Storzenle i zużywania alf aaterlełów jaat przyczyn« zalany w czaala 
eksploatacji SP wartości oczekiwanej paraaetru a^ , a w niektórych przy
padkach zalany wariancji (np. zanlajazania ai« chropowatości powiarzchni 
wakutak docierania elę cz«ścl ruchoaych). Przykłady azuaów aolekularnych 
pokazuj*, że wariancja azuau zależy od tsapsratury pracy eleaentu.

Ł«czne wyat«pienle źródeł nleatałości powoduje, że wartość pareaetru 
Jaat niaatacjonarnya proceeea loeowya. Taka Jeat natura wielkości fi

zycznych, które a« paraaetraal konstrukcyjnyai SP. W olbrzyaiej wi«kezoś- 
cl przypadków zalenność paraaetrów konstrukcyjnych Jeat aała 1 traktuje
sl« je jako wielkości atała. Przy projektowenlu i budowle SP zjawiska fi-

—2 —8zyczne aodoluje sl« z dokłednoścl« 10 - 10 i aełe zalenność paroae-
trów aoże być ietotna w ocenie bł«dów.

Analizowan« cz«ść aodalu aateaatycznego SP wyraża równania przetwarza
nia (65) oplauJ«ca zjewleka fizyczna zachodz«ce w eleaentech SP. Ponleweż 
arguaenteal funkcji lub operatora F a« wielkości b«d«ce nieetacjonarny- 
al procesaal losowyai, to wielkość wyjściowe y SP jeet niestacjonarnya, 
wielowyalarowya procasea loeowya, aianowlcla

Wyaiarowość procesu Y ekreśle liczba a+1 aierzelnych, niezależnych 
arguaentów,-które aeg« być aterowelne lub aog« być zaiennyal (lub proce- 
aaal) loaowyai. Wakutak loaowej nieokreśloności paraaetrów konetrukcyj- 
nych oraz loeowego cherakteru zjawisk poalnl«tych w aodalu równanie (74) 
jeat zależności« stochsstyczn«. Tak przebiega fizyczna przetworzenia wiel
kości Mierzonej x w wielkość wyjściow« y eyetoau poalaroweg*.

Drugą części« aodalu aateaetycznego SP Jeat proceduro wzorcowenie <p . 
Oest to ogólnie blor«c funkcje lub operator, którego arguaantaal aeg« być: 
wielkość wyjściowe y, jej pochodne oroz wielkości wpływej«co. Wepółczyn- 
nlkaal a«  Cj, tak wlec

(74)

X* - <p(Y) - ̂ (y.Cj^.....Cj) (75e)

elbo

x* - ¥>(Y,Y,Y,...)» • • • (75b)

albo

X* - <p (y.Xj,... .X^j) (7*e)

albo

(75d)
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Połączenia odwzorowań I i II części Modelu daje wynik poeleru 

 ̂X | “ i *B-»1 rC^H f « #̂ lj| *

a pe skorzystaniu z definicji błędu (62)

W  ■ M  • x X .

(76)

(77)



4. MODEL Bt^DU I 3EGO WŁAŚCIWOŚCI

4.1. Włośćlweścl fizyczno błędu

właściwości zjawiak fizycznych zachodzących w SP określaj« charakter 
wielkości wyjściowej y eysteau poalerewege oraz odtworzonego ne podsta
wie y obrazu x* wielkości alerzonej. Taki se* charakter aa również 
błęd poaiaru A . Wielkości to i y, x* orez A joko funkcja (lub operatory) 
niaatacjonarnych procesów losowych sę ogólnie biorąc niestacjonarny«, wis- 

lowyaierowya procesea losowy*.
Wlelowyaiarowość tego procesu Jest wynikłe* działania *+k niezależnych 

źródeł loeowych. Cherekterystykl ststystyczns źródeł s^ (j ~l,...,k) noż
na wyznaczyć doświadczalnie (rzedko teoretycznie) oddzielnie lub łęcznie 
zaetępujęc je jedny* źródłe* traktowany» jako wewnętrzne źródło błędów SP. 
Łęczne działania tych źródeł *ożn* wyznaczyć analitycznie wg znanych wzo
rów aodeluj«cych dzlełanle SP, gdy znane a* charakterystyki pojsdynczych 
źródeł.

W warunkech otoczenia stałych (x^ » const, i » l,...,*+l) paraaatry 
konstrukcyjno tą wewnętrzny* źródłe* błędów

» t (ej ak). (78)

Wówczas SP ualeezczony jeet w określony* punkcie m+1 wymiarowej prze
strzeni.

W warunkach, gdy wielkości wejściowe x, (i * l,...,**l) sę z*ienny*i 
loeowy*i, SP Jeet ualeszczony w wlelowyalarowy* polu loaowy* o współrzęd
nych xj,...,x ,T. Obssrwowalny błęd A Jsst suaaryczny* efekte* wewnętrz
nych źródeł błędów orez położenia SP w polu loaowy*. Elementarny* zdarze
nie* Jeet fakt obserwacji błędu SP, a alerę tego zdarzania jeet podzbiór 
zbioru wartości błędów. Probabilistyczni siarę określonę ns wartościach 
błędów jeet prewdopodoblertstwo zrealizowania w dany* zdarzeniu określonej 
wartości błędu z podzbioru właściwego dla danego zdarzenia. W przypadku 
nlestacjonsrnego, wielowymiarowego proceau losowego zdarzenie eleaenterne 
utoźssaia się z reelizecję procesu. Realizację zdarzenia jeet dyskretna 
lub cięgła funkcja losowa okrsślana dla chwili czasu t lub przedziale 

czeeu < t d , tg>■ Przy czy* arguaenty procesu (współrzędne przestrzeni)
asję stałs, określone wartości x, xa'T* R**lizacja procesu Jest wlęp
punktea
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(79)

zbiór«« takich punktów, gdy tŁ e < t d . t >  lub funkcję czasu

A(t) « a (*ł • • • • ( 80)

Zbiór realizacji procaau błędów ja |J» PrzY czy* k ■ i,...,N Jaat pod
staw« oceny właśęiwości etetyatycznych procesu.

4.2. Właściwości ast— «tyczne błędu

Co aodalowania błędów aysteaów pomiarowych przyjauja eię pewnę klaeę 
nieetecJonamych, wielowymiarowych procesów losowych, aianowicie tekę, 
który przez przekeztełcanie funkcyjne solna sprowadzić do proceau stscjo- 
nernago. Prosas błędów {& j aotn» przadstawić za poaocę procesu stacjo
narna*» {e } 1 funkcji h(xA  xB .T), g(xj xB ,T) mierzalnych ergu-
■entów, takich Za

Wartości oczekiwane oblicze aię po zbiorze reelizacji. Zachouzi przy 
ty« następujęcy zwięzsk dsfiniujęcy funkcjs g(*) oraz h(*):

(82a)

(82b)

E([{6t} -  E{«t}] [ { « t+t }  -  E {« t ł t ) ] )  * E( {6 * } ’  P«>* (82c>

£|dk| « s [g (* )  |fck]  + h(•) ] - g(*) ^{Ak} * h (’) *

- h(x1 ,... ,x|i ,T) , (83)

v,r(M  ’ Ĉ({Ak} - EK ) )2]  '  ^[(8(' )iek})2] ■

-  g2( * ) e {*k }2 “ sa( * 1. . . . . * , . T ) .  (84)
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Oznacz* to, że funkcja h Jaat wartości« oczekiwań« błędu, a g Jeet od
chylanie* etenderdowya proceeu błędów.

Do pełnego echarakteryzowenia proceeu błędów jaj należy jaezcz' dodać 
funkcję korelacji Ag) proceeu nieetecjonarnego. Dwie kolejce re-
e'.lzacja błędów aog« być ekorelowana, przy czyn roznaitość warunków rea
lizacji Jeet dość duże i wymienione aę tylko niektóre. W keżdya przypadku 

realizacja Aj oraz A 2 nuazę być odległe w czaele o odatęp < ■ t2-tl' 
Ponadto aoźne Je zrealizować dla tych aaaych wartości wepółrzędnych prze
strzeni lub dla różnych. Przedetewia to tablice i. Łęczna liczba funkcji 
korelacji wynoai 2*+1. Wzory wyrażajęca funkcję korelecji dla najproet- 
azych przypadków Lp. i, Lp. 2 w tablicy 1 eę podane poniżej, przy czy* x 
Jeet Jednę z »+1 wepółrzędnych, natoalaat t oznaczę czea poeiaru, w 
który« naatępuje realizacja błędu. Realizacje , A 2 naatępujęce w chwi
lach tj, t2 nogę należeć do jednego i tego eaaago ekreeu ekeploatacjl 
Tr lub do różnych okreeów Tr , T# odległych o AT.

Tablica 1

Warunki reellzecji błędów

Lp. warunki dwóch realizacji błędów Liczba konblnacjl

1 Wazyetkle wepółrzędne nieznienne 1 “ ' 0 >

2 Zalana Jednej wepółrzędnej, pozoatałe 
nieznienne ■ ♦ 1 - (“l1)

3 Równoczeena zniane dwóch dowolnych 
wepółrzędnych, pozoetała nieznienne

(n ♦ l)n ,B+1X 
2 1 2 ’

4 Równoczeene znlena trzech wepółrzęd
nych, pozoetała nieznienne

.  (■♦»)

itd.

■ +1 Równoczeena znlana a wepółrzędnych, 
Jedna nlaznlenna n ♦ i - c*;1)

n+2 Równoczeena zniane wezyetkich wepół
rzędnych i ■ &

Gdy wertośel wepółrzędnych aę nieznienne, to funkcje korelacji

Ka (Łj . Ag/tj. t2) - E|[A(x,t1) - EA(x,tj)J [A(x.t2) - 

- EA(x,t2)jj- e |[°(x)|ett| + - h ( x ^ 9(x) jst2j *

♦ h(x) - h(x)jj « E [92Cx){fetJ { ft,2}]- g2{x)p(<) (S5)
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charakteryzuje skorelowania błędów w dwóch kalajnych poalarach odległych 
w czaala o odstęp t . Oak widać, za wzoru (85) skorelowania określa war
tość unormowanej funkcji korelacji proceeu {^ } .

Gdy kolejna raaliaacje błędów aę dla dwóch wartości współrzędnej 

oraz x2 odległych o 5 " x2 ~ xl' t0

KA^ńl ’ ^21*1’ t2' xl* x2^ “

• E | f^(*l 'tj) “ EA(x1 ,t1)J |a( Xg . t j ) - EA(x2 .t2)]| ■

- E| [g (xi)| £ t | + hf^) “ E h(Xj)J |g( x2  ̂(^tgj* h( x2̂  “  E h X̂2^]| "

* E|g(x1)g(x2) |et J  jfc^j + h(xł)h(x2) + h* +

+ 9(x1)h(x2){fetJ  ♦ 9(x2)h(x1){atJ -  *„[*(>«*> («tJ  +

+ 9(x2> ( Et 2) ] -  \ [ h (xl> + h(x2)] }  ■

« E [g(x1)g(x2)J p(t) ♦ Kh(xl*x2^ “ ̂ 2g^xl ,x2^ * lS / xl ,x2^'

Oznaczono:

hx » E h(xj) - E h(x2), (>6a)

Kh(xi.x2) ■ E^h(x1) h(x2) - h*J. (86b)

e [■ (* ! )  g (* 2) * l E[«< xl> 9(x2> { « t j  (* t2} ]  “

’  E [ 9^X1̂  9^X2'1]  E [ { * t j  { ^ t g } ]  "  ^2g^Xi  ,x2  ̂ P ^ *  ( ,6 c )

aalali przyjęćj

S " x2 “ xl* (87«)

Kh (x1 .x2) - Kh ()). (®7b)

^2g<Xl*X2) (B7c)
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to

* ^ 2 1 *1'*2'X1 ,X2^ ” 1̂ 2g ^  ̂ (* (^ ) + ' ( « • )

■ gdy f— •“ 1 p (~) - O, to

KA ■ Kh(^ - (M)

Z wartości Kń można wyznaczyć wariancję błędu średni# w przadzlala 
zalań zalannaj x po watawlanlu t « 0, ^ « 0, nianowlcie

Interpretecja ostatniej funkcji Jaat następujęce. Kolejna realizacja 
błędów eę skorelowane. Skorelowania staje alf «niej»ze, gdy błędy reali
zuje aię w edatępach czeau t > t gr, bo wówczas wskutek o — -O plerwezy 
ekładnlk licznika wżeru (91) na wartość zero. Skorelowaniejeet tyn nnlej- 
eze, ln nniejszy Jeet udział wariancji błędu aystanetycznego w wariancji 
błędu całkowitego. Dle werunku t > f gr skorelowsnie realizacji błędów 
Jeet tyn nnlejszs, in większe jeet odległość tych realizacji na współrzę
dnej x, przy czyn decyduję o tyn właściwości funkcji h(x). Na przykład 

funkcja h(x) dana jest w zekreele z * x( ~ xd wzorem

W przypadku ogślnyn h(x) neźns rezwinęć w szereg Fouriera uznajęc za

KA (°) -^t2g(0) p(0) + Kh (0) - g2 + 6^. (90)

Unornowana funkcja korelacji kolejnych realizacji błędów wynoal:

(91)

h(x) * eQ + ajX. (92)

Wówczas:

Kh( P  “ *iz2 “ const, (93)

co oznscza " 1.

Gdy h(x) • sinx, te " co,5* (94)

okres pedstswewej harnenicznej zakres • tzn. w  ■

reg ten jest przybllżenlen funkcji h(x), nienowlcle:

N
h(x) « s„ ♦ 2 7 (e coanwx + b einrwK). O '  n n

n»l
( 95 )
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Funkcja korelacji obliczona dla ezeregu (95) wakutek ortogonalnych wła
ściwości wyrazów azaregu aa poatać:

n

Kh(^  * 4 ] 0 “n + bn)co,(n"^'

Funkcja

n»i 

ość, te

Kj,^) «  1^(0) .<42.

(96)

(97)

W interpretacji właściwości błędów za pomoc« unormowanej funkcji kore
lacji (91) należy pamiętać, te błęd o wartości etałaj , h(x) • conat. nie 
wpływa na wartość funkcji

4.3. Metrologiczne właściwości błędu

Metrologiczne właściwości błędu ayatemu pomiarowego 
Wartość oczekiwana (83) Jeat błędem eyetematycznym

* h(xj,«■ * , , T),

eę naetępujęce.

(98)

a reezta Jeet błędem przypedkowym

K I  ■ I4} " " 9(xl ......xm'T){6}* (99)

Łatwo aprawdzlć, te powyższe definicje Implikuję właściwości!

a) wartość oczekiwana błędu przypadkowego jeet równa zero,
b) odchylanie atandardowe błędu przypadkowego wynoel g(x1(...,xB ,T).

W przypadku h(>) « conat, g(*) • conat błęd Jeet proceeem atacjo- 
narnym. W ogólnym przypadku h i conat lub g 4 conat oraz h i conat, 
g f conat błęd jaet proceeem nleatacjonarnym.

Weryfikacje tezy, te modelowenie błędu nleetecjonarnym, wielowymlero- 
wym proeeaam losowym daje zgodne z rzeczywiatośclę wyniki, jeet łatwa przaz 
odwołania alę do powezechnie znanych właściwości metrologicznych eyetemów 
pomiarowych. I taks

1) rozkład podatewowego błędu ayetematycznago przedatawiono na rya. 6. 
Zachodzi h(x) i conat,

2) w przyrzędzla pomiarowym o nierównomiernej podzlałce, gdy Jedynym 
źródłem błędu Jaet błęd odczytu o atałym odchylaniu atandardowym wielkoś
ci wyjściowej y, to odchylenie etandardowe błędu odczytu wyratone w od-



Rys. 6. Rozkład błędów t eyeteaatycznego h0(x) 1 przypadkowego gQ (x) w
warunkach odnleelenla anallzetore tlenu KTM-7

tworzonych wa rt o ś ci a c h w i el ko śc i Mie

rzone] x* nie jest etełe - przypadek 

g(x) i conat,

3) prewle wezyetkle przyrządy po
miarowe eę obarczone eyeteMatycznyMl 

błędeal dodetkowyel. Opleuje Je A. -
h(xA) lub » h(x1<

Rye. 7. Rozkłed dodatkowych błę
dów teMpereturowych przetwornlke 

te l e Me tr yc znego PT
a) błęd eyetemetyczny, b) wa
riancje błędu teapereturowego [32J

.x||_j)̂ conet.
Ne rye. 7 przedetewlono przykładowo do
datkowy błęd temperaturowy przetwornl
ke teleMetrycznego typu PT,

4) błęd przypedkowy wywołany zjawl- 
ekaal MolekularnyMl zależy od tempere- 
tury, jek podaję wzory (68). (69).

5) w układzie aoetkowym niezrówno
ważony* do poMiaru wielkości nieelek
trycznych ze poaocę przetworników pe- 
renetrycznych wielkośclę wpływejęcę 
jeet napięcie zeellanla. Napięciowy błęd

dodatkowy w układzie llniowyM Jeet proporcjonelny do odchyłki napięcia za- 

ailenle od wartości odnlealenle, Au ■ ku (u -u0) ■ ^ eonet,
6) ZMla nę błędów eyeteMatycznego 1 przypadkowego w czaele pokezano na 

rye. 8.
Oako przykłady w y Ml en l o no  proceey JednowyMlarowe. Nie Ma wętpllwości, 

że w y Ml e n l o n e  rodzeje błędów w y e tępuję lub Mo gę wyetępoweć w dany« SP rów
nocześnie. Stanowi to pełne potwierdzenia przyjętego Modelu błędów, choć 
M n le je z a lntaneywność niektórych zjawiek w ezczególnych przypadkach Może 
prowedzlć do bardziej proetego modelu. Proponowany Model łatwo adaptuje 
alę w epoeób naturalny do proetych przypadków, a wyrazem proetoty Jeet po-
etać funkcji g(x, x ,T) oraz h(xji.., iK^(T),
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Rys. 8. Realizacja błędów oraz prognoza błędu eyeteaetycznego (linie gru
be) i przypadkowego (linie przerywene) elektrochemicznego przetwornika tle

nu w wodzie [26 J

4.4. Modyfikacje niektórych doflnlc.1l błędów

Konsekwencję przyjętego wcześniej aodelu aeteaatycznego SP (56), (76) 
Jeet zalana definicji błędów ne tekę, które wyraźnie 1 Jednorodnie weke- 
zuje przyczyny rozaeltych błędów. Deet to zaiene pojęciowe nie neruezaję- 
ca istotnie dotychczasowych epoeobów wyznaczania błędów. Zalanie elę o- 
kreślenie odjeanej 1 odjeanlke w definicji błędów. Mienowlcie:

Błęd poalaru Jeet to różnica alędzy wynikiea poaleru a wartośclę po- 
prawnę tego wyniku. Wynik poalaru Jeet zblorea wartości odtworzonych j x * J  

za poaocę procedury wzorcowenle f Q , gdy dzlełenle rzeczywistego SP opl- 
euje aodel F. Wertościę poprawnę wyniku poalaru Jest wertość odtworzona 
x  za poaocę procedury naturalnej <p takiej. Ze cp» F”1, gdy F opleuje 
dzlełenle rzeczywietego SP. Oznecze to

4 ■ «Pol/f*)] -lp[F(x)] “ ^ 0[F(X)] - x- (100)

Oeźell F jeet zależnośclę etocheetycznę (74), to nie letnleje proce
dura wzorcowania <p» F-1 i nie istnieje SP, dla którego & a O. Ietnle- 
ję procedury neturelne dla przybliżonych aodell SP teklch, w których pro- 
ceey loeowe jejj ,... .|«k] zastępuje się wartośclaal stałyai 
oraz zakłada elę z ■ O. Eleaenterne aodele orez odpowiedajęce la proce
dury naturalne <p» F"1 zeetawiono w tablicy 2. W pozycji Lp. 6 poda-



Tablica 2

Proc ad u ry wzorcowania

Lp. Madal SP Procadura wzorcowania Nazwa procadury Przykład i warunki

1 y - k(x - Xq ) ** ■ C0 ♦ C1V atatyczna liniowa c0 ■ *0- C1 ■ f

2 y - f(x) X* - </» (y) atatyczna nlalinlawa v * b 0 * bix ♦ b2>‘2

*  ■ § 7 [V =2y ♦ •? - °0C2 - cł] 

cO - bO- C1 ■ V  =2 ■ 4b2

3 V * '(*1... atatyczna z korokcj« 
błfdów dodatkawych

x X

V " k°(s i ?  ^*20^ * * Al^xl"*10^ * A2^*2”x20^

x ^1 x ^2 

’ C<^ 5 ’ (*20 -2<«2-«20)]

° ' EJ' “l * -*!• a2 ■ -*2

\  - - V  f>2 * -J2

4 y(t> - ̂  k(t.t) x(f)dt 
0

x* (t) . ̂  h(t ,t) y(t)« J  h(t.t) k(t)<ft . <TCt) 
0

3 y - f(«.T) x* - ?(y.T) atatyczna z karakcj« 
■odaiu w czaaia

np., jak w Lp. 2
b0 - b0(T), bj - bjfT). b2 - b2(T) 

c0 ■ cq(T)' cJ, • C1^T)' e2 • C2^T^

• y ■ X* - E [*> (y)] 

g). f-1

atatyczna z uśrad- 
nianiaa
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no procedurę odtwarzania x* dla modelu stochastycznego. Ograniczania lo- 
eowoścl aodalu oeięga ai« za ponoć« operatora E wyznaczania wartości 
oczekiwana]. Oprócz operatora E atoauje się rozmaite operacja filtrowa

nia, która ograniczaj« błędy przypadkowa.
Różnice Między zaatoaowanę procedurę ę Q a procedurę neturalnę <p mo- 

g« byc natury Jakościowej oraz Ilościowej. Gdy właściwości SP zależę od 
wielkości wpływajęcych - nodal Lp. 3, a zaatoaowano procedurę wg Lp. 2, 
to powataję błędy dodatkowe. Podobnie zaatoaowanle procedury etatycznaj 

Lp. 1, gdy naturalnę jeat procedura dynamiczna, powoduje powatanie błędów 
dynaalcznych. Oprócz jakościowej zgodności niezbędny Jeet dobór poatacl 
procedury oraz Jaj współczynników. Przykłady podane w tablicy 2 lluatruję 
tan dobór.

Zalana definicji błędu przenoel punkt ciężkości przyczyn błędu na ce
lowy wybór procedury wzorcowenla. Wcześniej takie określanie przyczyny by
ło aeło istotne, gdyż powezechnle stosowano atatyczn« procedurę wzorcowa

nia oraz baz algorytmicznej korekcji błędów dodatkowych. Obecnie technika 
cyf owa umożliwia zrealizowanie bardzo złożonych procedur wzorcowenla, a 
zalana definicji błędów te aożliwości sankcjonuje.

Istnieję przypadki, gdy teoretyczne zelecenle wyboru procedury wzorco
wania (58) przaetaję odgrywać iatotnę rolę. Ma to aiajeca wówczaa, gdy ao- 
del F Jest niezneny orez gdy z różnych przyczyn nie ae atrukturalnaj 
odpowlednlości tp z F. Procedurę wzorcowania aożna wybrać dowolnie mlnl- 
aallzujęc błęd wg określonego kryterium. Miarę błędów może być alara Lebee- 
guś'a zbioru jj,(a), wskaźnik jakości oaięgnlęcla celu określony na zbio
rze błędów 3(A) lub inna alara.

Minimum osięga alę przez wybór procedury ze zbioru procedur, przez do
bór współczynników procedury - w algorytmicznych aposobach utrwalania pro
cedury wzorcowania albo przez dobór naataw regulowanych parametrów kon
strukcyjnych rt  rŁ systemu pomiarowego w konstrukcyjnym utrwalaniu
prccedury wzorcowenla (modyfikuje clę wówczae aodal F(rŁ  r ^ , a pro
cedurę utrwala się wcześniej 1 Jest one sztywna). Możliwy i atoeowany Jest 
epoaób alaezeny. Gdy alarę błędów jeat wekażnlk Jakości, to żęde alę

□ in  3 ( A )  « u in  0  |‘iP<j[F(*1 . . . .  ,x B , T , z ) , ^ . . . . . C j ]  - * j .  ( l O l )  

el  C1 cl*"-.'cl

O c zy w i śc i e z a ło ży ć na le ży o b sz ar w i e l k o ś c i  w e j ś c i o w y c h  < x ld * xig> ' 
i » 1 , c h a r a k t o r y s t y k i  st at y c zn a  i dy na o l c z n a  w i e l k o ś c i  »rajicio-

w y s h  o r a z zakłósdrt z. Minini<3 po s z uk uj ą się m e to d ® p rób ster uj ęc o d po 

w i e d n i o  M i a n n y n i  isionyml i efcaorwij?« z b ió r bSędi*. Przykład z a s t o 

sowa nie tej me to dy  po de no .3 ryj. 9 [l3 j.

Odko przykład zastosowania podanej powyżej definicji błędów zbadcjmy 
błęd dynamiczny. Klasyczna definicja określa, ża bł«d dynamiczny, to bł«d 
spowodowany odmibi.nyal od idealnych właanośclami dynamicznymi SP [20] ,
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Rys. 9. Dobór aetod« prób wartości wepółczynników aodalu SP do poniaru 
zawartości węgla w kipieli konwertora [193. Miniaalny błęd uzyskuje alę 

tutaj dla aakayaalnaj wartości wskaźnika jakości

[21]. Wielkość wyjściowa y(t) rzeczywistego SP o odpowiedzi na pobudze
nia iapulaowa k(t), gdy wielkość wejściowe jeat x(t), aa przebieg cza
sowy

t
y(t) - j  k(t - i)

Ponieważ własności dynaalczne idealnego SP s«

k(t - X) m 3(t -%),

więc

t

Ypopr̂ *̂  “ J  “ *(*)•
O

Stfd błęd dynaaiczny

Ad y n ^  ’ " Ypopr^^ « | *(t -tf) - x(t) (i05a)

( 102)

(103)

( 1 0 4 )
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no procedurę odtworzenie x* dle aodelu etocheetycznego. Ograniczenie lo
sowo śc i aodelu oaięga się ze ponocę operatora E wyznaczenia wartości 
oczekiwanej. Oprócz operatora É etoeuje eię rozaaite operacje filtrowa
nia, które ograniczaj« błędy przypadkowe.

Różnice Między zeetoaowanę procedurę rpQ a procedurę naturalnę tp no
gę byc netury JekościoweJ oraz ilościowej. Gdy właściwości SP zależę od 
wielkości wpływajęcych - aodel Lp. 3, a zaatoaoweno procedurę wg Lp. 2, 
to poweteję błędy dodetkowe. Podobnie zeetoeowenie procedury etetycznej 
Lp. 1, gdy neturalnę Jeet procedura dynaaiczna, powoduje powatanie błędów 
dynanicznych. Oprócz jakościowej zgodności niezbędny jeet dobór poataci 
procedury oraz Jaj współczynników. Przykłady podana w tablicy 2 iluatruję 
ten dobór.

Zaiena definicji błędu przenoei punkt ciężkości przyczyn błędu na ce
lowy wybór procedury wzorcowania. Wcześniej tekie określanie przyczyny by
ło aało latotne, gdyż powezechnie atoeoweno atatycznę procedurę wzorcowe-
nie oraz bez elgorytnicznej korekcji błędów dodatkowych. Obecnie technike 
cyf owa unożliwie zrealizowanie bardzo złożonych procedur wzorcowenia, a 
zniena definicji błędów te nożliwości eankcjonuje.

Ietnieję przypadki, gdy teoretyczne zelecenia wyboru procedury wzorco- 
wenie (58) przeeteję odgrywać ietotnę rolę. Me to aiejace wówczae, gdy mo
del F Jeet nieznany oraz gdy z różnych przyczyn nie ne etrukturalnaj 
odpowiednlości <p z F. Procedurę wzorcowania aożna wybrać dowolnie alni- 
nelizujęc błęd wg określonego kryteriun. Miarę błędów aoże być nlara Lebes- 
gué'a zbioru £x(a). wekeżnik jakości oalęgnięcia celu określony na zbio
rze błędów o(A) lub inna nlara.

Mi.nlaun oelęga eię przez wybór procedury ze zbioru procedur, przez do
bór wapółczynników procedury - w algorytmicznych epoeobach utrwalania pro
cedury wzorcowania elbo przez dobór naetaw regulowanych paranetrów kon- 
e.rukcyjnych rj,.,.,rj ayatenu ponlarowego w konetrukcyjnyn utrweleniu 
prcsedury wzorcowenia (modyfikuje eię wówczea aodel F(r^,...,r^) , e pro
cedurę utrwala aię wcześniej i jeet one aztywna). Możliwy i atoeowany Jest 
epoeób mieszany. Gdy nierę błędów Jeet wekażnik jakości, to żęda eię

nin o(A) - aln 3 f?o[F(xl  xn .T,z), c^,...,c^J —x^, (iOi)

Cj i «». Cj,.*. fCj

Oczywiście założyć należy o baser wielkości wejściowych x<'g> *
i » i, charaktaryatyfci statyczna i dynociczna wielk&éci «rajioio-
wy ;h oraz zakłóeari z. Mlnintüi poszukują eię aatads prób sterujęc odpo
wiednio zaiannyai s*aj Usianymi i e t M f w j j s  zbiór blędł*. Przykład zasto
powania taj aetody podano .3 ryj. 9 [l3j.

Odko przykład zaetoaowanla podanej powyżej definicji błędów zbadcjay 
błtjd dynaaiuzny. Klnayczna definicja określa, że błęd dynanlczny, to błęd 
«powodowany odnlb.^nyal od Idealnych właanośclani dynamicznymi SP [20] ,
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Rys. 9. Dobór aatodę prób wartości współczynników aodelu SP do poalaru 
zawartości węgla w kępiell konwertora [19]. Mlnlaalny błęd uzyskuje się 

tutaj dla aakayaalnej wartości wekażnlka Jakości

[21]. Wielkość wyjściowa y(t) rzeczywistego SP o odpowiedzi ne pobudze
nie lapulsows k(t), gdy wlslkość wsjściowa jeat x(t), aa przebieg cza
sowy

' i
y(t) « f k(t - t ) x(tf)dtf.

Ponieważ właanoścl dynaalczne Idealnego SP sę

k( t  -  tr) »  <J(t -  t),

więc

I
O

Stąd błęd dynaalczny

Ypopr^^ ■ / ~ -  x ( t ) .

( 102)

(103)

(104)

^dynfł) -  y ( t )  -  ypopr( * )  ■ | k (t - < )  x ( t ) d f  -  x ( t )  (l05a)
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albo

t

A* dyn^ " “ xp0p r ^  h^* y(* )d* “ *(*) ' (105b)

gdzie h(t) Jest procedur« wzorcowania dynaaicznego.
Oateli wielkość wyjściowa zawlara zakłócania z, tzn,

y(*) - y0 (t) ♦ z(t). (106)

to

Ą yn(t) - J  h(t - t) yQ (i)dt * f h(t - i) z(t)dt - x(t). (107)
0  O

Gdy procedura wzorcowania Jest naturalna i paraaetry dobrza dobrana 
(h - k”1), to

*dyn(t> * *«*) + h(t - < )  *(t)d - x(t) » J  h(t - * )  z(t)dtf. (10«)
0 0

Oznacza to, te zakłócenia zaliczane st do bł«dów dynamicznych. Niepra
widłowości tej unika sly dodaj«o do definicji bł«du dynaaleznogo warunek, 
te nie bierze sl« pod uwag« błędów statycznych [20] , [2l] . Pozostaje wąt
pliwość, czy z(t) to bł«d statyczny, czy Jako sygnał zalanny w czaala - 
dynaaiczny. Podobnie jeet, gdy dobrano procedur* wzorcowania rótnl«c« się 
od naturalnej o Ah » h0 - h, wówczaa

t t
A*dyn(t) . Jah(t - < )  yQ(t)dt * J h0(t - t )  z(t)dt:. (109)

W«dług p»oponow»n«j definicji odJ*nn* i odjMinlk s# n»sępuj$e«:

t
X*(t) - J  h„(t - i )  y(i)*t, (110)

t

xpopr(t) ' ^  h(t ~ %) (111)



Po wstawieniu za y(t) (106) otrzymuje elę:

t

A*dyn(t) - J  Ah(t - <)[y0(<) + z«)] d* - 
0

t t
- J  Ah(t - i )yQ( t )d i  * f  Ah(t - t ) . ( 112 )
0 0

W definicji tej zakłócenia tą prawidłowo kwalifikowane i zalicza elę 
ja do błędu dynamicznego w takim stopniu, w Jakim procedura wzorcowania
Jeet źle dobrana. Sens obu definicji przedetawis rys. 10.

O)

x(t)

rl k(t) ~ V

-1 Sit) \

y.«) A  y(ł)
hflU)

x‘ (t)

& H )

b)

x(t)
k U )

î popr

f
jk ~ o - h0U )

-T x*(t)

+  1 A*(t)

L—  h (ł)
*popt ^

Rys. 10. Interpreteeja błędu dynamicznego 
a) wg klasycznej definicji, b) wg definicji proponowanej w pracy



5. ZAGADNIENIA ESTYMACJI BŁfDÓW

5.1. Wyznaczalność nodelu błędów

Medal błędu (81)

{a} - g(x1 .....x11.T) je ] + H ( * ł  x-fT) (113)

poddaj* się w apoaób naturalny estyaacjl aetod« regresji II rodzaju [22], 
gdyż Jaat zgodny z nodslea postulowanya w taj aatodzla. W aatodzla regre- 
ajl II rodzaju postulują elę lstnlsnl* zależności

A, - h(x1 ,...,xł|fT) - e{a| (114)

znanej z dokładności« do współczynników w obecności ekładnika losowego

{?} " 3(xl  xa'T>{£} ' W *  (115)
Modelea ragreeyjnya regresji niallniowaj Jes-ł równanie

{a} • h(xx  xB .T) ♦ {«7] (116)

w który« A Jeet zaiennę zależnę, arguaanty xJL xn >T sę zniennyni nie
zależnymi, a 7 jest ekładniklen losowy» o wartości oczekiwanej równej
zaro opisujący* wazystkie błędy aodelu. Zależność te dana jest w postaci 
zbioru realizacji j , X j j , . . .  .T^j . (j ■  l,...,k). Wyznaczyć należy 
wartości aatynatorów współczynników DQ,bj,...,b , (q*l <  k) aodelu (ll4), 
aatyaator wariancji 6^  składnika losowego v 1 przedziały ufności Ah(xj, 
....xB ,T) funkcji regraajl h(x, .... ,xB ,T) z zadanyn pozioaaa ufności 06.

Model ragraajl błędów nożna wyznaczyć z równania przatwarzagia (65)
wstawlajęc weń paraaetry konatrukcyjna SP (66). Po rozwinięciu równania 
przetwarzania

y m f(x^..**.x-_1 ,x,T,a1 >...»a^.z) (117)
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w szereg Teylore w punkcie (*10"  • • •x(»_i)o,T0'a10”  * "*k0^ 1 P°-łni?cłu 
wyrazów wyższych rzędów oraz zastosowaniu wzorów (66) , (67) otrzyauje się:

y “ F0^x10.... x (b-1)0'x 'T0'*10'*'*'*k0^ +

* IZ  ^  *“J0 + H  1=7 Y1 ^  AX1 + H  Ijfj
3-1 3 [3-1 J l-i 1 l-l 1

j-i 3 3

lub po oz na c z en i a ch

yO “ F0^x10....X(a-1)0,X,T0'“10.....*kO^ *

k

A y o  ■ J 2  ^ 7  ^ J O *
3 - 1  J

3 -1 1 T-i 1 i-i 1

3-1 J 3-1 J

y ■ y0  + A y o  + A y d * A y n-

(118)

(ll8a)

(lieb)

(ll8e)

(ll8d)

(119)

W powyższych wzorach poainięto składnik , gdyż w równaniach prze
twarzania czas ekeploatac^i SP nie występie jawnie (tzn. nie epotyka alę 
takich ■odell). Czynnik -r̂ 4- uwzględnia procesy starzenia 1 zużywania 
się aeterlałów przykładowo wyaienione w pkt. 6-8 (s. 24) rozuaiano 3ako 
szybkość zaisny wartości oczekiwane3 paraaetru w czeele eksploatacji SP. 
Ostatni składnik wzoru (ll8d) uwzględnia krótkotrwsłs zalany parsastrów 
konstrukcyjnych w czssie poalarów spowodowane z3awisksal aolakulernyai, 
nlezeuważalnyal zalanaal wielkości wpływajęcych ltd. 1 oplsywsns proceee- 
ai loeowyal o wertości oczekiwanej równej zero (wariancja aożs zalsżsć od 
wielkości wpływajęcych).

Według klaayczne3 lnterpretecj1 błędów etosujs elf procedurę wzorcows-
nla <p0 ■ Fg , przez co wzory

x * “  V'0 ( y O ) “  * '
( l 2 0 i
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x* ■ 'PcAo + Ay0 5 “ X + 4 »' (121«)

** - * 4y0 + Axd* * x * A w + *d* (l21b)

** * <P0 (y0 + 4V0 + Ayn) - x ♦ ♦ A n . (l21c)

definiuj; kolejno: wartość poprawny wielkości aierzonej, bł«d wzorcowa
ni a, błąd dodatkowy, błyd niestałości. Jeżeli procedura <pQ Jest funk
cją różniczkowalny, to definicje błydów aożna zaetypić wzoraal przyblfżo-
nyai:

»ę0o

Aw " Vy~ AV0 '  h0(x) * <122,)

£«>_

Ad ” ®y~ AVd " h(xi»-«*-x,_i»x)* (l22b)

A n “ ^  Ayn * h(x 'T> + 9 (x ł  xa ){6} (l22c)

Według zaleceń pkt. 4.4 należy zastosować procedur« , która elialnu- 
je błfdy wzorcowania i dodatkowe oraz aysteaatyczn« składów« bł«du nie
sta łośc i '4 ' .

Procedura taka daje wynik

x* » (J?(y) - !/)(y0 ♦ 4y0 ♦ 4yd ♦ Ayn) . x ♦ g(x1  x«'T>{fc} ^123)

Praktycznie z różnych wzglydów stosują si« uproszczon« procedurę wzor
cowania tak«, że

x* * ^ ( y )  • x ♦ h(xj X,*T) ♦ .XB .T) (124)

Ze wzorów (124), (123) aożna taorotycznlo wyznaczyć bł«d systeaatyczny 
h(x1>... ,x-tT), gdy procedury wzorcowania tp. <pŁ sy znsne oraz aodel 
(117) dostatecznie dokładnie opisują właśclwsści SP.

Z przedstawionych wzorów wynika, że latnlsjs poszukiwany aodel bł«du 
systsaatycznsgo oraz że aodal aa charaktsr zależności stoehastycznsj wsku
tek błydów przypedkowych. Złożoność aedell błydów 1 trudności jego uets-

X,Stosuje eiy tskże procedury ^  -e[</»(y)] lub »?>[ć(y)J zanisj •
szaj«ce wariancje g2 akładnlka losowsga. Syabolsa 6 oznsezsno opars- 
ter uśredniania (n rssllzscji lub w ezssls At).



- 43 -

lania prowadź« dość często do arbitralnego ustalania aodelu. Założenie 
znajoaości nodalu z dokładności« do wapółczynników aa w aetodzie regresji 
znsczanie fornalne. Defekt etrukturalny aodelu powoduje kwellflkację tego 
defektu do bł«du przypedkowego, podczas gdy jsst on z natury błędea ey- 
steaatycznya. Ponadto założenie aodelu określ» liczb« wi«zów niezb«dnych 
do wyzneczenia wartości wapółczynnikśw i nedaiar stopni swobody, ktśre 
aeźna wykorzyetać do wyzneczenia weriancji skłednika loeewego i przedzie- 
łów ufności.

5.2. Skorelowanie wepółczynnlków aodelu błędów

W Metrologii zwykle nodel błydu upraszcza si« do procesu jednowyaiere- 
wego {4} - j<l(x)j przyjauj«c stałe wertości pozostełych współrz«dnych. 
W ten eposób aodeluje ei«:

- bł«d podetewowy, x jeet wielkości« aierzon«,
- błędy dodatkowe, x jest jsdn« z wielkości wpływaj«cych 

X^, (i * 1 , . . . ,B—1) ,
- bł«d niaetałości, x jest czsssa sksploatacji T aystaau peaiarewego.

Do aodelowanla nejczęściej stosujs się wielomiany elgebraiczne lub or
togonalne. Gdy aodelsa jest wieloaian

to w przypadku błędu wzorcowania etopleri wieloaienu q > 2, a dla poze- 
etałych błędów q « 1 lub 2.

W astyaacji błędów stronę obliczeniowe, właściwości est f 'torów i in
terpretacje wyników z punktu widzenie stetystykl aateaatycznej a« dobrze 
znane [23], [24]. Nie ae potrzeby powtarzać zaaad i właściwości aetody 
regresji. Aplikscyjne strona zdeniea eutora Jest bardzisj złożono niż aoż- 
na było oczekiwać, przez co zeaweneowane aetody analizy bł«dów nie s« eto- 
sowene powszechnie. Brak publlkscji b o ż o  świsdczyć o tya, te złożoności 
te nie-«« w pełni uświedealana. Przyczynaai złożoności e«i nleetecjenar- 
neść bł«dów i ekorelowenle wepółczynników aodelu. Zegadnlenla to b«d« 
przedstawione dis błędu pedetewewege, co nie zaniejeza ególności wyników.

W warunkach odniaeienle charakterystyko SP yg • FQ (x) (llSa) jest li
niowa lub bardziej złożona, ogólnie

Wq(x) - bQ + bjX ♦ ♦ k>qXq , (125)

y0 " + o (,l ” **-,k) + t i ^ i  «k>x ♦ ••• ♦  k)x,< (126)

przy ezya przynejanlej jeden ze współczynników ij)r (r • l,2,...,q) ausl 
być różny ed zera.



Różniczka zupełna wielkości yQ wynosi:

* yo * I ]  * r Z  W J AV
r « 0  j « l  J

(127)

Z procedury wzorcowania np. Lp. 1 w tablicy 2 wynika, że

(128)

lub dla Lp. 2 Jeet to bardziej złożone funkcje. Dle nejprostszej procedu
ry zanlast (127), podobnie Jak (l22a), nożna napiaać:

Ao {x ) * ci  L  E  * r ^  a* j -
r « 0  j - l  J

(129)

Po podetawieniech

r J
9 f r

E1*J0 5aJ' (l30a)

“ jo
(I30b)

br “ Ż  brjuj 
J - l

(l30c)

otrzynuje się:

)(*) " Y L  *r H  brjuj " I I  br*r- 
r»0 J »1 r-0

(131)

Wepółczynnlki nodelu błędów br , (r ■ 0,1 q) eę znlennyni loeowy-
nl, przy czyn znienne br , b# , (r,e - 0,1 q) są ekorelowane. Dowód te
go stwierdzenia Jest nestępujęcy. Niektóre ze wepółczynników

b_ ne kp kprzyjnuję wartości zero, przez co znienne _r
rj' usj 

składowych, a
znlsnna k, 6  k. n spośród k

“J
występująskładowych

l>r 1 b^ i oznacza się je Zj. Pozostsłe znienne od n+1 do kr
oznsczs się Vj, a od n+1 do ks oznacza się w.,, Wprowadzajęc te oz-

zniennych 

u.

naczenle składowe wepółczynników nodelu 
co:

y
br , b nożna zapissc następuję-



n

b. ■ L  b. j zj ł (I32b)

J-ł J»n+1

Gdy poszczególne zalenne aeję wartości przeciętne równe zero, zaienne

Wartość p r> zależy od konkretnych danych. Ola zlluatrowanla zwlęzku 
br , b( aoźna przyjęć jednakowe wartości wepółczynnlków b(_,, b̂ ., oraz Je
dnakowa wariancja zaiennych z^, , w^, a wówczas [25]

Oeko przykład przedetewlone będę uproszczone aodele analizatorów gazu: 

teraokonduktoaetrycznego 1 teraoaagnetycznego. w analizatorze teraokonduk- 
toaetrycznya równani« bilansu ciepłe opisujęca drugi stopień przetwarza
nia wg rye. 11 aa postać:

zy  V y  Wj nie sę aiędzy sobę skorelowane, to współczynnik korelecji 
współczynników br , b# Jest równy:

n

(133)

(135)

gdzls poszczególne ekłednlki oznaczsję: 

- aoc dostsrczana do grzsjnlks

°doat ■ i2r0 (i ł « Tg> (l35s)

- strsty ciepłe przez przewodzenie

^p ’ LK0*'<Tg - V  <ł,Sb)
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dhjgość grzejnito 
w*pÓŁczyrmtk kartottu komory

Liczba pfomttntołwnia

powierzchnia grz«jnika

apornoić gr^ika w 0*c 

temperaturowy wapókczyrmtk opomooa

Rys. 11. Scheaat strukturalny analizatora taraokonduktoaatrycznsgo 1 oz
naczania paraaetrów konstrukcyjnych stapnla II

- straty Ciepła przaz promieniowanie

Qr - 6LS jcj§p) - j • (l35c)

wielkoścleal wpływającymi sąi prąd grzajnlka I oraz taaparatura koaory 
Tk. Wielkością wyjściową tago stopnia przetwarzania Jaat taaparatura 
grzajnlka Tg. X Jast wielkości« mierzoną. Pozostała wielkości eą para- 
aatraal konstrukcyjnymi (6 - stała Boltzaanna) ponuaerowenyal w tablicy 
3 1 objaśnlonyal na rya. 11. Poaljając stopnls przotwarzanla I. III, IV*)

zalany punktu zerowego aoźns wyrazić następująco:

dT fdL Qp dK0 ?R/d£ dS\ dR0 * Tq dcci , v
g ■ m [t  ł r  V  + <r(T  ♦ - 1 v Srg — j- <136>

JT|
'Powoduje to poalnlącle niektórych paraastrów konatrukcyjnych, np. opor
ników etałych układu aoetkowego.
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Odpowiednio zalany czułości II stopnia wyraża wzór

Po uwzględnianiu danych liczbowych z tablicy 3 obliczona wg wzoru (l33) 
wartość wapółczynnika korelacji wynosi 58 0,8.

Tablica 3

Oznaczenie paraaetrów konstrukcyjnych i wartości czułości 
na zalań« tych paraaetrów

3 l 2 3 4 5 6

UJ
dL
T

dKo d£
T

dS
S

dR0 dcc
TT

boj

1 3*
Qr
<r

«A
5T -1 - i  St8

1 0.9 0.1 0.1 -1 -0.5

bu
> s* 0 0 0 0

0,9 0.9 0 0 0 0

W analizatorach taraoaagnetycznych równanie bilansu ciepła aa postać i

Qdoat * QR + QP ł QT * QM ’ (138)

gdzie oprócz ekładnlków (l35a-c) występuj«:

- etraty ciepłe przez konwekcj« teralczn«

QT - LK*(Tg - Tk)(GrPr)“ , (l38a)

- atraty ciepłe przez konwekcj« terasaagnatyczn«

h (T. ♦ h
0,̂  - LBfc(Tg _ Tk)(H grad H)° * '9 V>c(CrPr)*. (l38b)

P o ^ k

wielkości s, k, c s« stałym współszynnlksai. wislkoścl A , pQ , 6r, Pr 
oznaczaj«ca odpowiednio przewodność clspln« gazu, g«stsść. liczby Gras- 
hoffs 1 Prandtla traktowane Jako wielkości wpływaj«es{ tf Jest st«lonloa 
tlenu, (wielksść alorzana), H - natężanlsa pala aagnetyfonega i grad H jo-
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Tablica 4

Oznaczanie paraaetrów konstrukcyjnych teraoaagnetycznego analizatora tlenu
i czułości na te paraaetry

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

dL dKo de dS dR0 doc dK dB dH d grad H
UJ r* k0 e. 5~ R0 oc TT 6 W grad H

s* Qr Sr -aTa QT QM «M °M

h
Q 0 i ♦ <*Tg cr 3“ 3“ 5~

OJ 1 0,75 0,15 0,15 -1 -0.6 0,07 0,03 0,03 0,03

b

Om
3“ 0 0 0 0 0 0 Qm

T T
QM
Ir

QM
y

0.03 0 0 0 0 0 0 0,03 0,03 0,03

go gradlentea. Po oznaczeniu wielkości Jak w tablicy 4 i podobnya przeli
czeniu wg wzoru (133) współczynnik korelacji aiędzy punktea zerowya e czu

łości« wynosi Poi*3 0,3.
W powyższych obliczeniach uwzględniono potencjalnie aożliwe źródła błę

dów bez weryfikacji, czy sę nlai w rzeczywistości oraz założono, źe od
chylenie standardowe zalsnnych loaowych &P, (j ■ l,...,k) jest dla 
wszystkich jednskowe, np. 1%. Stęd obliczenia aaję charakter teoretycz
ny 1 służę wykazaniu, źe składniki błędów nogę być skorelowane 1 to w 
różnya stopniu. Aby obliczenia były ścisłe, należy w sposób doświadczalny 
ustalić rzeczywiate źródła błędu nlaetałoścl oraz Ich charakteryetykl eta
tystyczna, tzn. co najanlej wariancję. Czułości wielkości wyjściowej ne 
poezczególne źródła błędów 1 wapółczynnikl korelacji wynlkaję z aodelu aa- 

tematycznego wyprowadzonego teoretycznie lub wyznaczonego doświadczalnia.

5.3. Eatyacja błędów w warunkach skorelowania współczynników aodelu

Koneekwencje skorelowenia współczynników aodelu sę różne odnośnie do 
składników błędu. Ponlaważ wg wzoru (66) Aa^ w warunkach odnleelenia aa 
dwa akładnlki (akładnik <iSjd - O)

A “j " A,JO + A “jn* (l39)

więc podstawiajęc (139) do wzoru (129) po oznaczeniach

■rj ‘ C1ÓJ 3aJ* (l40,)
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6 2 « varAajn , (l40b)

4 » ,
fe. (l40c)

i zastosowaniu oznaczeń (130) otrzymuje się:

(V x)) ' 4 w (x> ♦ { ^ n (x)j *

- b0 4 bxx ♦ ... ♦ bqx^ ♦ g0 («0 j + B1x{fi1J ♦ ... 9q*q |®q j *

- h(x) ♦ g(x)|tJ. (141)

Obliczenie g(x) jest bardzlsj złożone wobsc skorslowanla współczyn
ników, mianowicie jeet

k

flr{8r) - Z 9rj{£j)' (l42a)
' J-l

flr * 9rj- (l42b)
J-l

Gdy q «1, to

g2(x) - 9q ♦ 2909lx?oi * fllx2' *143)

a gdy q - 2

g2(x) • g2 + g2x2 ♦ g2x4 ♦ 2g0gix?01 ♦ 2g0g2x2?02 ♦ 29lg2x3p12 (144)

ltd.
Współczynniki korslacjl pr> wyreżeję skorslowanls zmiennych losowych 

£r . £ a wyrażonych wzorem (l42a) , tzn. skorelowanie wynikająca z zależ
ności lj)p , lj)t (126) od paremetrów konstrukcyjnych.

wzór (141) wyreżejęcy błęd podstawowy wyraźnie wskazujs nlestscjonar-
ność błędu, gdy choć jedsn zs współczynników br , gr (r ■ 1  q) Jsst
różny od zera. Nleetacjonarność proceeu błędu epowodowena zależności« war
tości oczeklwenej błędu od wartości argumentu x (tzn. h(x)) nie jest 
komplikację. gdyż włsśclwość tsks tkwi w załoźsnlsch metody regresji. Zs-
leźność wariancji błędu przypadkowego g2(x) od argumentu x jest rów
nież oznakę nleetscjonarnoścl. Włsśclwość ta poważnlo komplikuje stosowa
nie metody regresji do wyznaczenia błędu systematycznego h(x). Jednym z
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założeń metody regresji Jest stełe wariancja składnika losowego. Zełoże- 
nle to można ominęć przekeztełceJęc aodsl błędów do poetsci

j ; j . ( x ) j  •  u( x)  + { 7 }

przsz przsksztsłcenls

A0 (x)
ć*(x)  — g t x T

u(x) ■ Sfe)-*

W  ■ M

(145)

(146») 

(146b)

(l46c)

Warunkiem przeksztsłcsnla (l4S) jeet znajomość g(x). Wskutek skorslo- 
wsnle współczynników gr oplsujęcych zależność g(x) między eobę wyzna
czenie g(x) Jeet pracochłonne. Osko przykład przyjmuje się q ■ 1, przsz 
co modsl błędu ma postsć:

h(x) » bQ + b1x,

g ( x )  {fi} -  g0 {f0} ♦ g ^ f e j  .

(l47s) 

(147b)

Model powyższy aa 2 etopnle swobody, przez co niezbędne eę co nsjanlsj 
2 punkty xt xa , xb do wyznsczenle współczynników. Wyniki liczbowe bsdań 
można opisać analitycznie aodelea

{ a ( x s ) }  - h, ♦ g. j f i j  

{ A ( x b) j  -  hb + g b | e bj .

Ponieważ

e { i(x.)j - h# , E { 4 (xb)) - hfc

oraz z medalu (l4l) wynika

{l(x.)} - bQ ♦ V . ,  E { * {xb>) - bQ ♦ b.x

(l4«a)

(l4»b)

(14»)

(150)

wlęe porównania powyższych wzorów Jest następujęce:

ha “ b0 + bl V (I51a)
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hb - bC> * blxb (l51k)

i prowadzi do wyniku

a xuh_ - x hk
b • -£ - !----- i-fe, (152»)
0 xb " xa

Ł . jjbjJi. (l52b)
1 xb xo

Podobni» poina przedstawić »kładowe loaawe błędów

8« |fia) ‘ (A(xa)) * '’a' (ł53,)

9b {fib} " {A(xb>} " V  (iS3b)

Funkcje korelecj 1 z uwzględnienie» uwarunkowań czasowych realizacji błę

dów wynoszę:

k. U )  - e [9# {e,t} . 9, {*.(,♦<))] - <154*>

Kb(<) - E[gb |ebt}flb (6b(t+*)} ] ■ *bPb(t)' .(l54b)

"ab(*> ‘ E [*a {*at}»b {*b(t+t)J - •.•bP.b(<)- (l54e)

Dla pedelu (l47b) atrzynuje się w punktach , xb

k (<) - e |[®o {*ot} + 9ix {tit}J[0o{to(tVt)) * •ix {*i(t*t)}]j

■ 90 Ą )(* ) ♦ 2B09jXp01(< ) ♦ 9t * P i « ) .  (155)

Porównania wzorów (155) rozplaanych dla x , xfc oraz (l54) daje układ
równań>

♦ 2« o * lV o i (<) * * «»Pa(< )> (l56a)

»oPo(t) * 29o9lxbPoi(<) * O^fcPj^) - &{&,(«) . (ł56b)

«ofo(<) * Oofll (V xb)Poi(<) * » l x«*bPl(<) “ •p9bfab(< )* (l5#e)



którego ro zw i ą za n i em  Jeet

.2. (t) . ».jgft,«) - (157„

(xb - X,)

.n  w  . ^ . « >  - ° w . b « >  • < > > < 0 ,  ( M >

(xb - X,)

S o M o , « >  ■ - * . & . , « >  - W W j . M  • »b».łM < \  (i57el
(xb - X.)

Powyższe wzory znacznie ei« upreazczej«, gdy » O. Wówczaa otrzyau- 

Je alf:

b0 - ha , (I58a)

A A
A h. •  H
bj • ~ j — i (l58b)
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Soft)«) ‘ 92 P.(*). (159.)

ą k w  . j|

- ■ ■ » A f . b « >  - i f t « >
9o®lPoi x. (l59c)

D

Wariancje i atatyczny wapółczynnik korelacji wyznacza eię dla warunku 
f> O, Mianowicie i

9q - 92 , (l60a)

xb®i ■ «2 " 2g.9b P.b ♦ g2 . (i60b)

xb909lP01 ■ S.ObPab “ «2* (l60c)



Należy tutaj zwrócić uwagę, że brak korelecji »lędzy proceeaml {t0 j 1 

{fcj} implikuje warunek

P. b  * 5S* <161)

który równanie (l60b) znlenia na

*l$l - $b - «2- (162)

W przypadku silnego ekorelowania tych proceeów, gdy pQ1 » 1 ,  to za- 

■ iast (l60b) obowięzujs

xbal . ab - a,. dej)

Scheaat obliczenia charakterystyk błędu wg wyprowadzonych powyżej wzorów 

podeno ne rys. 12.

Rys. 12. 3ch4aat obliczania cherskterystyk błędu o dwfich ekorelowanych
źródłach
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Powyteze wzory ezerzej Interpretuj« zagadnienia ekorolowenle współ
czynników aedelu (141)v gdyż zewleraj« uwarunkowania czaaowa dla aetodykl 
ich wyznaczania. Wladoao, ta nla aoina równocześnie zalarzyć błędu dla 
dwóch wartości wielkości alarzanej. W niaktórych SP za względu na właano- 
ścl dynealczne odatęp czaau aiędzy kolejnyal raallzacjaal błędów jaat znacz
ny. Przadatawiona wzory pozwalaj« ta uwarunkowania uwzgl«dnić.

W calu zbadania etecjonarneści błędu w czaala okeploatacji błędy winno 
wyznaczać al« dla kilku realizacji czaau Tg.Tj,...,TM . Znaj«c eetyaatory 

 . 90 .... ••-•Pro " okraaach Tg.Tj TM aotna wyznaczyć funk
cja br(T) , gr(T), (r » 0,1 ich przedziały ufności oraz aotna pro
gnozować ich dalazy pfzebleg. Dane te a« podstaw« procedur wzorcowania z 
korokcj« zalań właściwości SP w czaala okeploatacji (np. Lp. 5 tabl. 2). 
Zagadnienie ta przedatawiane joat w pracy Olazawaklej [26], przy czya 01- 
szawaka do aodelewanla błędów zaateaawała szeregi czasawa [27].

Pragraa badań błędów zalarzaj«cy de wyznaczenia aodelu (Ml) winien być 
naet«puj«cy. Dla atałych wertoścl x# , x^ w warunkach odnleelenle aierzy 
al« bł«d z akrasea próbkowanie At. Wynlklea jaat naat«puj«cy ci«g reali
zacji błędów;

dla x » xm . 1 - 1.3.5 K-lj J - 0,1,2 H,

dla x ■ 1 ■ 2,4,6,... ,N{ J ■ 0,1,2,... ,M.

Indeke 1 jest nuaorea próbki j-tej realizacji proceeu błędów, przy czya 
jedna realizacja trwa czaa N At i w  tya czaala winno zachodzić g(T) ■ 
• conat. h(T) - const. Indeke j jest nuaorea realizacji procoeów 
|a .(t )|. I Ah(T)J . Okras badań wynool

Mlniaelna llczność próbek: N a 200, M 5, zalatnle od właściwości ba
danego SP. Okroe próbkowanie At joet ogrenlczony technik« przoł«czanle, 
właanośclaal dynaaicznyal SP oraz włość lwaśeiaai uneraewanej funkcji ko
relacji f (<) błęda przypadkowego. Okroe badań winian etanowlć raze«dn« 
część czaatf użytkowanie SP, aby aaftna była SP utyć zgodnie z jego prze- 
znoezonloa.

M

J-O



6. ZASTOSOWANIA MODELU BŁ|DĆW

6.1. Ocena błędów przy propagecll wzorców

Przonoozonlo «lary wzorca pierwotnego na wzorzac wtórny, a także miary 
wzorców na przyrzędy pomiarowe obarczana jeet bł«dem. Proponowany powyżej 
model błędu w postaci wielowymiarowego, niestacjonarnego procaau loaowego 
pozwala w prosty sposób określić bł«d wzorca wtórnago, gdy znana a« błędy 
wzorca plarwotnogo, błędy komparatora oraz procodura dokonywania porów
nań. Niech włeeności metrologiczne wzorca pierwotnego opleuje modsl

{"l} * "10 ♦ hl + 9l (£l) • (164)

którego składniki oznaczaj«: w1Q - wartość poprawne mlery wzorce równa 
wartości nominalnej wzorce plue poprawki eliminuj«ce znanę część błędu 
eyatemetycznego h1(x1 ,...,x-_1,T)j h^ - nleznene co do wertoścl część 
błędu systematycznego: znene sę statystyczne psrsmetry tego błędu: wer- 
tość oczekiwana, wariencja i ewentualnie rozkład prawdopodobieństwa dla 
zbioru wzorców tego eamago typu. W danym wzorcu W^ urzeczywistniona zo
stała Jedne reelizecja o stałej, lecz nieznenej wertoścl błędu hj. Fi
zycznie tutej h^ me podobny eona jak akłednlk ^ sjo parametru konstruk
cyjnego (66). Sposób wyznaczsnie h^ będzie oczywisty ns końcu wywodu o 
wyznaczeniu błędu wzorce-wtórnego. Oststnl składnik wzoru (164) oznaczę 
błęd przypedkowy wzorce pierwotnego generoweny fizycznie przez ten wzo
rzec. Odchylenie standardowa g^ błędu przypadkowego Jeet stała g^ ■

“ 91^X10.....x(m-l)0'To)* gdy± "'•runkl stosowsnla wzorce winny być ete-
łe. jtjJ Jsst stscjonernym procesem losowym o włsściwościsch (82),

Włesnoścl metrologiczne wzorce wtórnego orez komperetore wyrsżsj« wzo
ry:

{W2} ’ *20 + h2 + 92 K ) '  (165)

{V} * y0 + h0 + 90 |«0} . (1*6)

• składniki oznaczaj« ta aame parametry jek wzorca W^. Symbolem y ozna
czono wskazanie komperetore.
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Rys. 13. Schemat propagacji miary i błędu wzorca plsrwotnsgo na wzorzec
wtórny

Dla układu komparecji Jak na rys. 13 równanie pomiaru me posteć przy
bliżony

(w2J - {wjj + (y), (167)

a po uwzględnieniu błędów

“20 + h2 + 92 {fc2)- "lO * hl + 8l{4 l) + y0 + h0 + 90 {®o}* (168)

Wartość nominalna miary wzorce wtórnego określone Jest przez równenle

"20 ■ "lO + y ‘ "lO ♦ yo + ho + 90 £o- (ł69>

co oznecze, że mlere wzorce wtórnego oberczona jest błędem komparatora.
Wartość poprawnę miary wzorca wtórnego określe równenle:

"20 popr “ "10 + y0* <ł70>

W równenlu (168) chcemy wyzneczyć w2Q • w20 popr. «1* Jsst to niemożliwe
wekutek nieznajomości hQ . gQć0. Dlatego różnicę w2Q - w2Q r charakte
ryzuje niepewność h2 miary Wzorca wtórnego, którę należy wyznaczyć.

Błęd przypadkowy wzorca wtórnego wyznecze się oddzielnie, w inny epo- 
eób [28], dlatego tutaj możne założyć, że odchylenie stsnderdowe g2 jest 
znene. Niepewność miary wzorca wtórnego możne wyzneczyć po odjęciu równań 
(168) i (170), mianowicie:

h2 - hŁ ♦ hQ ♦ ♦ 90 j*0}- 92 {«2j. (171)
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Równanie (171) przybiere różnę poeteć dle różnych procedur porównenie. 
Gdy porównuje się wzorce o zbliżonych alsrach wJ tf wg i koaparecje Jest 
jednorezowe, to w równeniu (171) występie Jsdnorezowe reelizecje procesów 
losowych {ćjJ» 1 * 0,1,2 i równanie to wyreżejęce błęd hg aa postaci

h2 " hl + hO + Si6! ♦ 90«0 - 92«2- (172)

Niepewność «lary wzorce wtórnego cherakteryzuję: wertość oczekiwana

h2 “ E(h2^ “ E^hl + h0 + 9ifcl + 90*0 " 92*2^ " + ^0 (l73)

i wariancja

var (h2) - E|h2-E(h2)j2 » var hj + var hQ + g2 + g2 + g|. (174)

Składniki błędów hj, hQ , var hj7 var hQ charakteryzuję zbiór wzorców 
i komperetorów, natomiest wsrisncje g2 , g2 , gjfj podzbiory realizacji 

błędów przypadkowych odpowiednio wzorców wJf W2 i komparator» lub zbiory 
wzorców i koaperetorów zeleżnie od interpretacji wyników. Ponieważ zacho

dzi t

{ * 2} - h2 * 92 («2}. (I7»)

więc

2 2 - h2 (176)

oraz

var A z » var hg ♦ g| ■ var dj + var A Q * 2g2. (i77)

2
Wynik ten jest zgodny z Interpretację flzycznę. Składnik 2g2 Jeet skut
kiem dwukrotnej reelizecjl błędu przypadkowego wzorca W2 - pierwszy raz 
przy koaparacji wzorców, drugi raz przy użytkowaniu wzorca W2,

Wielokrotne porównenie tych eeaych wzorców opiauje n równań (172) o
realizacjach (i « 0,1,2; j - 1 .... n) , z których po zsumowaniu 1
podzieleniu przez n otrzymuje się:

E
 n n

1 X X j  + 90 E 60j -  92 
J-l j-1 J-l J

(178)



Tablica 5

Charaktaryatykl nlapawnoócl wzorca wtórnago [29]

Lp. Procodura porównania Wariancja niapawnoścl var (h2)

1 

• )

Miary wzorców plarwotnago 
1 wtórnago Jadnakowa 

Porównania jadnorazowa Sj ♦ h0 v.r hj ♦ v«r h0 » «1 ♦ »0 ♦ s|
ht - e(hj)

h„ - E(h0)

b) Porównania n-krotna z ty* 
aanya wzorca» plarwotnya

ht . s0 v.r hj . v.r h„ . i(gf ♦ 9§ ♦ «jJ

c) Porównania a-krotna z róż
nymi. wzorcaal plarwotnyal

a

E(s  E hu * ho> ■ ti
J-l

a a

f? L / * r hijłv,r ho * h  Z ! « !34 («2*92>
j-i ■ j.x

E - oparacja po zblorza

d) Porównania n-krotna z a 
rólnyal wzorcaal plarwotnyal

a

E(Ś  £ V So> ■ S E h  * So
J-l

i  v.r ht . v.r h0 . ^ < 9? . ,§ . 9̂) hiJ ■ hi' 91J • »1

2

Porównania jadnorazowa

a

E(Z Z hu >  * Ni ■ K  • '’o
J-l

i(v.r h'j ♦ 9'j2) « ymr h0 . g* . 9* ah1 - hj, agt - g^

3 Wzorzac wtórny aa alarf

a-l porównań wzorca *21 
z pozoatałyal

: ś  ♦ i  ffoi * ^  so

•łj|v.r hj*v«r H q (■-1)v»r h0.(»-i)29q . 

* 901 * °1 * <3«-2)g|]

dla wzorca W21
dla wzorców w2j nlaco
lnaczaj

4 Przanoazanla alary na przyrzec 
po«lirowy

w k punktach z użycia* 

a >. k wzorców
il S‘ ‘ 2o(S w  h‘l * S >i2 « ł  »2> hO ■ °* 90 • 0

infaraacyjna 
X0 - ..Cl.r. ..p«rz,d- 

nych
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a stęd

vsr h2 « var hL + var hQ + i(g2 ♦ 9q + ï\)• (179)

Równania ( 179) pokazuja efekt zanlejszenle błędów przypadkowych przsst wie- 

lokrotnę koapsrscję.
Za poaocę równania (l72) aożna zapiaać wyniki jednorazowej koaparacjl

wzorca wtórnego W2 z a różnyai wzorca»! pierwotnymi , j » i a.
Wynikiaa jest »-krotne zaniajazania wariancji błędu syataaatycznago i przy
padkowego. Wyniki obliczeń błędów przedstewiono w tablicy 5.

Postępujęc podobnie aolna wyznaczyć niepewność alery wzorce wtórnego 
dle porówneń jednorezowych 1 wielokrotnych o różnych procedurach, w przy- 
pedkech gdy wzorzec wtórny aa alerę »-krotnie wlękezę lub »-krotni« »niej- 
ezę. Szczegółowe wyniki przedstswlono w publikecji [29], • zeetewienie wy
ników zewiere tablica 5.

Przy przanoezenlu alery wzorców ne przyrzędy poalerowe, gdy własności 

■strologlczns wzorców (pierwotnych) określeję pereaetry woij' hlJ' 81J ' 
j - 1,2,...,» wg nodelu (164), to w każdy» punkcie wzorcowenls werlencje 
składnika losowsgo obliczona z równania (172), po poainlęciu błędów koa- 
paratora, wynosi:

6?J ' V"r hU  + °1J + 82j' (180)

o
przy czy» g2 Jsst wariancję błędu przypadkowego wzorcowanego SP w punk

cie • woij’ Gdy wzorce »eję różne niedokładności aiary, gdy wzor
cowanie w niektórych punktech jeet powterzene lub gdy g2 « g2(x), to wa- 
rlancja nie Jest stsłe, Deleza złożoność oceny błędów wynika z wię
zów »odelu błędów.

Ocenę błędów przy wzorcoweniu SP proponuje eię przeprowedzeć procedurę 
dwuetapowę 029]. Nejplerw »etodę nejnnlejszych kwsdrstów neleży wyznaczyć 
charaktaryetykę FQ (x) (126).

Po wyznaczeniu błędów A 2j * Yj “ " II etapie wyznaczyć
h2 (x) oraz g2(x). Zaleca eię etosowsć nstodę rsgresjl II rodzsju [23] 
po przskształcanlu »odelu h2 (x) wg wzorów (146).

Zagadnienie eetynacji błędów Jeet w ty» przypadku dość złożona, gdy 
uwzględni eię dobór rozmleezczenie punktów wzorcowenie lub Inne kryteria, 
np. na dopuazczelny rozkład błędu. Bardziej szczegółowę enellzę błędów 
wzorcowania przyrzędów zawiereję publikecje [29], (30].

Neleży zwrócić uwegę na fakt, że powezechnle przyjauje się błędy wzor
ców za poaijalnle »ałe. W enelizle uwzględnlejęcej błęd wzorce [3l] doko
nano punktowej oceny błędów wzorcowenie, tzn. nie uwzględniono więzów Mo
delu, która powoduję znnlajszenla błędu oraz doboru roznleszczenla punk
tów.
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6.2. Algoryfy 1 błędy adiustacji SP

Adiustację nazywa się czynności regulacji SP aprowadzajęce błęd do za
dana] wartości, najczęściej do zera. Oznaczmy błęd SP w warunkach odnie
sienie dle denego stanu wislkoścl mierzonej x * xa symbolem

|/l0 (t)j « g(t) + r(*). (181)

gdzie g(t), h(t), £(t) opisuję błęd podstawowy zgodnie z modelem (81),
natomiast

N
r(t) - £ r i 4 ( .  - t ± ) (182)

i-1

jest skutklsm adiustacji SP w chwilach t^. Symbolem t oznaczono czas re-
alizacjl błędów (i pomiarów). Wartości r1 można dobierać wg różnych al
gorytmów.

Algorytm 1 - adiustacja SP wg wartości chwilowej błędu

W chwili t « tŁ dokonuje się korekcji wskazań SP tak, aby wartość
błędu po korekcji wynosiła zero. Z warunku tego wynika:

rl " “ *0^1^ ^ i )  " ►»(**)• (183)

W czasls t >  tA przsbisg błędu Jeet następujęcy:

{ a 0 (t)j ■ g(t) [t(t)j + h(t) - g(tA) ft(tt) - h(tt). (184)

Wartość oczekiwana błędu po korekcji wynosi:

E jdQ (t)j - h(t) - h(t±) - hrl(t). (185)

Zmienia się ona wraz ze zmianę błędu ayatematycznego od chwili edlusta- 
cjl. Wariancję błędu przy założeniu g(t) • g(tA) • g określa wzór

6 2 (t) - e {[a0 (t) - EĄj(t)]2 ) . e|[g{e(t)| - s { e ( t 1) } ] 2 ]  -

- g2 - 2 g 2p ( t - t 1 ) + g 2 - 2 g 2 [l - p (t-t^^)]] . (186)

Wzór (186) określa, że bezpośrednio po adluatacjl, gdy ptt-t^) SS 1 , 
błęd przypadkowy SP jest równy zero. W miarę upływu czasu unormowana fun
kcja korelacji proceau {&} maleje, a błęd przypadkowy zwiększa alę. Ola
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, 2
t - tŁ >  tgr' gdy P “ wariancja błędu osiąga stał« wartość 2g . Prze- 
blag wariancji przedstawiono na rys. 14. Adiustacja spowodowała zaniej- 
szenie błędu eystsaetycznego, nstoaiast błęd przypadkowy g|fe(t)| został 
przesunięty o przypadkowę wartość gfi^) , stęd wariancja błędu została 
podwojona.

2 4 6 «  n e i t < l « » 8 J 4 K S S )  T

nam notacji

korekcja 
b W u  

r-H {

Rys. 14. Przsdzlał ufności błędu przypadkowsgo po sdiustacji wg wartości
chwilowej błędu

Adiuatacja wg wartości chwilowej błędu powoduje zaniejezenie błędu przy

padkowego przez okres, dla którego pft-t^) >0,5. Gdy

p(<) - e"**. (187)

to okres ten wynoel:

T <  i  ln 2 - 2 ^ .  (l88)ot <x
Algoryta 2 - adiustacja wn wartaicl średniej błędu

Przed adiustację wyznacza się wartości błędu podstawowsgo w chwilach
t^, 1 • 1,2,.;.,N, po czya oblicza się wartość średnię 1 w chwili tN do

konują się adiustacji o wartość

N N

rN ■ - r  E W  ■ - h * (t i> ♦ h(ti }]  • (1W)
1-1 i-i

Pe wstawieniu r^ do wzoru (l8l) dla t >  tN widać, te bezpośrednio 
po adluatacjl błęd nie jaat równy zero, lecz aa wartość
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N-l

W  ■ an + rN ■ T r K i  ■ EPT 7 > i > - (190)
i-1

(Synbolen oznaczono błęd 4 Q (t1) dla 1 - 1,2,...,N). Można wyzna
czyć wartość oczekiwań« błędu po adluatacji

oraz werlancję przy założeniu g(t) « g. ę(t1 - t.j) - 0 c a z  dla

Duż dla niewielkich N wariancja błędu przypadkowego po ediuetecjl 
niewiele różni eię od werlencjl błędu. Tak na przykład dla N « 4 Jeat 

* 1,25 g2 (tzn. • 1,12 g). Oezecowanie werlencjl (192) Jeet zgod
ne z obliczeniami Kawalerowe 1 Mandeleztaae [l8j przy ocenie błędu wyniku 
poaleru po kelibracjl SP w dwóch punktach (n >2).

Możliwość prognozowania błędu eyeteaetycznego SP pozwala wprowadzić ta
kt korekcję, aby od chwili adluatecjl do pewnego czeeu ekeploetecji T£ 
błęd nie przekroczył wartości dopuezczelnej błędu orez eby czae T£ był 
nejwiękezy. Gdy prognozowany przebieg błędu eyeteaetycznego h(T) Jeet Mo
nofoniczny, to wartość r(Tq) w  chwili TQ tak należy dobreć, by

(191)

t >  t

(192)

Alooryf 3 - adluetecla z predykcją błędu

r(T0) - -h(T0) - egn ^ [ h dop - Ah(T0 )]. (194)(194)

Z

I K(TE) 2-Ah(TE) ♦ r(T0)| «  h-op (195)

pozwęla wyznaczyć czee T£. Neatępne adluetecja winne być dokonane po 
czeeie T£ , Jak pokazuje rye. 15.



- 63 -

to re k c p  T j|-c jM ( po ktAłym błcvd
t * « d u  r#* 2 d z  p r a tfa c jo  wartoić

y p o p f - M d z  j d o p u N a a m ą  r ,  b tz
6® |  uw zględnień«] progoanj h .

numer rcalijocji

Rys. 15. Przebieg błędu po adiustacji z uwzględnienie« prognozy błędu

Algorytm 4 - adiustacja z predykcją błędu dla całago zakresu ponlarowago
Z « < x  ., x_> d g

Na wstępis niniejszego podrozdziału założono stałę wartość wielkości 
mlsrzonej x • x|. Ala błęd podstawowy zależy od xi Jast |a 0 (x ,T)} . Za
gadnienia predykcji błędu znacznie aię komplikują. Pewnym przybliżaniem 
Jast przyjęcie, że współczynniki b2 ,...,bq , g2 ,...,gq modslu błędu (l4l)
sę równe zero.

Model błędu ma poatać:

{a 0(x .T)| - b0 (T) + b1(T)x «■ g0(T) |t0 | ♦ gi(T)x { j. (196)

Uzasadnieniem takiego uproszczenia Jast przyjęcia liniowej charakte

rystyki SP (126), a wówczas punkt zsrowy • • • #•(<) oraz czułość
^(a!,... ,ak) stanowię źródła błędu. Parametry błędu można wyznaczyć z 
badań przedstawionych w podrozdziale 5.3. Dla warunku, by w przedziale 
czasu < T q , TE > błęd nie przekroczył wartości dopuezczelnej z zadanym 
poziomem ufności, można wyznaczyć czas T£ eraz wartość karakcjl przy a- 
dluetacjl w chwili TQ . Zagadnienie takie rozwlęzała Olazeweke [26] sto- 
sujęc do modelowania błędów szaragi czasowa. Zdaniem autora zastosowanie 
modelu (141) znacznie ułatwia rozwlęzanle tego zegednlenla w części za- 
wlerejęcej identyfikację modelu błędu. Wzory do identyfikacji wepółczyn-, 
nikśw padano w podrozdziale 5.3.
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6.3. Ocen« błędów » T l i  pomiarów o akorolowanych roellzeclech błędów

Skorelowani* zmiennych losowych w ctatyatyca metemetycznej przedsta
wiana Jest abstrakcyjnie. W metrologii nadania eensu teau pojęciu odbywa 
się przez wekazanie konkretnych zjawiek aajęcych tę właściwość.

Skorelowanie błędów aożna rozualeć dwojako:

1) skorelowanie błędów przypadkowych traktowanych jako zalenne losowe,
2) skorelowanie błędów bez wnikenla w ich charekter.

Skorelowanie błędów przypedkowych Jest włeściwościę dość oczywlstę. 
Paraaetr ten w ostatnich latsch Jest wprowadzany do charekterystyk metro
logicznych SP [б, б]. Pozostaje bez odpowiedzi pytenle, czy akorelowenie 
błędów przypedkowych Jeet właściwości« istotnę? W literaturze brek Jest 
danych liczbowych. Wyrywkowe badanie włeene wskazuję, że normowanę funk
cję korelacji (82c) można modelować funkcję wykładnlczę:

przy czym dle enelizatora tlenu KTM-7 uzyekano wartość a » 0,23 i/h [26], 
przetwornike telemetrycznego PT a • kilka l/s [32], a dla ogniw normal
nych Westone a • 0,21-1,08 1/mln [33]. Dane te wskazuję, że skorelowanie 
błędów przypadkowych jest Istotne.

Zagadnienie skorelowania błędów całkowitych '(przypadkowych 1 ayetema- 
tycznych) nie wyetępuje w etetyetyce matemetycznej. W metrologii też elę 
nie pojawia, choć byłoby ono atrakcyjne ze względu ne uproezczeme ra
chunku błędów. Idea Jest neetępujęce. Skoro współczynnik korelecji cha
rakteryzuje zależność dwóch reelizacji proceeu loeowego, to wskutek udzia
łu błędu eyetemetycznego zależność taka dla błędów zawaze letnieje, gdy 
błęd systematyczny Jeet różny od zere.

Oako mlerę skorelowanie błędów proponuje eię wprowadzić unormowenę fun
kcję korelacji (91)

Miejsce unormowanej funkcji korelacji p(4) procesu stacjonarnego jtj 
w tym wzorze jest odpowiednie 1 jednoznacznie uwzględnia ekorelowanle błę
dów przypadkowych. Funkcja korelacji K^Oj) uwzględnia właściwość błędu 
eyetemetycznego. Błęd stały h(x) - const nie Jeet uwzględniony. Inny 
rozkłed błędu jeet chsraktaryzoweny wariancję 1 kowariancję. Oznacza to, 
że P4 określa udział wariancji błędu systematycznego w wariancji błędu 
całkowitego, gdy f>(̂ ) » O.

Р(*) -
e-etf (197)

(193)
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Intereeujący Jest przypadek p(t) - O oraz ^ " 0 ,  wówczas

(199)

Tan współczynnik korelacji Jest identyczny ze współczynnikiem korelacji 
estyaatore błędu systematycznego wyznaczanego metodę regresji i zeobser- 
wowanyn błędem całkowitym

Wskutek więzów wynikających z aatody regresji [23] wzór (200) można 
zastąpić wyrażeniem

identyczny* jak (199). Z kolai współczynnik korelacji R2 powiązany jeat 
za zaianną F atosowaną w teścia F - Snedecora do oceny Istotności funk
cji ragraajl [23]. Zaianną F aożna zastąpić współczynnikiem korslacjl

tej podstawie aożna dokonać oceny niezbędnej liczby pomiarów, aby funkcja 
regresji była istotna z określoną wiarygodnością [34]. Tak więc unoraowa- 
na funkcja korelacji błędu w postaci (199) Jest paraaetraa znany* 1 sto
sowanym w statystyce aateaatycznej.

Skorelowanie błędów daje widoczny afekt przy ocenie błędu a e r l i  pomia
rów. Niech kolejne rea liza c je  błędów będą skorelowene, e współczynnik ko
r e la c ji kolejnych re a liz a c ji wynosi odpowiednio pQ - l»p j<p2 »p3  Pn-1‘
Estyaatore* wartości średniej błędu eeril Jesti

k

(200)

(201 )

J-l

N
(203)



■ w ariancji wartości średniej błędu [35J

N N
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8n ■ ^  X  Z X  j ‘ 
N 1 - 1 j-i

(204)

gdy eę eleaentaal aaciarzy kowariancji błędów  dN

*11 *12
%... "1N

z ■
*21

CM . . .

(205)

> 1 XN2

Macierz kowariancji jaat ayaatryczna i półokrodlona dodatnio. a ala-
■anty diagonalna eę warlancjaal poazczagólnych raallzacjl błędów, tzn.

2 2• 6 . Wepółczynnlki korelacji błędów , Aj oznacza aię przaz 
■ Pi,, k - J-l 1 wówczaa aaclarz kowariancji aa poatać:

i Pi ••• Pn_ i

Pi 1 Pn-2 (206)
•

Pn-i Pn-2 1

eerll N aatyaator wariancji wynoai:

•n ■ f r *  2 T T  Pi * 2 ?2 * ••• + 2 R Pn-1>62 ■

N-l
(207)

k-1

la
Zalatnla od wartości pk aatyaator wariancji zawarty Jaat w przedzla-

(208)

Intarpratacja wyniku (208) Jaat proata. Przy błędach nlaakoralowanych 
wariancja wartości śradniaj błędu Jaat N-krotnia anlajaza od wariancji 62 
błędu, natoaiaat przy 100% korelacji nla uzyakuja aię zanlajazenla błędu 
wartości śradniaj.
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W przypadku px « p2 * ... - P N-1 "P aetymator wariancji Jest równy:

4N ’ + T T  P )ó2 (209)

i w miarę zwiększania długości serii dęty do

lim ś2 - p ó 2. (210)
N N

Wynik ten pokazuje, że w serii błędów skorelowanych wariancja błędu serii 
zmniejsza się do wariancji błędu systematycznego, gdyż p osięga wartość 
określonę wzorem (199). Oest to znana prawda. Tak więc wzór (199) mole być 
miarę skorelowania błędów całkowitych bez wnikania w ich naturę.

Do zadanych wartości współczynników korelacji p fc, k ■ 1,2,...,N-1 as- 
tymator wariancji można obliczyć ze wzoru (207). Miarę skorelowania ko
lejnych realizacji błędów odległych w czasls t ■ tj - tA oraz w prze
strzeni o J « Xj - Jeat unormowana funkcja korelacji (198). pA In
terpretuje aię Jako właściwość serii błędów, gdy wartość błędu systema
tycznego w punkcie x Jest nieznana, lecz błęd ten pochodzi ze zbioru 

lAgi o wartości oczekiwanej równej zero 1 wariancji 6 2. Argument 5 ro~ 
zumie się jako mlerzalnę współrzędną, którę dobiera aię w serii pomiarów, 
nP- S • T2 - Tj lub J ■ x12 - xjL1, i = l,...,m (xt wielkość wpływaję- 
ca lub wielkość mierzona). W ssrii pomiarów xi2 - x±1 są bardzo małe, co 
pozwala przyjęć J ■ 0.

f o
Skorelowanie błędów można objaśnić inaczej. Gdy błęd na wariancję 6 i

kolejne realizacje sę skorelowane, to zaobaerwowana zmienność realizacji
będzie mniejeza niż realizacji nleekorelowanych.

Wariancja kolejnych realizacji niech wynoei:

i* * £ I > i  “ *śr)2' <211>
i-i

Po podetawlenlu

N N

4i - A 4 r " A Ł - n  " V  (212)
i-1 J-l

oraz

A j )  - 2 6 2 ( l  -  p k ) (213)



otrzymuje się

Gdy pk - 0, to otrzymuje się wariancję obserwowanych realizacji równę wa
riancji błędu. Ola przypadku pk ■ 1 wariancja obssrwowanych realizacji 
jeet równa zero. Należy zauważyć, że unormowana funkcja korelacji pA (199) 
■a wartość 1, gdy bł«d przypadkowy jest pomijelnie aeły. Naturalne Jeet, 
że bł«d »yateaetyczny dla J » O na jednekowe realizacje i zerow« wa
riancję.

Ole przypadku p M )  ■ O, ^ * O i znanej wartości współczynników ko
relacji, np. określonych wzorea (199), oczekiwań« wartość wariancji obli
cza eię ze wzoru (214). Gdy pj » p2 ■ - pN-1 -p , to

oczekiwana wariancja Jest równa wariancji błędu przypadkowego.
Powyższe wzory uwzględniaj« skorelowanie błędów przypadkowych. Gdy re

alizacja błędu przypadkowego s« skorelowane (p(ć) i O), to pierwezy skła
dnik (198) jest niszsrowy, daj«c pokazano powyżej efekty.

E(s2) - d 2( l  -  p ) . (215)

a podatawlaj«c (199) otrzyauje się, że

(216)



7. ZAKOŃCZENIE

W pracy przedstswlono tylko wybrana zagadnianla M o d e lo w a n ia  b ł ę d ó w  eks
ponując zagadnienia nie występujące w literaturze. Różnorodność i złożo
ność pojęcia błąd systemu poMiarowego są na tyle duże, że dotychczes brak 
jeet całościowego, szczsgółowego M o d e lu  błędów. Przedstewiony nodel w peł
ni opisuje błędy anslogowych i cyfrowych SP przy poaiarach wielkości sta
łych i zmiennych w czasie [ss].

Zaproponowany w pracy aodel błędów aysteMów pomorowych - niestacjo
narny, wielowymiarowy procaa losowy sprowadzalny do proceau stacjonarne
go przaz przekształcenie funkcyjne znacznie wzbogaca pojęcia błędu. Uwi
dacznia się to w tya, żai

1. Model ten w sposób jednorodny oplsujs właściwości Metrologiczne SP 
w werunkach odniesienia, w warunkach stosowania, w czaaie pomiarów i w 
czasie eksploatacji SP. Doetosowanis aodelu do warunków naetępuje przez 
założenie etałych wartości argunantów proceau losowego.

2. Model ten wprowadzę w sposób neturalny dalsza, nieznane w metrolo
gii właściwości błędu - akorelowanls realizacji błędów. Właściwość ta Ma 
istotny wpływ na Metodykę wykonywania pomiaru. Skorelowenie błędów po
przez paraaetry konstrukcyjne jeet szeroko wykorzyetene w Metrologii przy 
okresowyn badaniu przyrządów - badania aą ograniczone do błędu podstswo- 
wego, a wnioski rozciąga aię na inne właściwości.
• 3. W aodelu usankcjonowano rzadko stosowane inne określenia błędów: 
systematycznego 1 przypadkowego przez włączenie wartości oczekiwanej błę
du spowodowanego przyczynaal loaowyal (błędu przypadkowego wg niektórych 
określeń) do błędu ayetenatycznego. Zwiękazenie w ten aposób błędu syste- 
■atycznago 1 Z M n i e j s z e n i e  przypadkowego czyni większą część błędu pozna
walną i możliwą do wyeliminowania. Zdefiniowanie błędów eystsaatycznych 1 
przypadkowych p o j ę c i a M l  rachunku prawdopodobieństwo ułatwia ich interpre
tację jako eetyaatorów proceau lcaowego i uzależnia ich właściwości od 
warunków estyaacjl.

4. W aodelu wyraźnie wprowadzono pojęcie czasu - czasu poalaru jako cza- 
au realizacji procesu losowego i czaau ekeploatacji SP. Pozwala to cha
rakteryzować właściwości SP w różnych okreeach czaau w sposób jednorodny.

5. W epoeób ogólny pokazano, że aodel błędów wyprowadzony teoretycznie 
aożna aprowadzić do Modelu proponowanego w pracy. Przykłady przedetswio*- 
no są w opracowaniu nlepubllkowanya [37] oraz [38]. Nie aożna udowodnić, 
że proponowany aodel aożna stosować do aodalowania wszystkich systsaów 
poalarowych 1 do różnych celów. Proponowany aodel jeat ogólniejszy od ln-
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nych etoeowanych klaaycznych modeli, przez co Jago przydatność winna być 
szeraza.

W pracy przedatawiono wybrane zagadnienia ogólna niezbędna do przed- 
atawlanle błędów. I tak wprowadzono pojęcie skali fizycznej i akajomat o 
niejednoznaczności odwzorowania atanu danej cechy w wartość wielkości. 
Odwzorowanie to Jeko odwzorowanie punktu w zbiór pozwale odpowiednio in
terpretować błęd pomiaru i błęd wnoazony przez ayatam pomiarowy w proce
sie pomiaru. Założenie o teklch właściwościach odwzorowania ma zdaniem au
tora uaankcjonować lntuicyjnę interpretację błędu, nie wyrażaną dotęd Jaw
nie w literaturze. Podobny charakter ma powiązania miary Lebeegue'e zbio
ru z pojęciami charakteryzującymi błędy graniczne.

Zagadnieniem przedatawlonym w pracy Jaat pojęcie procedury wzorcowa- 
nla, właściwej dla SP wychyłowych [38]. Ekaponowanla znaczenia procedury 
wzorcowania w kształtowaniu akali pomiarowej Jeet latotna dla klaeyfike- 
cji 1 oceny błędów. W pracy pokazano odwzorowania realizowane fizycznie w 
SP i realizowana w dziedzinie ebatrakcjl, ich uwarunkowania oraz wpływ na 
właściwości metrologiczne SP. Zdaniem autora wprowadzenie do pracy tych 
zagadnień było niezbędne dla przadatawlania błędów.
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MODELOWANIE MATEMATYCZNE »ŁĄDÓM SYSTEMÓW POMIAROWYCH 
WI t ŁOWYMI AROWYM . NIESTACDONARWYM PROCESEM LOSOWYM

S t r e a z c z e n l o

w pracy przedstawiono definicję fizyczna] akali pomiarowej, a»dal ey- 
• taau poaItrom90 odwzorowujący fizyczna przetwarzania wielkości, proce
dury wzorcowania, wynikająca atąd błędy oraz apoaób ich daflniowanla 1 

■odelowania.
Na podatewle właściwości zjawiak fizycznych zachodzących w eyateaie po- 

■iarowya wyprowadzane wnioaak, ta błąd ayateau poaiarowaga jaat rtlaata- 
cjonarnyw, wlelowyalarearyw preeeeaa laaowya. Podane jago właściwości fi- 
zyczne, aateaatyczne 1 aatralaflczna. Szczegółowe przedstawiono i uzaaad- 
niono skoralsoanla realizacji błędów oraz akerelawanie mpśłczynników fun
kcji aodelujęcaj błędy. 3ako przykład zaetoeowart prepenewanefe w pracy 
■odelu błędów pokazano ecenę błfś6w przy propagacji wzereów, oceną błędów 
po edluatacjl ayetewf poai#rewe§o oraz ocenę błędów e »korelowanych rea
lizacjach.



м а т е м а т и ч е с к о е м о д е л и р о в а н и е по гр е ш н о с т е й и з м е р и т е л ь н ы х систем
МНОГОМЕРНЫМ НЕСТАЦИОНАРНЫМ СЛУЧАЙНЫМ ПРОЦЕССОМ

Р О 3 В  М  в

В работ* представлено определение физической измерительной нкалы, мо
дель измерительной системы отображающей физическое преобразование величи

ны, процедуры калибровки, вытекавшие отевда погрешности а также способ их 
определении н моделирован**.

На основе свойств физических явлений происходящих в  измерительной сис
теме еделако вывод, что погренность измерительной системы я в л я е т е *  неста
ционарным многомерным случайным процессом.

Подано его физические, математические н метрологические овойства. Под
робно представлено н обоснованно корреляция реализации погрешностей а так
же корреляцию коэффициентов функции моделирующей оанбкк. В качестве приме
ра применения предложенной в работе модели погренлостей показано оценку 
ошибок вря передачи единицы измерении, оценку ошибок после вотировки изме
рительной системы а также оилбок со скоррелированными реализациями.



THE MATHEMATICAL MODELLING OF MEASUREMENT SYSTEMS ERRORS WITH 
HELP OF NON-STATIONARY MULTI-DIMENSIONAL RANDOM PROCESS

S U a a • r Y

In the paper tha definition af tha physical aaaauraaant seal«, tht no
dal of aaaauraaant aystaa repreaenting phyaieal eanvoralan of valua, th« 
procadura af calibration, arrora raaulting froa thia and tha defining and 
modelling procadura ara lntraducad. On tha baee of tha charactarlatlca of 
physical affacta arriving In aaaauraaant syataa a conclualan la derived, 
that aaasurad system arror la a not-statlonary aulti-dlaenaionitl random 
procaaa. Ita phyaieal, aathaaatlcal and aetrological charactarlatlca ara 
glvan. Tha carralatlon of arrora realization and carralatlon of ceeffi- 
cianta of function aodalllng arrora are partlculary introduced and eob~ 
atantlatad. Aa an example of application of tha errers aodol propoeed in 
the peper the eatlaatlon of arrora which appear by propagation of atan- 
darda, tha eetlaatlon of errara after aeaaureaont aystaa adjuetaont and 
estimation of errara which have correlated realizations.
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