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CZTEROPARAMETROWE MODELE DYNAMIKI 
PRZETWORNIKÓW POMIAROWYCH TWORZONE 
W OPARCIU O MODEL STREJCA

S tre szczen ie . D ynam ika szeregu  p rze tw orn ików  pom iarow ych odpow iada e lem e-n to m  
w ie lo inercy jnym  o w spó łczynn iku  sta tycznego  w zm ocn ien ia  k i zespo le  sta łych czaso w y ch  7) 
p rzy  ¿=1,2,...,«. P rak tyczne eksperym en ta lne  w yznaczenie  tych «+1 param etrów  je s t  trudne . 
S tosunkow o łatw o daje się na tom iast w yznaczyć trzy  lub cztery param etry  m o d elu  S tre jca , 
k tó rego  zastępczy  rząd  inerc ji je s t  zw ykle liczb ą  ułam kową. P rzedstaw iono  m o żliw o śc i 
ana litycznego  w yznaczan ia  różnych  m odeli czteroparam etro-w ych w  oparc iu  o znane 
p aram etry  m odelu  S trejca.

THE USING OF STREJC MODELS FOR CREATION OF 4-PARAM ETERS  
MODELS OF DYNAM ICS OF M EASURING SENSORS

S u m m a ry . T here  are num erous sensors w ith  dynam ics o f  m ulti-inertia  type. It m ean s , th a t 
param etric  m odels o f  these sensors co n ta in  sta tic  gain  k  and set o f  inertia  tim e  co n stan ts  Tu 
¿= 1 ,2 ,...,« . T he experim en ta l w ay  o f  de te rm in ing  o f  all m entioned «+1 param eters is d ifficu lt 
one. H ow ever, by  m eans o f  re la tive ly  sim ple procedure  one can determ ine  the re sp ec tiv e  th ree 
or four param eters S tre jc ’s m odels. U sually , the substitu te inertia o rder o f  ob ta ined  S tre jc ’s 
m odel is rep resen ted  by fractional num ber. The possib ilities o f de term in ing  o f  various m odels  
desc rib ed  w ith  fou r param eters and  crea ted  analy tically  on the base o f  know n p a ram e te rs  o f  
respective  S trejc m odels are p resen ted  in the paper.

1. W ST Ę P

Szereg  p rze tw orn ików  pom iarow ych , w  tym  na  przykład  różnego  typu  te rm o m etry  [1] to  
tak  zw ane e lem en ty  w ie lo inercy jne, cechu jące się w spółczynnik iem  sta tycznego  w zm o cn ie n ia  
k, zespo łem  stałych czasow ych  T, p rzy  ¿= 1 ,2 ,...,« , gdzie « je s t  rzędem  inercji, a cza sem  także  
opóźn ien iem  rzeczyw istym  T0. D ynam ikę prze tw orn ika  opisuje tym  sam ym  «+2 p a ram etró w  
n a  o g ó ł trudnych  do dokładnego  w yznaczen ia . D la uproszczenia op isu  i u ła tw ien ia  
iden tyfikacji stosu je  się często  ja k o  uproszczony  tak  zw any m odel S tre jca  [2] o k lasycznej 
postaci:
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, v k ■ e x p ( - s Tq)

m ( ) _  (i + s T T  ’
gdzie: K m(s) je s t  transmitancją m odelu, T -  zastępczą stałą czasow ą, a m  -  zastępczym  rzędem  
inercji.

Jeśli pom inąć opóźnienie rzeczyw iste T0 identyfikow ane (na o gó l m ało dokładnie) jako  
opóźnienie reakcji przetwornika na sygnał w ejśc iow y  x(t) - m odel ten posiada tylko trzy 
parametry. M oże on być w ykorzystyw any w  ogólnym  przypadku, gdy charakterystyka 
skokow a przetwornika je s t funkcją m onotonicznie rosnącą od zera do wartości ustalonej k i 
istnieje kilka m etod pom iarow ych um ożliw iających w yznaczenie parametrów k, T i m  (np. [3], 
[4], [5], [6]). N a leży  podkreślić, że m etody te prow adzą najczęściej do ułam kow ych w artości 
zastępczego rzędu dynamiki m, nie m ających odpow iedników  fizykalnych, toteż stosuje się 
zw yk le zaokrąglenia m do liczby naturalnej, co  naw et przy stosow aniu odpow iednich  zasad [7] 
w prowadza dodatkow e błędy istotne w  zakresie m<4. M odel Strejca jest zw ykle w ystarczająco  
dokładny w  dłuższym  horyzoncie czasow ym , natom iast je ś li m*n  wprowadza błędy  
w  początkow ej fazie reakcji na sygnał w ejściow y.

D la uniknięcia potrzeby zaokrąglania rzędu inercji i zm niejszenia b łędów  m ożna  
zaproponow ać uzupełnienie m odelu Strejca ( z  pom inięciem  członu eKpt-sTo)) do m odelu  
czteroparam etrowego bez potrzeby wprowadzania now ych m etod identyfikacji, to jest  
w yłączn ie w  oparciu o znane parametry T, m, k. W  tym  celu  konieczne jest ustalenie pew nych  
jednoznacznych zasad przekształceń m odelu Strejca.

2. Z A S A D Y  PR ZEK SZTAŁCEŃ  M O D ELU  STREJCA

Przedstaw im y m odel Strejca (już bez opóźnienia rzeczyw istego, które nie podlega  
przekształceniu) w  n ieco innej równoważnej postaci:

K m{s)-
f  t "

1 + S----

(2)

m

gdzie oczyw iśc ie  T ’= T m .  Jeśli m odel ten ma być zastąpiony przez inny m odel K mz(s),  to 
należy koniecznie zachow ać warunki identycznego, statycznego w zm ocnien ia  obu m odeli:

K mz( 0 ) = K m{0) =  k ,

oraz identycznej „skali czasu” :

d [  k J oy\ _  d f  K m(0))
ds [ k M j . dss=0

OII«o

= T .

(3)

(4)

W ynika stąd, że  w  m odelu Strejca (2) jakiekolw iek  zm iany m ogą  dotyczyć w yłączn ie  
w artości parametru m. Przypuśćm y, że  parametr m zostanie zastąpiony w artością m+Am, 
a transmitancja (2 ) now a transmitancją:
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K j s )  = -

1 +  5 -
T

\m + Am (5)

m  +  A m ,

W  w arunkach  po d an ia  na  w ejśc ie  sygnału  x(s)  różn ica  zachow ań  obu m odeli p rzy jm ie  postać:

£ > + )  = x ( s )  • {Kmz (5) -  K m (5)} = A m - x { s ) - — - K m {s)
om (6)

z p o m in ięc iem  dalszych  w yrazów  rozw in ięc ia  w  szereg  p rzy  niew ielkim  Am.  P o  w ykonan iu  
odpow iedn ich  ob liczeń  o trzym uje  się:

D x (s ) =  Am  ■ x (s ) •

1 + s -
T

m

ln
m

r

m
r

1 + 5  —
m

(7)

a  po  zastosow an iu  w zo ru  p rzyb liżonego  [8] dokładnego  w  szerokim  zakresie  zm ian  r.

ln (l + r )  =
1 r l

l  + r  2 (l + r ) 1'5

r

(8)

D x( s )  = A m  ■ x ( s ) - k  ~  •
m

„N/n + 1.5 (9)
1 + i  ■

m

O statn i cz łon  sk ładow y w zoru  (9 ) w olno trak tow ać ja k o  w rażliw ość m odelu  S tre jca  (2 ) na 
zm iany  m  p rzy  zachow an iu  w arunków  (3) i (4). O siąga ona m aksim um  (s to sunkow o  p łask ie !) 
dla:

s - T '  = -
2 ■ m 

m -  0.5
( 10)

skąd  s - T ’=2 i tym  sam ym  trzec i w arunek  zastąp ien ia  m odelu  Km(s) p rzez  m odel K mz(s) 
pow in ien  m ieć  postać:

k M  

K Á s ) ) i m
^ z ( 0 )

K mz{s) J  s=2-d(K„a(0)
(U)

co oznacza  A w=0 w łaśn ie  w tedy , gdy  w rażliw ość m odelu  S tre jca  na odchy łk i p aram etru  m  je s t 
na jw iększa , a  w ięc p rzy b liżo n ą  m in im alizację  b łędu. W zory  (3), (4) i (11) b ę d ą  w ykorzystane  
d la  dalszych  p rzeksz ta łceń  m odelu  S trejca [9].
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3. M O D E L E  C Z T E R O P A R A M E T R O W E

M odele  cz te roparam etrow e m ożna  tw orzyć  albo uzupe łn ia jąc  m odel S tre jca  o dodatkow y 
człon  z  je d n y m  p aram etrem , a lbo  też  ja k o  m odele  w ie lo inercy jne  o różnych  stałych 
czasow ych . W  p ierw szej g rup ie  m ożna  w yróżn ić  cztery  różne  m odele:

p rzy  tym  z za łożen ia  n je s t  liczb ą  ca łkow itą , o raz  B>0, q>0. W  każdym  z tych  m odeli 
w sp ó łczy n n ik  s ta tycznego  w zm ocn ien ia  m usi być iden tyczny  ja k  w  m o d elu  S tre jca  (1 ), co 
od p o w iad a  w arunkow i (3). W arunek  (4) d la  m odeli (12 ) i (13) p rzy jm u je  postać:

U w zg lędn ia jąc  kon ieczność  spełn ien ia  w arunku  (11), o trzym uje  się po  w y k orzystan iu  (16):

W e w zorach  ty ch  p a ram etr n na leży  p rzy jąć  arb itra ln ie , co m oże oznaczać  is tn ien ie  ró żn y ch  
m odeli tego  sam ego typu. W  prak tyce , d la  m odelu  (12 ) m ożna  p rzy jąć  n= E (m )-1, b y  nie 
pow iększać  n adm iern ie  rzęd u  dynam ik i, lub  ew en tualn ie  n= E(m ), zak ładając , że  n a  sku tek  
n ie jednakow ych  sk ładow ych  sta łych  czasow ych  w  m odelu  rzeczyw is tym  m  zo sta ło  
w yznaczone  ja k o  m nie jsze  od  p raw dziw ego  rzędu  (E(m)  o zn acza  liczbę  ca łk o w itą  n a jw ięk szą  
zaw artą  w  m).  D la  m odelu  (13) m ożna p rzy jąć  n= E (m )  lub n= E {m )+ \ z  ty ch  sam y ch  
p ow odów , a d la  m odeli (14 ) i (15) g ran ice  w artośc i n odpow iedn io  szersze. T e  osta tn ie  dw a

(13)

( 12)

(14)

m - T  = Tm •(n + q )  (12), lub m - T  = Tm( n - q )  (13)

a  d la  m odeli (14 ) i (15) odpow iedn io  postać: (16)

m ■ T  = Tm(n + 2 ■ b ) (14), lub m - T  = Tm - ( n - 2 -  B )  (15)

R  =
n + q

2
m odel (12)

( w - R - l ) ’ n - q
(! + * )"  R = _ l m odel (13)

(1 7 )

n + 2 B
m odel (14)

(l +  R )”
R  = — ^—  

n - 2 B
m odel (15)
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m odele  p o za  szczegó lnym i p rzypadkam i m o g ą  w prow adzać  większe b łęd y  i lepiej ich unikać. 
W  każdym  z  w ym ien ionych  p rzypadków  po  p rzy jęciu  n ze wzorów (17 ) m ożna  w yznaczyć 
p aram etr p om ocn iczy  R  w yko rzystu jąc  p roste  p rogram y kom puterow e, lub p o m ocn icze  
w ykresy  pokazane  na  ry sunku  1, a  następn ie  param etry  B  lub q  i w  konsekw encji także  Trn.

W  drugiej grup ie  m ożna w yróżn ić  trzy  typy  m odeli w ieloinercyjnych. M odel:

KmS (" ) = ( l + ^ H i + ^ M i + s T j )  ’ (18)

m ożliw y  do w ykorzystan ia  w tedy , gdy m<3, oraz dw a m odele, w k tó ry ch  s ta łe  T{,T 1, . . .T i 

tw o rz ą  postęp  ary tm etyczny  (19), lub geom etryczny  (20) o  narzuconej liczb ie  w y razó w  i, 
będącej jed n o cześn ie  rzędem  dynam ik i. D la  m odelu  (19) przyjm iem y w ięc param etry  k, 7), d, 
o raz  i p rzy  tym  7} =  7j + (i - l )  d , a  d la  m odelu  (20) param etry k, T\, q  o raz  i p rzy

T, =  T,

( 1 + 2 / » ) “  ( 1 + 2 / » ) ”

Rys. 1. Wykres dla wyznaczenia parametru R  przy znanych wartościach parametrów m i n, dla modeli 
typu (12), (13), (14) i (15)

Fig. 1. The diagram determining o f parameter R  for known values o f m and n and models defined by (12), 
(13), (14), (15)
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D la m odelu  (18 ) w arunk i (4) i (11 ) p rzy jm u ją  postać:
T, + T i + Tt = m - T

' l  + l 1 + -
2 • 7j 

m T
1 + -

2 -T2 

m T
3 —

2 T  2 -T-,

m T  m T

i je d e n  z  param etró w  7 j, lub T2 n a leży  p rzy jąć  w  sposób  arb itra lny , np. 7j = — m T , co m a

pew ien  w p ływ  na  dok ładność  m odelu , a le u m ożliw ia  w yznaczen ie  p aram etrów , je ś li  m=3.
W  p rzy p ad k u  m odeli (19) i (20 ) w arunki (4) i (11 ) p ro w ad zą  do  bardzo  z łożonych  w zorów

(  2  ')m
i jed y n y m  w y jśc iem  je s t  w ykorzystan ie  go tow ych  w ykresów  zależnośc i 1 + —  od

^ m j

p aram etró w  i o raz  T{ ! d  lub q,  a  następn ie  w ykorzystan ie  znan y ch  w zo rów  n a  sum y  

i w y razó w  po stęp u  ary tm etycznego : rji . „ , * • ( *  “ i )  Jm - T  = i - T x + — ^ — -  • d  ,

o raz  geom etrycznego : m - T  =  7j ■Ł ±
q -  1

należy  p rzy  ty m  pam ię tać , że  zgodn ie  z  za łożen iam i m odel m a cz te ry  param etry , w ięc  je d e n  
(na p rzy k ład  i)  m usi zo stać  p rzy ję ty  arb itra ln ie .

Rys. 2. Wykres zależności (1+2lm)m od parametrów i oraz T\!d dla modelu (19)
Fig. 2. The diagram determining (l+2/m )m on the base ofparam etrs i and T\td  for model (19)



C zteropa ram etrow e m odele  dynam ik i p rze tw orn ików  p o m iaro w y ch  tw orzone 263

Jeśli w ykorzystać  „m etodę p ierw szych  p róbek” [4] i przy jąć ja k o  i  rzeczyw isty rząd  
dynam ik i m odelu  inny n iż  w yznaczane m , to  w olno  się spodziew ać bardzo  dobrych w łasności 
m odeli (19 ) lub (20). Ich  w a d ą  je s t  kon ieczność  ko rzystan ia  z w ykresów  pokazanych na 
ry sunkach  2 i 3.

(l+2/m)n

Rys. 3. Wykres zależności (1+2/m)m od parametrów i oraz q dla modelu (20)
Fig. 3. The diagram determining (l+2/m )m on the base o f  parameters i and q for model (20)

D o pom yślen ia  są  także  cz te roparam etrow e m odele  oparte  na  innych  ciągach liczbow ych  
(np. ciąg i F ibonacc iego ) i o tw arty  pozosta je  p rob lem  doboru  op tym alnego  ciągu w  za leżnośc i 
od  p o siadanych  doda tkow ych  inform acji.

4. W Y N IK I E K S P E R Y M E N T Ó W

„P raw dziw e” m odele  o bardzo  w ysokim  rzędz ie  dynam ik i n a le ż ą  do rzadkości, d la tego  
te ż  p rzy ję to  ja k o  tak i m odel czw artego  rzędu  o w zm ocn ien iu  rów nym  jedności i s ta ły ch  
czasow ych  7] =  0,5, T2 =  1, =  2, TĄ =  4  tw orzących  postęp  geom etryczny. Jak  w y n ik a

i  \ m
= 4 ,549116  o raz  m  = 2 ,8 3 9 8 . W yniki o b liczeńz prostych  ob liczeń  m - T  = 7.5, 1 + —

V m .

param etrów  m odeli (12 )+ (15) zestaw iono  w  tabeli 1, p rzy  arb itra ln ie  p rzy ję ty m  n.
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W yznaczono  także  p aram etry  m odelu  (19), o raz  m aksym alne  b łęd y  w szystk ich  tych  m odeli 
w  po ró w n an iu  z  m odelem  idealnym , p rzy  skoku  jed n o s tk o w y m  n a  w ejściu .

Tabela 1

Wyniki obliczeń parametrów oraz symulacji zachowań uproszczonych modeli, w  sytuacji 
gdy stałe czasowe przetewomika tworzą postęp geometryczny

N um er modelu n r q, B T m M aksym alny błąd
(1) m = 2,839 T = 2,641 0,0162

(12) 2 0,791 0,530 2,965 0,0132
(13) 3 0,682 0,0676 2,558 0,0186

(14) 0 1,245 0,8033 4,669 0,0586
1 0,642 1,057 2,408 0,0127

(15) 5 0,415 0,0893 1,556 0,0703
(19) i = 4 d = 1,141 T, = 0,164 0,00767

N ajm n ie jsze  b łęd y  w y k azu ją  m odele  (12), (14), a  zw łaszcza  (19), co w yn ika  z  faktu , że  są  
to  w  g runcie  rzeczy  m odele  w ie lo inercy jne , a w ięc podobne  p o d  w zg lędem  b u dow y  do  m odelu  
p raw dziw ego . M odel (15 ) m a w yraźn ie  n iew łaśc iw ą  struk tu rę  (podobn ie  m odel (13 ) i (14 ) p rzy  
n =  0 , a  w ięc B  <  1). M odele  te w y k azu ją  stosunkow o duże b łędy.

Jako  inny  p raw d z iw y  m odel o dynam ice  czw artego  rzędu  p rzy ję to  m odel w ie lo inercy jny  o 
s ta ty czn y m  w zm o cn ien iu  k=  1 i s ta łych  czasow ych  7j = 1, T2 =  2, 7j =  3 , o raz  r 4 =  4

tw o rzący ch  postęp  ary tm etyczny . W  tym  przypadku
/  9 \ m
1 +  -

V m j
=  4 ,8384, m = 3 ,4401 o raz

7  =  2 ,9 0 7 . W ynik i ob liczeń  param etrów  m odeli (1 2)^-( 15) p rzy  arb itra ln ie  p rzy ję ty m  n 
zestaw iono  w  tabeli 2. W yznaczono  także  param etry  m odelu  (20 ) o raz  m aksym alne  b łęd y  
w szystk ich  ty ch  m odeli w  po ró w n an iu  z m odelem  praw dziw ym , p rzy  skoku  jed n o s tk o w y m  na 
w ejściu .

Tabela 2

Wyniki obliczeń parametrów oraz symulacji zachowań uproszczonych modeli, w  sytuacji 
gdy stałe czasowe przetwornika tworzą postęp arytmetyczny

N um er modelu n r q ,B TI m M aksym alny biąd
(1) m = 3,4401 T = 2,907 0,00738

(12) 3 0,6221 0,2149 3,1105 0,0039
(13) 4 0,5425 0,3136 2,7127 0,0109

(14) 1 0,7270 0,8755 - 3,6350 0,0190
2 0,4493 1,2257 2,2470 0,0020

::5> 6 0,3862 0,4107 1,9310 0,0262
(20) i = 4 q = 0,048 T, = 4,2735 0,0023

W  tym  p rzy p ad k u  w niosk i s ą  iden tyczne i nie m a po trzeby  ich pow tarzać . W arto  je d y n ie  
zw róc ić  uw agę na  m o ż liw ą  n ie jednoznaczność  rozw iązań  w y n ik a jąc ą  zarów no  z  m ożliw ości 
a rb itra lnego  w yb o ru  p aram etru  n, lub i, ja k  i z  w ykresów  pok azan y ch  na  ry sunku  1. P ro b lem  
w yboru  n a jw łaśc iw szego  m odelu  po zo sta je  n ieste ty  p rob lem em  o tw artym .
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5. P O D S U M O W A N IE

Stosunkow o p ro s ta  id en ty fikac ja  param etrów  m o d elu  S tre jca  (1) pozw ala n a  tw orzen ie  
szeregu  m odeli cz te roparam etrow ych  bez  kon ieczności przeprow adzania doda tkow ych  
eksperym en tów  iden ty fikacy jnych . W iększość z  tych  m odeli to  w rezu ltac ie  m odele 
w ie lo inercy jne , a w ięc dobrze  dostosow ane do m odelu  p raw dziw ego  pod w zg lędem  struk tury , 
lecz  o innych param etrach . C ech u ją  je  n iew ielk ie  b łędy  i m o g ą  być one z poży tk iem  stosow ane 
w  prak tyce .
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A b stract

T here  are  num erous sensors (like, fo r exam ple, therm om eters o f  various type) w ith  
dynam ic p ropertie s fitting  to  m ulti-inertia  m odels w ith  real delay. Thus, the p rim ary  m o d e l o f  
such  sensor con ta ins the fo llow ing  param eters: static  ga in  k, de lay  time T0 an d  inertia  tim e  
constan ts Th i= 1 ,2 ,...,« . T he experim en ta l w ay  o f  de term in ing  o f  a ll m en tioned  «+ 2  
p aram eters is d ifficu lt one. H ow ever, by m eans o f  re la tive ly  simple p rocedu re  one can 
determ ine th e  respective  p aram eters o f  S tre jc ’s m odel, i.e. k, T0, m, T, w here  T  - su b stitu te  
tim e constan t, m  -  substitu te  o rder o f  inertia. E xclud ing  rough  approxim ation  one sh o u ld  
usually  use  the fractional m. It is possib le  to  de term ine the various m odels described  w ith  fou r 
o r five param eters  w h ich  are  crea ted  analy tica lly  on  the base  o f  k now n  p a ram e te rs  o f
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respective  S tre jc  m odels. T h ese  “ secondary” m odels, con ta in ing  de lay  70, are  u su a lly  m ore 
accura te  co m p arin g  to  a ccu racy  o f  “in itia l “ S trejc  m odels. T he o b ta ined  “secondary” m odels 
can  be considered  again  as m u lti-inertia  m odels w ith  real delay , i f  necessary . H ow ever, they  
are d iffe ren t co m p arin g  th em  to  “p rim ary ” m odels m en tio n ed  above.


