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CZTEROPARAMETROWE MODELE DYNAMIKI
PRZETWORNIKOW POMIAROWYCH TWORZONE
W OPARCIU O MODEL STREJCA

Streszczenie. Dynamika szeregu przetwornikéw pomiarowych odpowiada eleme-ntom
wieloinercyjnym o wspoétczynniku statycznego wzmocnienia k i zespole statych czasowych 7)
przy ¢(=1,2,....«. Praktyczne eksperymentalne wyznaczenie tych «+1 parametrow jest trudne.
Stosunkowo tatwo daje sie natomiast wyznaczy¢ trzy lub cztery parametry modelu Strejca,
ktérego zastepczy rzad inercji jest zwykle liczbg utamkowa. Przedstawiono mozliwosci
analitycznego wyznaczania réznych modeli czteroparametro-wych w oparciu o znane
parametry modelu Strejca.

THE USING OF STREJC MODELS FOR CREATION OF 4-PARAMETERS
MODELS OF DYNAMICS OF MEASURING SENSORS

Summary. There are numerous sensors with dynamics of multi-inertia type. It means, that
parametric models of these sensors contain static gain k and set of inertia time constants Tu
(=1,2,...,«. The experimental way of determining of all mentioned «+1 parameters is difficult
one. However, by means ofrelatively simple procedure one can determine the respective three
or four parameters Strejc’s models. Usually, the substitute inertia order of obtained Strejc’s
model is represented by fractional number. The possibilities of determining of various models
described with four parameters and created analytically on the base of known parameters of
respective Strejc models are presented in the paper.

1 WSTEP

Szereg przetwornikéw pomiarowych, w tym na przyktad r6znego typu termometry [1] to
tak zwane elementy wieloinercyjne, cechujace sie wspétczynnikiem statycznego wzmocnienia
k, zespotem statych czasowych T, przy (=1,2,...,«, gdzie «jest rzedem inercji, a czasem takze
op6znieniem rzeczywistym TO. Dynamike przetwornika opisuje tym samym «+2 parametrow
na og6t trudnych do doktadnego wyznaczenia. Dla uproszczenia opisu i utatwienia
identyfikacji stosuje sie czesto jako uproszczony tak zwany model Strejca [2] o klasycznej

postaci:
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, v kmxp(-sTq)

m()_  (i+sTT
gdzie: Km(s) jest transmitancjg modelu, T - zastepczg statg czasowg, a m - zastepczym rzedem
inercji.

Jesli pomingé op6znienie rzeczywiste TO identyfikowane (na ogél mato doktadnie) jako
op6znienie reakcji przetwornika na sygnat wejsciowy x(t) - model ten posiada tylko trzy
parametry. Moze on byé wykorzystywany w og6lnym przypadku, gdy charakterystyka
skokowa przetwornika jest funkcjg monotonicznie rosnacg od zera do wartosci ustalonej k i
istnieje kilka metod pomiarowych umozliwiajgcych wyznaczenie parametréw k, Tim (np. [3],
[4], [5], [6]). Nalezy podkresli¢, ze metody te prowadzg najczesciej do utamkowych wartosci
zastepczego rzedu dynamiki m, nie majgcych odpowiednikéw fizykalnych, totez stosuje sie
zwykle zaokraglenia m do liczby naturalnej, co nawet przy stosowaniu odpowiednich zasad [7]
wprowadza dodatkowe btedy istotne w zakresie m<4. Model Strejca jest zwykle wystarczajgco
doktadny w diuzszym horyzoncie czasowym, natomiast je$§li m*n wprowadza biledy
w poczatkowej fazie reakcji na sygnat wejsciowy.

Dla unikniecia potrzeby zaokraglania rzedu inercji i zmniejszenia btedéw mozna
zaproponowaé¢ uzupetnienie modelu Strejca ( z pominieciem cztonu eKpt-sTo)) do modelu
czteroparametrowego bez potrzeby wprowadzania nowych metod identyfikacji, to jest
wytgcznie w oparciu o znane parametry T, m, k. W tym celu konieczne jest ustalenie pewnych
jednoznacznych zasad przeksztatcen modelu Strejca.

2. ZASADY PRZEKSZTALCEN MODELU STREJCA

Przedstawimy model Strejca (juz bez opdznienia rzeczywistego, ktére nie podlega
przeksztatceniu) w nieco innej réwnowaznej postaci:

K m{s)- (2)

PSS

m

gdzie oczywiscie T’=Tm. Jeéli model ten ma byé zastgpiony przez inny model Kng(s), to
nalezy koniecznie zachowa¢ warunki identycznego, statycznego wzmocnienia obu modeli:

Kmz(0)=Km{0) = k, (3)
oraz identycznej ,,skali czasu™:
d [kJ o\ _ dikmo) _q 4
ds[kM st ds e

Wynika stad, ze w modelu Strejca (2) jakiekolwiek zmiany moga dotyczy¢ wytgcznie
wartosci parametru m. Przypu$émy, ze parametr m zostanie zastgpiony wartosciag m+Am,
a transmitancja (2) nowa transmitancja:
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Kis) =- T \m+Am (5)

1+ 5-
m + Am,

W warunkach podania na wejsScie sygnatu x(s) r6znica zachowan obu modeli przyjmie postac:

£>+) = x(s)*{Kmz(5)- Km(5)}=Am-x{s)-—-Km{s)
om

(6)

z pominieciem dalszych wyrazéw rozwiniecia w szereg przy niewielkim Am. Po wykonaniu
odpowiednich obliczeh otrzymuje sie:

Dx(s) = Am mx(s) In m )

1+s-
m

a po zastosowaniu wzoru przyblizonego [8] doktadnego w szerokim zakresie zmian r.

1 rl
In(l +r) = (8)
I+r 2 (I+r)15

r

Dx(s) =Am m(s)-k ~ -« m,,N/n+1.5 (9)
1+i m
m

Ostatni czton sktadowy wzoru (9) wolno traktowaé jako wrazliwo$s¢ modelu Strejca (2) na
zmiany m przy zachowaniu warunkéw (3) i (4). Osigga ona maksimum (stosunkowo ptaskie!)
dla:

2 mm

s-T' =

= (10)
m - 0.5

skad s-T=2 i tym samym trzeci warunek zastgpienia modelu Km(s) przez model Kmzs)
powinien mie¢ postac:

k M AZ(O) (U)

KAs) ) i m Kmz{s) ;,_, 4(K.a0)

co oznacza Aw=0 wtasnie wtedy, gdy wrazliwo$é modelu Strejca na odchytki parametru m jest
najwieksza, a wiec przyblizong minimalizacje btedu. Wzory (3), (4) i (11) bedg wykorzystane
dla dalszych przeksztatcenn modelu Strejca [9].
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3. MODELE CZTEROPARAMETROWE

Modele czteroparametrowe mozna tworzy¢ albo uzupetniajgc model Strejca o dodatkowy
czton z jednym parametrem, albo tez jako modele wieloinercyjne o réznych statych
czasowych. W pierwszej grupie mozna wyrdézni¢ cztery r6zne modele:

(12)

(13)

(14)

przy tym z zalozenia n jest liczbg catkowita, oraz B>0, q>0. W kazdym z tych modeli
wspoétczynnik statycznego wzmocnienia musi by¢ identyczny jak w modelu Strejca (1), co
odpowiada warunkowi (3). Warunek (4) dla modeli (12) i (13) przyjmuje postac:

m-T =Tme(n +q) (12), lub m-T =Tm(n-q) (13)
a dla modeli (14) i (15) odpowiednio postac: (16)
mal =Tm(n +2m) (14), lub m-T =Tm-(n-2- B) (15)

Uwzgledniajgc konieczno$¢ spetnienia warunku (11), otrzymuje sie po wykorzystaniu (16):

2
R = model (12)

n+gq

(t+*)"  R=_1 model (13)
(w-R-1) n-q (17)
model (14)
n+2B
(I+R)”

R=—"— model (15)

n-2B

We wzorach tych parametr n nalezy przyjaé arbitralnie, co moze oznaczaé¢ istnienie r6znych
modeli tego samego typu. W praktyce, dla modelu (12) mozna przyjagé n=E(m)-1, by nie
powieksza¢ nadmiernie rzedu dynamiki, lub ewentualnie n=E(m), zaktadajac, ze na skutek
niejednakowych sktadowych statych czasowych w modelu rzeczywistym m zostato
wyznaczone jako mniejsze od prawdziwego rzedu (E(m) oznacza liczbe catkowitg najwiekszag
zawartg w m). Dla modelu (13) mozna przyjagé n=E(m) lub n=E{m)+\ z tych samych
powodéw, a dla modeli (14) i (15) granice warto$ci n odpowiednio szersze. Te ostatnie dwa
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modele poza szczeg6lnymi przypadkami moga wprowadzaé wieksze btedy i lepiej ich unika¢.
W kazdym z wymienionych przypadkéw po przyjeciu n ze wzoréw (17) mozna wyznaczy¢
parametr pomocniczy R wykorzystujgc proste programy komputerowe, lub pomocnicze
wykresy pokazane na rysunku 1, a nastepnie parametry B lub q i w konsekwencji takze Tm.

W drugiej grupie mozna wyrézni¢ trzy typy modeli wieloinercyjnych. Model:

Kns(")=(I+ "Hi+ "M i+sTj)" (18)

mozliwy do wykorzystania wtedy, gdy m<3, oraz dwa modele, w ktérych state T{TZ1,...Ti
tworzg postep arytmetyczny (19), lub geometryczny (20) o narzuconej liczbie wyrazow i,
bedacej jednoczesnie rzedem dynamiki. Dla modelu (19) przyjmiemy wiec parametry k, 7), d,
oraz i przy tym 7}=7j+(i-1) d, a dla modelu (20) parametry k, T\, q oraz i przy

T,=T,

(1+2/»)" (1+2/»)”

Rys. 1. Wykres dla wyznaczenia parametru R przy znanych warto$ciach parametréw m i n, dla modeli

typu (12), (13), (14) i (15)
Fig. 1. The diagram determining of parameter R for known values ofm and n and models defined by (12),

(13), (14), (15)
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Dla modelu (18) warunki (4) i (11) przyjmuja postac:
T, +Ti +Te=m-T

2 7] 2-T2 2T 2 -T-,
1+ 1+- 1+- 3—
mT mT mT mT
i jeden z parametréow 7j, lub T2 nalezy przyja¢ w sposéb arbitralny, np. 7j =— m T, co ma

pewien wptyw na doktadno$¢é modelu, ale umozliwia wyznaczenie parametréow, je$li m=3.
W przypadku modeli (19) i (20) warunki (4) i (11) prowadza do bardzo ztozonych wzoréw
- o : : ) oo (0 2)m
i jedynym wyjsSciem jest wykorzystanie gotowych wykreséw zaleznoSci 1+— od
N mJ

parametréw i oraz T{!d Ilub g, a nastepnie wykorzystanie znanych wzoréw na sumy

i wyrazéw postepu arytmetycznego: m-P = iTx +'—(" 2) -cf ,
oraz geometrycznego: m-T =7j S
qg-1

nalezy przy tym pamietaé, ze zgodnie z zatozeniami model ma cztery parametry, wiec jeden
(na przyktad i) musi zostaé przyjety arbitralnie.

Rys. 2. Wykres zaleznosci (1+2Im)mod parametréw i oraz T\!d dla modelu (19)
Fig. 2. The diagram determining (I+2/m)mon the base ofparametrs i and T\td for model (19)
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Jesli wykorzysta¢ ,metode pierwszych probek” [4] i przyja¢ jako i rzeczywisty rzad
dynamiki modelu inny niz wyznaczane m, to wolno sie spodziewa¢ bardzo dobrych wtasnosci
modeli (19) lub (20). Ich wadg jest konieczno$¢ korzystania z wykreséw pokazanych na
rysunkach 2 i 3.

(1I+2/m)n

Rys. 3. Wykres zaleznosci (1+2/m)mod parametréw i oraz q dla modelu (20)
Fig. 3. The diagram determining (I+2/m)mon the base ofparameters i and g for model (20)

Do pomysSlenia sg takze czteroparametrowe modele oparte na innych ciggach liczbowych

(np. ciagi Fibonacciego) i otwarty pozostaje problem doboru optymalnego ciggu w zaleznoSsci
od posiadanych dodatkowych informacji.

4. WYNIKI EKSPERYMENTOW

»Prawdziwe” modele o bardzo wysokim rzedzie dynamiki nalezg do rzadkosci, dlatego
tez przyjeto jako taki model czwartego rzedu o wzmocnieniu réwnym jednos$ci i statych

czasowych 71 =0,5 T2=1 =2, TA=4 tworzgcych postep geometryczny. Jak wynika
i \'m

z prostych obliczen m-T =75, 1+— =4,549116 oraz m =2,8398. Wyniki obliczen
V m

parametréw modeli (12)+(15) zestawiono w tabeli 1, przy arbitralnie przyjetym n.
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Wyznaczono takze parametry modelu (19), oraz maksymalne btedy wszystkich tych modeli
w poréwnaniu z modelem idealnym, przy skoku jednostkowym na wejsciu.

Tabela 1

Wyniki obliczen parametréw oraz symulacji zachowan uproszczonych modeli, w sytuacji
gdy state czasowe przetewomika tworza postep geometryczny

Numer modelu n r q, B Tm Maksymalny btad

1) m = 2,839 T=2641 0,0162
(12) 2 0,791 0,530 2,965 0,0132
(13) 3 0,682 0,0676 2,558 0,0186
(14) 0 1,245 0,8033 4,669 0,0586

1 0,642 1,057 2,408 0,0127
(15) 5 0,415 0,0893 1,556 0,0703
(19) i=4 d=1141 T, =0,164 0,00767

Najmniejsze btedy wykazujg modele (12), (14), a zwtaszcza (19), co wynika z faktu, ze sg
to w gruncie rzeczy modele wieloinercyjne, a wiec podobne pod wzgledem budowy do modelu
prawdziwego. Model (15) ma wyraznie niewtasciwg strukture (podobnie model (13) i (14) przy
n=0,awiec B < 1). Modele te wykazujg stosunkowo duze btedy.

Jako inny prawdziwy model o dynamice czwartego rzedu przyjeto model wieloinercyjny o
statycznym wzmocnieniu k=1 i statych czasowych 7j =1 T2=2, 7j=3, oraz r4=4

/ 9\m
tworzacych postep arytmetyczny. W tym przypadku 1+ - =4,8384, m =3,4401 oraz
V. mj
7 =2,907. Wyniki obliczen parametréw modeli (12)"-(15) przy arbitralnie przyjetym n
zestawiono w tabeli 2. Wyznaczono takze parametry modelu (20) oraz maksymalne biedy
wszystkich tych modeli w poréwnaniu z modelem prawdziwym, przy skoku jednostkowym na
wejsciu.

Tabela 2

Wyniki obliczen parametréw oraz symulacji zachowan uproszczonych modeli, w sytuacji
gdy state czasowe przetwornika tworzg postep arytmetyczny

Numer modelu n r q,B Tm Maksymalny bigd

(1) m = 3,4401 T =2,907 0,00738
(12) 3 0,6221 0,2149 3,1105 0,0039
(13) 4 0,5425 0,3136 2,7127 0,0109
(14) 1 0,7270 0,8755 -  3,6350 0,0190

2 0,4493 1,2257 2,2470 0,0020
115> 6 0,3862 0,4107 1,9310 0,0262
(20) i=4 q=0,048 T, =4,2735 0,0023

W tym przypadku wnioski sg identyczne i nie ma potrzeby ich powtarzaé. Warto jedynie
zwroci¢ uwage na mozliwg niejednoznaczno$¢ rozwigzan wynikajaca zaréwno z mozliwosci
arbitralnego wyboru parametru n, lub i, jak i z wykreséw pokazanych na rysunku 1. Problem
wyboru najwtasciwszego modelu pozostaje niestety problemem otwartym.
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5. PODSUMOWANIE

Stosunkowo prosta identyfikacja parametréw modelu Strejca (1) pozwala na tworzenie
szeregu modeli czteroparametrowych bez koniecznoéci przeprowadzania dodatkowych
eksperymentéw identyfikacyjnych. Wiekszo$¢ z tych modeli to w rezultacie modele
wieloinercyjne, a wiec dobrze dostosowane do modelu prawdziwego pod wzgledem struktury,
lecz o innych parametrach. Cechujaje niewielkie btedy i moga by¢ one z pozytkiem stosowane
w praktyce.
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Abstract

There are numerous sensors (like, for example, thermometers of various type) with
dynamic properties fitting to multi-inertia models with real delay. Thus, the primary model of
such sensor contains the following parameters: static gain k, delay time TO and inertia time
constants Th i= 1,2,...,«. The experimental way of determining of all mentioned «+2
parameters is difficult one. However, by means of relatively simple procedure one can
determine the respective parameters of Strejc’s model, i.e. k, TO, m, T, where T - substitute
time constant, m - substitute order of inertia. Excluding rough approximation one should
usually use the fractional m. It is possible to determine the various models described with four
or five parameters which are created analytically on the base of known parameters of
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respective Strejc models. These “secondary” models, containing delay 70, are usually more
accurate comparing to accuracy of “initial “ Strejc models. The obtained “secondary” models
can be considered again as multi-inertia models with real delay, if necessary. However, they
are different comparing them to “primary” models mentioned above.



