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OZHACZEHIA I  PODSTAWOWE OKREŚLENIA

P rzez  J1*, X + , 31, Я+ , С oznaczone będą odpow iednio zb iory*  l i c z b  c a łk o 
w ity c h , l i c z b  ca łk o w ity ch  n ieujem nych , l i c z b  r z e c z y w is ty c h , l i c z b  r z e c z y 
w is ty c h  n ieu jem n ych , l i c z b  z e sp o lo n y ch , a p rzez  л * ,  л  -cM odpo-

М л лw ied n ie  produkty k a r te z j a ń s k ie ,  t j . , , #  = Л х . . .х Д ( М  r a z y ) ,  g d z ie  w m ie j
s c e .#  podBtaw ia s i ę  k o le jn o  JT , JT+ , Л , $ + ,C . Z b i o r y i  CM są oczy
w iś c ie  p r z e s tr z e n ia m i lin io w y m i nad' c ia łem  l i c z b  r z e c z y w is ty c h  (z e s p o lo 
n ych ) z d z ia ła n ia m i dodawania i  m nożenia p rzez  sk a la r y  ok reślonym i w zwyk
ły  sp o só b , t j . s

о? (/Ц , • • • >^u » • • • )B (of ^4+ «•••,*? )

M MZ biór Jf  nazywa s i ę  zbiorem  m u ltiin d ek só w , a z b ió r  Jf*“ -  zbiorem  m ul-
ti in d e k so w  p ierw szeg o  hiperirwandrantu4 Z b iór  JT“  z określonym  d z ia ła n iem  do
daw ania! (n^ , . . • ,n M) + ( т ^ , . . . ,Ц ц )  m (n^ + п ц & ...,п м + m^) tw orzy p ó łg r u -  
p ę , a zb iórJT M tw orzy grupę ze w zględu  na to  d z ia ła n ie .  P rzez  I  i  0 ozn a - 
oeane będą e lem en ty  1 = ( 1 , . . . , 1 ) ,  0 = ( 0 , . . . , Q ) .  M nożenie elem entów z
u  -

j f  p rzez  m e Л  o k r e ś la  s i ę  n a s tę p u ją c o ! m (n ,, . ,n jj)„= (в n . j , . . . ,m  nM) .  W 
tym s e n s ie  -  n * (—1 )n , п « Д М.  W wprowadza s i ę  symjbols

n l > o , !  HjjI

We w sz y s tk ic h  podanych tu  zb io ra ch  o k r e ś la  s i ę  n a s tę p u ją c e  d z ia ła n ia :

^  <ł2 ... ofM

°9 * * °$2 »***» °^M ‘

(uwagat oę , jb mogą n a le ż e ć  do różn ych  zb iorów  pod warunkiem, że d z ia ła n ia  
są  popraw nie o k r e ś lo n e ) j  
i lo c z y n  sk a la rn y

U



moduł i . I i  normę i| .  II *

|aę.| * (oftoę)1^

I M  = 2  N i l*
i «1

Z a p iso ę > /5 , g d z ie  c $ ij5 e £ M lu b  j№ ,  lu b  o zn a cza , że  <4^> |3 ,̂ . . .  ,<VM > (b^f  
a n a lo g ic z n ie  rozum ie s i ę  z a p is  of > (6.
Z biór

K K (oę)9) = { i U C M , \ \  -«.| < 9i,

nazywa s i ę  otwartym  p o lid y sk iem  (p o lik o ie m ) o środku «<.€ C ^  i  m u lt ip r o -  
m i e n iu ę e S ^ .  Z biory

3 K k (°ę,ę) = j \ e C M* | \  - o t 1| =

K M(oę,ę) = -^X «C Ms \ \  -  o ęj <  ę i , i = 1  m }

nazyw ają s i ę  k o le jn o  p o lio k r ę g ie m  i  domkniętym p o lid y sk ie m . Symbol KM e  
« ^ ( 0 ,1 )  o zn aczać b ę d z ie  jednostkow y o tw arty  p o lid y s k . A n a lo g ic z n ie  symbo
le  K “ t 3 K H o zn a cza ją  jed n ostkow y dom knięty pcrlidysk i  jed n ostk ow y p o l i o -  
krąg.

J e ż e l i  f  j e s t  fu n k c ją  a n a li ty c z n ą  CŁi-»-C , t c  pochodna cząstkow a  
n s ,/f^ , J\,eCM o zn a cza :

JłnB
f<n >(30 = -2-— Ł Ł & ... .

35^1 •••1 U

J e ż e l i  (x j e s t  C -  w artościow ym  c ią g iem  zadanym na ,flrM, to  sym bol 
2  x (n )  ozn aczać b ę d z ie  sumę w a r to ś c i  x (n )  c ią g u  X  po w sz y s tk ic h  
tis JTM , „
w a r to śc ia c h  n e  .  Suma ta  n ie  b ę d z ie  z a le ż a ła  od sp osobu  d e f in io w a n ie  
sum częśc io w y ch  i  sposobu  p rzech o d zen ia  do g r a n ic y  w n ie s k o ń c z o n o ś c i,  bo
wiem zaw sze b ęd z ie  obow iązyw ało z a ło ż e n ie  o a b s o lu tn e j  z b ie ż n o ś c i  s z e r e 
gu 2  m x  (n )* (O znacza t o ,  że za k ła d a  s i ę  z b ie ż n o ś ć  s z e r e g u , k tó reg o  

ne jt ę
sk ład n ik am i są  l i c z b y  l |s (n ) | ) •  A n a lo g ic z n ie  rozum ie s i ę  c a łk ę  x ( t ) d t ,

g d z i e  X  j e s t  a b s o l u t n i e  su m o w a ln ą  f u n k c j ą ,  a  d t  ■  d t 1 . . . d t J( j e s t

m ia r ą  L e b e s g u e ’ a  n a  5 lM.

Wprowadza s i ę  n a s tę p u ją c e  p r z e s t r z e n ie  ciągow e i  fu n k cy jn e:

L ( ^ )  = | x :  .nr“ —  C : 2  U ( » ) l  < 00 }
neJl“

l V )  i / f a- » c i  V  A j ,  |x(n)| < « t l  
*- oę(x)«JJ+ nt - s r  J

L 0l M) = • | M | x ( t ) | d t  < «»j-

=*fx : e ss su p  |x ( t ) | < *
1  teftM J

Symbole L°°0r^), LCft^f), l"0^ )  o zn a cza ją  odpow iednie p o d p r z e s tr z e -
h i  M

n ie  f u n k c j i ,  k tórych  n o ś n ik i l e ż ą  w / + lu b  Jt+ ( fu n k c j i  zn ik a ją cy ch  po
za pierwszym  h iperkw adrantem ).

Funkcje jr1’1—»-C będą nazywane w i e l o w y m i a r o w y m i  s y 
g n a ł a m i  dyskretnym i lu b  spróbkowanymi, w sk r ó c ie  MSDSg(ang. Mul
t id im e n s io n a l Sampled Data S ig n a l ) .  Z biór w szy stk ich  MSDSg oznaczany bę
d z ie  p rzez  §(jr“*)» Funkcje &^— C będą nazywane wielowymiarowym i sy g n a ła 
mi c ią g ły m i, w sk r ó c ie  HSg (an g . M u ltid im en sio n a l S ig n a l ) .  Z biór w sz y st
k ich  MSg oznaczany b ę d z ie  p rzez  £(5tM) .  P r e c y z y jn ie  n a le ż a ło b y  mówić o sy g 
n a ła ch  czasow o d ysk retn ych  lu b  czasow o c ią g ły c h , a lb o  t e ż  o sygn a łach  a r 
gumentu d ysk retn ego  lu b  c ią g łe g o .  Sygnały  będą oznaczane symbolami s ,  u , 
v, a ic h  w a r to ś c i s ( n ) .  lu b  t e ż  3 ( t ) ,  n e  JTM, t e  A11,  Symbole X, y ,  z będą 
n a to m ia st zarezerwowane d la  od p ow ied zi im pulsow ych.

Wielowymiarowy u k ład  d y sk retn y  z jednym w ejśc iem  i  jednym w yjściem , w 
sk r ó c ie  MSDS (an g . M u ltid im en sio n a l Sampled Data S y stem ), j e s t  d e fin io w a 
ny jak o  odwzorowanie SC/T*5) —“* SCff“ ) .  A n a lo g ic z n ie  w ielowym iarowy układ o ią g -  
c ią g ł y ,  MS (ang- M u ltid im en sio n a l System ) o k r e ś la  s i ę  jako odwzorowanie 
S & M) ~  S(ftM) .

Na za k o ń czen ie  dowodu każdego tw ie r d z e n ia  um ieszczon o znak O  .

-  7  -



1. WSTĘP

Zakres pracy* praca d o tyczy  g łó w n ie  zastosow ań  a lg e b r  Banacha sygnałów  
w ielow ym iarow ych doi
-  a n a l iz y  s t a b i ln o ś c i  lin io w y c h , czasow o n iezm ien n iczy ch  układów w ielow y

miarowych;
-  a n a l iz y ,  id e n t y f ik a c j i  i  s y n te z y  n ie lin io w y c h  czasow o n iezm ien n iczych  

układów dających  s i ę  o p is a ć  za pomocą szeregów  fu n k cjon a ln ych  (tzw . u- 
kładów a n a li ty c z n y c h ) .

Ponadto o s t a t n i  r o z d z ia ł  pośw ięcono a n a l i z ie  i  id e n t y f ik a c j i  układów  
a n a lity c z n y c h  ozasowo zmiennych«

1 .1 «  P o s ta w ie n ie  za g a d n ien ia  s t a b i ln o ś c i  przy zasto sow an iu  a lg eb ry  Ba-

W ielowymiarowy układ  czasow o d ysk retn y  nazywa s i ę  s t a b i ln y ,  j e ż e l i  r e -
M

a l i z u j e  on odwzorowanie L <Jf ) w s i e b i e ,  t j .  j e ż e l i  każdemu ograniczonem u  
sy g n a ło w i w ejściow em u odpowiada o g ran iczon y  sy g n a ł w yjśc iow y . A n a lo g icz 
n ie ,  w ielow ym iarowy układ  czasow o c ią g ły  nazywa s i ę  s t a b i ln y ,  j e ż e l i  r e 
a l i z u j e  odwzorowanie L^Ot*4) w s i e b i e .  O k reś len ie  to  znane j e s t  c z ę s t o  pod 
nazwą " s t a b i ln o ś c i  BIBO" .(ang. Boiindet In p u t Boundet Output S t a b i l i t y ) .

Jednowymiarowy lin io w y  układ  czasowo d ysk retn y  scharakteryzow any j e s t  
operatorem *

[ l ( s ) ]  (n ) = 2 * (n ,m )s (m ) , n e ^  ( 1 . 1 )
me Jf

Z f iz y c z n e g o  punktu w id zen ia  rozpatryw ane tu  będą ty lk o  op era tory  przy
czynow e, t j .  t a k i e ,  d la  k tórych  ak tu a ln a  w a rto ść  sygn a łu  w yjściow ego z a le 
ży  ty lk o  od a k tu a ln e j  i  p r z e sz ły c h  w a r to śc i sy g n a łu  w ejśc io w eg o . Wynika 
s t ą d , że odpow iedź impulsowa x t a k ie g o  układu musi s p e łn ia ć  warunek:

x (n ,m ) = 0 d la  m >n« (1 «2 )

I n a c z e j  mówiąc, odpow iedź im pulsową x  układu przyczynowego można przed
s ta w ić  w p o s t a c i  m acierzy  n i e s k o ń c z o n e j  d o ln e j t r ó jk ą t 
n e j .  Suma i  i lo c z y n  (o i l e  on i s t n i e j e )  ta k ic h  m acierzy  są  rów nież ma-
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c ierza m i dolnym i tr ó jk ą tn y m i, zatem  z b ió r  m acierzy  doln ych  tr ó jk ą tn y c h  
tw orzy a lg e b r ę .  Także odw rotność m a cierzy  n ie sk o ń c z o n e j d o ln e j  t r ó j k ą tn e j  
(o i l e  i s t n i e j e )  j e s t  t e ż  m acierzą  .dolną tr ó jk ą tn ą .

Na a lg e b r ę  m acierzow ą układów przyczynow ych p ierw szy  z w r ó c ił  uwagę 
FRIEDŁAHD [20] . O pis układów za pomocą m a cierzy  doln ych  tr ó jk ą tn y c h  s t o s u 
ją  t e ż  j?RUZ £12 ] i  NAYLOR £34] ,  N a leży  jednak  p o d k r e ś l ić ,  że  w szy scy  o n i  
s t o s u ją  m acierze  o s k o ń c z o n y c h  wymiarach o g r a n ic z a ją c  s i ę  
do sk o ń czo n ej l i c z b y  próbek sy g n a łó w . P o d e jś c ie  ta k ie  j e s t  wygodne z punk
tu  w id zen ia  wykonywania o b l ic z e ń ,  a le  n ie  j e s t  w y s ta r c z a ją c e , bowiem n ie  
pozw ala na badanie i s t n i e n i a  rozw iązań  równań, s t a b i l n o ś c i ,  a n i t e ż  na 
bad an ie zachow ania s i ę  sygnałów  w n ie s k o ń c z o n o ś c i.  N in ie j s z a  p ra ca , opar
ta  na t e o r i i  a lg e b r  Banacha op eratorów , a n ie  na t e o r i i  m acierzy  o skoń
czonych rozm iarach , w olna j e s t  od tych  n ie d o s ta tk ó w .

O perator lin io w e g o  uk ład u  c z a s o w o  n i e z m i e n n i c z e -  
g o kom utuje z operatorem  p r z e s u n ię c ia ,  zatem  -  ja k  n ie tru d n o  wykazać -  
ma p o s ta ć  sp lo tu *

(n ) = 2  x (n -m )sjm ), n e t f ,  ( 1 - 3 )
me

przy czym ze  w zg lęd u  na przyczynow ość odpow iedź im pulsow a x ma w ła sn o ś
c i !  x (n )  = 0 d la  w sz y s tk ic h  n < 0 .

W ielowymiarowy l in io w y , czasow o zm ienny, czasow o d y sk retn y  u k ła d , ozna
czany w sk r ó c ie  p rzez  HLTVSDS (an g . M u ltid im en sio n a l L in ear  Time V arying  
Sampled D ata S y stem ), sch arak teryzow an y  j e s t  operatorem :

[ x ( s ]0 (n ) = 2  x (n ,m )s (m ), n e / H.  ( 1 *4 )
me Jf “

Przyczynow ość ozn acza  tu ,  że  odpow iedź im pulsowa z n ik a , J a ż e l i  co--naj
m niej d la  jed n ego  ie  -  mi < 0 . Zatem warunkiem przyczyn ow oś-
c i  MLTVSDS j e s t :

x (n ,m ) = 0 d la  n-m 4 ( 1 . 5 )

Wielowymiarowy l in io w y , czasow o n ie z m ie n n ic z y , czasow o d y sk retn y  u k ła d , 
w s k r ó c ie  MLTISDS (a n g . M u ltid im en sio n a l L in ea r  Time I n v a r ia n t  Sampled 
D ata S y stem ), o p isa n y  j e a t  operatorem  w ielow ym iarow ego sp lo tu *

[X (si] (n ) *> 2  x ( n - o ) s (m ) ,  n e / f M.
m e ^

(1.6 )

- 11 -

Ze w zg lęd u  na przyczynow ość odpow iedź im pulsowa s p e łn ia  warunek:

x (n )  = 0 d la  n j .

MLTISDS bywa t e ż  nazywany w i e l o w y m i a r o w y m  f i l 
t r e m  c y f r o w y m .

Warunek k o n ie c z n y  i  d o s ta te c z n y  s t a b i ln o ś c i  BIBO d la  MLTISDS p od aje  na
s t ę p u ją c e

TWIERDZENIE 1 .1

Przyczynow y o p e r a to r  s p lo tu  ( 1 .6 )  od?/zor»wujs L00^ 51) w s i e b ie  w tedy i  
ty lk o  w ted y , gdy x eL tlf^ ).

D o w ó d  ^ o s t a te c z n o ś c i  j e s t  o c z y w is ty . Aby w ykazać k o n ie c z n o ść ,  
s t o s u j e  s i ę  dowód n ie  w p r o st . N iech  L(J1®). Wówczas s z e r e g  ^  |x(m)|

M  Hll=°
j e s t  r o z b ie ż n y . W ybierając sy g n a ł w ejśc iow y  seL*®^ ) ta k , aby:

s  (n ) = e x p [ - j  a rg x (-n )J  ,

o trzym u je  s i ę s

[X (s l]  (o )  = 2  x (-m )s(m j = 2  l* (”“ )l 3 2  M ® ) l  >

m g ^  mc ^ msjf^

a zatem  Z ( s )  ^ L^Uf“ ) ,  co oznacza  s p r z e c z n o ś ć .O

N iech  x b ę d z ie  od p ow ied zią  im pulsow ą w ielow ym iarow ego f i l t r u  cyfrow ego  
z o tw a r tą  p ę t l ą  sp r z ę ż e n ia  zw rotnego ( r y s .  1 . 1 ) .  N iech  xeL(j( + ) ,  co ozna
c z a , że f i l t r  z o tw a rtą  p ę t lą  j e s t  s t a b i ln y .

Z agad n ien ie  s t a b i l n o ś c i  f i l t r u  z zam kniętą p ę t
l ą  s p r z ę ż e n ia  sprow adza s i ę  do podania warunku ko
n ie c z n e g o  i  d o s ta te c z n e g o , p rzy  którym odpowiedź 
im pulsow a f i l t r u  z zam kniętą  p ę t lą ,  wyrażona po
p rzez  x  za pomocą ułamka sp lo to w e g o , rów nież na
le ż y  do L ilf^ ). Tak p ostaw ion y  problem  w ygodnie 
j e s t  rozw iązyw ać z  zastosow an iem  p o ję c ia  a lg eb ry  

Banacha.
A lgeb rą  Banacha nazywa s i ę  zbiójr tw orzący je d 

n o c z e ś n ie  dw ie s t r u k tu r y :  p r z e s t r z e ń  Banacha i  a lg e b r ę .  Jest to  p r z e s tr z e ń  
B anacha, w k tó r e j  o k r e ś lo n o  m nożenie łą c z n e ,  l in io w e  ze w zględu  na każdy 
czy n n ik  z  o so b n a , łą c z n e  i  przem ienne z mnożeniem p rzez  l i c z b y  z e sp o lo n e , 
z elem entem  neutralnym  ( j e d n o ś c ią )  e s ex  = xe  = x ,  llell » 1 , sp e łn ia ją c ®  

warunek*

I W  < 1 * 1  Hyli

s _  s '
 9-0----*-

R ys. 1 .1 «  MLTISDS ze  
sp rzężen iem  zwrotnym



W p a r a g r a f ie  3*1 w ykazuje e i ę ,  że  p r z e s t r z e ń  z  normą*

11*11 -  2  l* ( n ) |
netfT®

i  mnożeniem splotow ym *

[xy] (n )  -  2  * (n -o )y (m )

me/*“

tw orzy  komutatywną a lg e b r ę  B anacha. J e ż e l i  t e r a z  x  j e s t  od p o w ied z ią  im
pulsow ą uk ład u  z o tw a rtą  p ę t l ą ,  to  od p ow ied zią  im pulsow ą w e j ś c ie  s ,  od
ch y łk a  s ' ( r y s .  1 . 1 ) uk ładu  z zam k n iętą  p ę t lą  j e s t *

( e - x ) - 1 ,

p d z ie  e j e s t  jedyn ką sp lo to w ą , a p o tęg a  ( - 1 ) ozn acza  od w rotn ość  s p lo to w ą .
W te n  sp osób  z a g a d n ie n ie  s t a b i l n o ś c i  f i l t r u  ze  sp rzężen iem  zwrotnym sp r o 
wadzono do warunku i s t n i e n i a  o d w ro tn o śc i e lem en tu  e - x  z pewnej a lg e b r y  Ba
n ach a . Warunek te n  można e fe k ty w n ie  sform u łow ać , j e ż e l i  odw zoruje s i ę  i z o 
m o r f ic z n ie  a lg e b r ę  Banacha na a lg e b r ę  C -  w artośc iow ych  f u n k c j i  a n a l i -

Ty! 1 ̂ty czn y ch  w pewnym o b sz a r z e  C '. R olę  ta k ie g o  izom orfizm u ' s p e łn ia  p r z e 
k s z t a łc e n ie  G e lfa n d a . Wówczas, ja k  to  p ok azu je  s i ę  w p a r a g r a f ie  3 .3 ,  wa
ru n k i k o n ie c z n e  i  d o s ta te c z n e  s t a b i l n o ś c i  MLTISDS sprow adzają  s i ę  do wa
runków n ie z e r o w a n ia  s i ę  pewnych f u n k c j i  ze sp o lo n y ch  w ie lu  zm iennych na 
pewnym ogran iczonym  domkniętym o b sz a r z e  h ip e r p ła s z c z y z n y  CM.

A n a lo g ic z n ie  s ta w ia  s i ę  z a g a d n ie n ie  s t a b i l n o ś c i  w ielow ym iarow ych u k ła 
dów czasow o c ią g ły c h .  Wówczas od pow iedn ik  o p e r a to r a  sp lo to w eg o  ( 1 .6 )  ma 
p ostać*

[X (s)] ( t )  -  x ( t - S ) a ( t ) d t ,  t t 5 t M, ( 1 . 7 )
Jt

a warunek p rzyczyn ow ośc i*

x ( t )  = 0 d la  t * a j .

Czasowo c ią g ł y  w a r ia n t tw ie r d z e n ia  1 .1  ma p o sta ć*
Przyczynow y o p e r a to r  s p lo t u  ( 1 .7 )  odw zorowuje L0* ^ “ ) w s i e b i e  w tedy  

i  ty lk o  w ted y , gdy x eL (2 ^ ) .
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y r ■  .......
'H a  o g ó ł  j e s t  t o  b o m o m o r f iz m .
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T ak ie p o s ta w ie n ie  z a g a d n ie n ia  s t a b i l n o ś c i  układów  wielow ym iarowych po
ja w ia  s i ę  w 1973 rok u , k ie d y  to J.H . JUSTICE i  J . L .  SHAMKS w krótkim  ar
ty k u le  [27] ro z w ią z u ją  z a g a d n ie n ie  s t a b i l n o ś c i  w ielow ym iarow ych f i l t r ó w  
cyfrow ych  za pomocą tau b erow sk iego  tw ie r d z e n ia  W ienera . Mia s t o s u ją  o n i  
jed n ak  a lg e b r  Banacha w pełnym te g o  sło w a  z n a c z e n iu .

S t a b i ln o ś ć  lin io w y c h  układów czasow o zm iennysh s ta w ia  s i ę  pod obn ie, z 
tym że r o z w ią z a n ie  problem u s t a j e  s i ę  o w ie le  t r u d n ie j s z e .  Ha o g ó ł n ie  
można tu  podać warunków k o n ieczn y ch  i  w y sta r c z a ją c y c h  s t a b i l n o ś c i ,  a t y l 
ko w arunki w y s ta r c z a ją c e . I l u s t r u j e  to  p rzy k ła d  p rzed sta w io n y  w paragra
f i e  2 .3 *  Podobne z a g a d n ie n ia  r o z p a tr u ją  te ż *  WILI EMS [53] , VIDYA5AGAR [56] , 
ZAMES i  KALLMAH [59]  .

T e o r ia  sygn ałów  w ielow ym iarow ych ma różn e z a s to so w a n ia :  p rzetw arzan ie
sygn ałów  se jsm ic z n y c h , p op raw ian ie  ja k o ś c i  obrazów fo t o g r a f ic z n y c h , sp o 
r z ą d z a n ie  map m agnetyczn ych , rozw iązyw an ie  za g a d n ień  brzegow ych i  in n e .

1 .2 .  Z asto sow an ia  w t e o r i i  układów n ie l in io w y c h

Również u k ła d y  n ie l in io w e  wymagają w prowadzenia p o ję c ia  sy g n a łu  w ie lo 
w ym iarow ego. Ha p rzyk ład  o p e r a to r  u k ładu  pokazanego na r y s .  1 . 2 , z ło ż o n e 
go z p ró w n o leg ły ch  LTISDS " sp ię ty ch "  m nożnikiem , ma postać*

[? p ( s ) ]  (n )  = 2  2  y 1 (“ ““ i )***yp (n-łnp )s (m 1 ) . . . s ( m p ) ,  ne i f
m^ejT mp®^

O g ó ln ie j ,  o p e r a to r  t e n  może być za p isa n y  w form ie*

Cx p ( s ) ]  (n )  -  2  > xp (nl-m )£@  (m ), neJT , ( 1 . 8 )
m=(m^, ....nip)«/ 

g d z ie  s ®  (m) * s (m -) ) . . .s (m p )

a odpow iedź im pulsow a x p s p e łn ia  warunek p rzy czy n o w o śc i. O perator typa
( 1 . 8 ) nazywa s i ę  w i e l o m i a n o w y m  o p e r a t o r e m  j e d 
n o r o d n y m  s to p n ia  p . Sk ład a  s i ę  on z tr z e c h  d z ia ła ń *  o p era tora  
( . ) ®  d z ia ła ją c e g o  z SC/T) do SCPT5*), s p lo tu  z w ielow ym iarową od pow iedzią  
im pulsow ą xp i  o p e r a c j i  wyrównania zm iennych ( p o la r y z a c j i )  p o le g a ją c e j  na 
o b l i c z e n iu  w a r to ś c i  s p lo t u  d la  k=»nl, ( n e J f ) .  I l u s t r u j e  to  r y s .  1*3. Zatem 
przyczynow y o p e r a to r  jednorodn y j e s t  jed n o zn a czn ie  scharakteryzow any w ie 
lowymiarową o d p ow ied z ią  im pulsow ą xp , a z  tw ie r d z e n ia  1 . 1  w yn ik a , że od
w zorow uje on L°“(jf) w s i e b i e  w tedy i  t y lk o  w ted y , gdy x pe  LG/ł^).



R ys. 1 .2 .  P rzyk ład  uk ładu  n ie l in io w e g o  z ło żo n eg o  ze  sk o ń czo n ej l i c z b y
LTISDS i  mnożnika

xps ®

R ys. 1 . 3 .  Schemat blokow y o p era to ra  jednorodnego  

S zerszą  k la s ę  układów n ie l in io w y c h  o p is u je  o p e r a to r  typ u :

D

pm (s > - 2  x i(a >. o * » )

g d z ie  j e s t  operatorem  jednorodnym s to p n ia  i .  Nazywa s i ę  on operatorem  
w i e l o m i a n o w y m  s to p n ia  m. J e ż e l i  s z e r e g  n ie sk o ń czo n y :

PKs) -  2  Xi ( s )  ( 1 ,1 0 )
i=1

j e s t  z b ieżn y  w określonym  s e n s ie  (p a ra g ra f 4 * 5 ) ,  t o  w yrażen ie  ( 1 .1 0 )  d e
f i n i u j e  o p e r a t o r  a n a l i t y c z n y .  O peratory a n a l i t y c z 
ne obejm ują szero k ą  k la s ę  układów n ie l in io w y c h . Każdy o p e r a to r  a n a l i t y c z 
ny j e s t  scharaktejryzoweiny n ieskończonym  c ią g iem  od p ow ied zi im pulsow ych o
n a r a s ta ją c y c h  w ym iarach. Zatem u k ład  a n a li ty c z n y  id e n t y f ik u j e  s i ę  z n i e 
skończonym c ią g iem  w ielow ym iarow ych f i l t r ó w  cy frow ych .

A n a lo g ic z n ie  wprowadza s i ę  czasow o zm ienny o p e r a to r  jed norodn y:

[ l p (e ) ]  (n ) «r 2  x p ( n ,m ) s ®  (m ), n e j f ,  ( 1 .1 1 )
msJTp
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k tó reg o  odpow iedź im pulsowa s p e łn ia  warunek przyozyn ow ości:

x (n ,m ) » O d la  n l-m f JT ,̂

a n a s tę p n ie  poprzez w yrażen ia  ( 1 .9 )  i  1 .1 0 )  d e f in iu j e  s i ę  o p era tory  w ie
lom ianow e i  a n a l i ty c z n e .

Jednorodny o p e r a to r  czasow o c ią g ły  o k r e ś la  s i ę  podobnie jak  d la  czasu  
d y sk retn eg o :

Cxp ( t > * | p xp ( t l - t ) s ®  (T )d£ , t e  SL (1 .1 2 )

w przypadku czasow o n iezm ienn iczym  
o ra z :

[ l p ( s ) ] ( t )  - | p X p ( t ,S ) s ®  (S )d 6 , ( 1 .1 3 )

w przypadku czasow o zmiennym, 
g d z ie :

s  ®  ( t )  = s(C 1 ) . . . s ( T p ) .

O dpow iedzi im pulsowe operatorów  ( 1 .1 2 )  i  ( 1 .1 3 )  s p e łn ia ją  warunki p rzy -  
c zy n o w o śc i, a w ięc  odpow iednio x (? )  => O d la  i  x  ( t , £ )  a  O d la
ti-t*aj. p

K la s y f ik a c ję  operatorów  a n a lity c z n y c h  czasowo n ie zm ien n iczy ch , czasowo  
c ią g ły c h  p rzep ro w a d ził SUETS w pracy [49] • Zastosowaniem  fu n k c j i  z e sp o lo 
nych w ie lu  zmiennych w t e o r i i  układów a n a lity c z n y c h  pośw ięcone są  prace  
KI i  1>1] * Z agadn ien ia  id e n t y f ik a c j i  układów n ie lin io w y c h  czasowo c ią g 

ły ch  przy  u ż y c iu  operatorów  a n a lity c z n y c h , metodą c z ę s to t l iw o ś c io w ą , po
ru szon o  w pracach [5], [55] • W pracach [24]  i  [42] podano pewne s z c z e g ó l
ne metody sy n te z y  operatorów  w ielom ianow ych czasowo c ią g ły c h .  Ważnym za
gad n ien iem  j e s t  problem  z b ie ż n o ś c i  szeregów  n iesk oń czon ych  typu ( 1 .1 0 ) .  
J e s t  to  je d n o c z e ś n ie  problem  tru d n y , d la te g o  i s t n i e j e  stosunkowo n ie w ie le  
prac na te n  tem a t. N a jd a le j s i ę g a j ą c e  w yn ik i d o ty czą ce  z b ie ż n o ś c i  s z e r e 
gów fu n k cjon a ln ych  typu (1 .1 0 )  zn a jd u ją  s i ę  w pracach CHRISTENSENA i  
TROTTA [l0, 51» 62] . W yniki t e  jednak n ie  zadow alają  w p e łn i .  W n i n i e j 
s z e j  p racy  uzyskano k ilk a  nowych r e z u lta tó w :

( I )  sform ułow ano w arunki k on ieczn e  i  d o s ta te c z n e  s t a b i ln o ś c i  BIBO, oraz  
s t a b i ln o ś c i  asym p totyczn ej układów op isan ych  operatoram i a n a lity c z n y 
mi (tw ie r d z e n ia  5*1 , 5 .2 ,  5 « 3 ) |

( I I )  sform ułowano w arunki k o n ieczn e  i  d o s ta te c z n e  s t a b i ln o ś c i  asym ptotycz
n e j odpow iedzi okresow ej n ie l in io w y c h  układów a n a lity c z n y c h  z ok reso 
wo zmiennymi param etram i ( tw ie r d z e n ie  5 .7 ) j
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( I I I )  podano w arunki d o s ta te c z n e  na t o ,  aby o p e r a to r  u k ład u  zadany w po
s ta c i u w ik ła n e j można b y ło  r o z w ik ła ć  za  pomocą od p ow ied n iego  o p era 
to r a  a n a li ty c z n e g o  ( tw ie r d z e n ia  4 *4 , 5 * 8 ) o ra z  podano a lg o ry tm  t a 
k ie g o  r o z w ik ła n ia  (p a r a g r a f 4 « 5 ) .

Ponadto p rzed sta w io n o  m etodę i d e n t y f ik a c j i  uk ładu  operatorem  w ie lo m ia 
nowym odmienną i  m etod yczn ie  p r o s t s z ą  od metod c z ę s t o t l iw o ś c io w y c h  o p is a 
nych w pracach  (j>] i  [55j ,  podano w p a r a g r a f ie  4*4 p r o s tą  m etodą s y n t e 
zy  o p e r a to r a  7 /ielom ianow ego czasow o d y sk re tn eg o  o ra z  wprowadzono o p e r a to 
r y  a n a l i ty c z n e  b e zp o śred n io  w p r z e s t r z e n i  sygnałów  okresow ych s łu ż ą c e  do 
a n a liz y  stanów  u s ta lo n y c h  układów  n ie l in io w y c h  pobudzanych ok resow o.

2 .  PODSTAWOWE POJĘCIA I  TWIERDZENIA TEORII ALGEBR BADACHA

Celem te g o  r o z d z ia łu  j e s t  p r z e d s ta w ie n ia  n a jw a ż n ie jsz y c h  p o ję ć  i  tw ie r 
dzeń  t e o r i i  a lg e b r  Banacha n iezb ęd n ych  do zasto sow ań  w n i n i e j s z e j  p ra cy . 
W ięk szość  z  ty c h  tw ie r d z e ń  można z n a le ź ć  u EUDIKA [40} , a l e  aby zw ięk szy ć  
p r z y s tę p n o ść  t e j  p r a c y , zdecydowano s i ę  na podan ie ic h  wraz z dowodami.
W za sto so w a n ia ch  do t e o r i i  s t a b i l n o ś c i  w ielow ym iarow ych f i l t r ó w  cyfrow ych  
n a jw ięk szą  r o lę  odgrywa p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda o raz  w s z y s tk ie  tw ie r d z e 
n ia  d o s ta r c z a ją c e  warunków k o n ieczn y ch  i  d o sta te c z n y c h  i s t n i e n i a  odw rot
n o ś c i  p o jed yn czych  elem entów  kom utatywnej a lg e b r y  Banacha, czy  t e ż  ic h  u -  
kładów . P r z e k s z ta łc e n ie  G elfanda zn a jd u je  t e ż  z a sto so w a n ie  w t e o r i i  n i e 
lin io w y c h  czasow o n ie z m ie n n ic z y c h  układów a n a li ty c z n y c h . Do badania  s t a 
b i l n o ś c i  lin io w y c h  układów  czasow o zm iennych zn a jd u ją  z a sto so w a n ie  tw ie r 
d zen ia  d a ją ce  w arunki w y s ta r c z a ją c e  i s t n i e n i a  od w ro tn o śc i elem entów  n i e -  
kom utatyw nej a lg e b r y  B anacha.

2 .1 .  N iekom utatywne a lg e b r y  i  podstawowe w ła s n o ś c i widm

A lgeb rą  Banacha nazywa s i ę  p r z e s t r z e ń  Banacha & z  normą j|.  || ,  w k tó 
r e j  o k r e ś lo n o  m nożenie (& x 3 8 * S ) s p e łn ia j ą c e  n a s tę p u ją c e  warunki*

A  x ( y z ) = ( x y ) z ,  (x + y )z= x z+ y z , x (y + z )  ■ x y + x z ,
X ,y ,Z € i ,o ę « C

cę(xy)=fc$x)y«x(<*y),l|xyl! <  Iix|||]yil{ ^  x ea ex * x , ||eH = 1 .

Z a ło ż e n ie  i s t n i e n i a  je d n o ś c i  n ie  z m n ie jsza  o g ó ln o ś c i  p rzed sta w io n e j de
f i n i c j i ,  bowiem je d n o ś ć  można zaw sze w prow adzić za pomocą n a s tę p u ją c e j  
p roced u ry : N iech  sk ła d a  s i ę  z e  w sz y s tk ic h  par (x ,oę), g d z ie  X6$, C . 
J e ż e l i  d z ia ła n ia  dodaw ania i  m nożenia p rzez  s k a la r  z d e fin io w a ć  n a stę p u ją 
c o :  (x f$  + J[y,(b) * (x+ y , <*+(&), £ (x ,oę) = ((łx,j>of), a d z ia ła n ie  mnożenia i  
normę w (x ,a ę ) (y ,^ )  >» (xy-węy+fbx,of j&), i|(x,ap)|l»!|x||+io<|, to  >&, s p e łn ia  
w s z y s tk ie  ak sjom aty  d e f i n i c j i  a lg e b r y  B anacha, a  p rzy  tym p o sia d a  jed n o ść  
e ■ ( 0 , 1 ) .  W szczegó ln ym  przypadku każdy e lem en t x e &  może być u to żsa m io 
ny z elem entem  ( x , 0 ) * A , .

Z n ie r ó w n o śc i l|xyli <  Ilxi! Hyil ła tw o  w ynika c ią g ło ś ć  m nożenia, t j . :
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P rzez  G (3) ozn aczan y  b ę d z ie  z b ió r  w sz y s tk ic h  e lem en tów  a lg e b r y  £  p o s ia 
d a jących  o d w r o tn o śc i, t j . ł

G (£) * -fxe-B  » V  £ x -1  = x “ 1 x  -  •}■ .
L x"1eJ& *

W i d m e m  S p (x ) e lem en tu  x e &  nazywa s i ę  z b ió r :

S p (x )  c ^ e C s  Jte -  x^G(&)^*_

Z biór S p (x )  = C -  S p (x )  nazywa s i ę  z b i o r e m  r  e  z  o I  w e  n  t  y  
e lem en tu  x ,  a odw zorowanie r x » S p (x )  —*>G(.B) t a k i e ,  ż e :

rx (W  = (5 le -x )“ 1

nazywa s i ę  r e z o lw e n tą  e lem en tu  x._

TWIERDZENIE 2 .1

J e ż e l i  A  j e s t  a lg e b r ą  Btenacha, x e &  i  llxli < 1 , t o :

( I )  (e  -  x )  e  G (j»

( I I )  (e  -  x )" 1 <= 2  x”
n=o

( I I I )  4' -J  HV'li <  l ! (e -x ) - 1 ll <  T --.-V . T1

D o w  ó d .  J e ż e l i  u tw orzyć w A  n a s tę p u ją c y  c ią g  sura:

s  ■ e +-X  + . . . +  X11 ( 2 .3 )

to  ma m ie js c e  o sza co w a n ie :

l|sm- s n || = ||xm + xm- 1+ . . . + xIl+1|| <  f|x i|m + !|xllm-1 + . . . +  ||x ||n+\  m > n ,

z k tó r e g o  w yn ik a , że  przy  ||x|| < 1 i s t n i e j e  d ow o ln ie  m ałe £ > 0 ,  t a k i e ,  
że d la  m, n > N  za c h o d z i n ieró w n o ść  || sm- s n j| < £  . Zatem i " » }  j e s t  c ią g ie m  
podstawowym .w & . C iąg te n  ma w 2» g r a n ic ę  s ,  gdyż S j e s t  p r z e s t r z e n ią  zu
p e łn ą . Z achodzi rów ność:

(2.1)

(2.2)

s n ( e - x )  = ( e - x ) s fi = e - x n+1 (2.4)
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Poniew aż IX11!! <  |!x ||n — 0 , t o  z ró w n o śc i ( 2 .4 )  na mocy c i ą g ł o ś c i  mnożenia  
w yn ik a, że  s  j e s t  elem entem  odwrotnym śo  ( e - x ) ,  a w ięc  (e  -  x ) e  G(&). 
P rócz te g o  z w y ra żen ia  ( 2 .3 )  o trzym u je  s i ę :

• • 1  9
s  a ( e - x )  = e + x + x + . . .

O szacow anie normy elem en tu  s n w w yrażen iu  ( £ .3 )  d a je :

IIbJI < 1 + ||x l! + !lx ||2+ . . . +  IUIIn = 4 q | l j p ,

skąd w y n ik a , ż e :

1,811 C t4 xT

Z achodzi p on ad to :

e = ( e - x ) s  = s - x s ,  

skąd otrzym u je  s i ę  o sza co w a n ie :

1 = (|s-x sH < lls || + l |x s (  < (1 + i! xl|) N s l|.

Zatem:

H Q 11 *  T+ijTi]* n:

Z tw ie r d z e n ia  2 .1  w ynika n a s tę p u ją c y  

W niosek

G(£>) j e s t  otw artym  zb iorem  w &  .

D o w ó d . N iech  x e  G (£ ). Z to ż sa m o śc i x -h  => x ( e - x “ 1h ) i  z tw ie r d z e 
n ia  2 .1  ( I )  w yn ik a , że  przy  II h H < Hx“ 18“ 1 , ( x - h ) s  G(Jł), a w ięc  x n a le ż y
do G(B) wraz z pewnym o to c z e n ie m . Zatem z b ió r  G(S) j e s t  o tw a r ty .

TWIERDZENIE 2 .2

J e ż e l i  B j e s t  a lg e b r ą  Banacha i  x « B ,  t o :

(2) rezolwentą elementu x jest silnie analityczną) A- wartościową funk
cją na §p(x),

( I I )  S p (x )  j e s t  zb iorem  n iep u stym  domkniętym i  ogran iczonym .



D o w ó d .  N iech  15L!>HscJU P o d sta w ia ją c  y=£"1x w w yrażen iu  \ e  -  x  m
= JWe -  JT1x )  o trzym u je  s i ę  | |y | |  < 1 , z a te a  na mocy tw ie r d z e n ia  2 .1  ( I ) ,  
(e -y )cG (f> ), a w ięc  i  (7 ie -x ;  e  G(&).  C z y li  wówczas S p (x ) ,  co  dow od zi, że  
S p (x ) j e s t  zb iorem  ogran iczonym .

Gdy A j | i  e S p ( x ) } to  z o k r e ś le n ia  r e z o lw e n ty  w yn ika , ż e :

fte -x  b [ r x (/D J ~ 1

p e ~ x  = [rx (^£)]~1 ,

skąd:

rx (^) - rx (5l) = (5l-^)rx (^) rx (X). (2.5)

Ma zatem  m ie js c e  n a s tę p u ją c e  o sz a c o w a n ie :

Hrx ^  " rx(̂ H < ff1“ *! llrx(̂ " lirx(Jl)ll ,

z k tó reg o  w yn ik a , że  fu n k c ja  rx  j e s t  c ią g ł a  na S p (x ) .  Zatem z ró w n o śc i 
( 2 .5 )  o trzym u je  s i ę :

r  (^ .)-r  (JD • 9

? -  * = " ’

co d ow odzi, że fu n k c ja  r x  j e s t  s i l n i e  a n a li ty c z n a  na S p (x ) .
D a le j ,  z fa k t u ,  że  S p (x )  = r~^ [G(A3 , z c i ą g ł o ś c i  r e z o lw e n ty  na

S p (x ) ,  z w zajem nej je d n o z n a c z n o ś c i odw zorow ania y -» » y  i  z  w n iosk u  do 
tw ie r d z e n ia  2 .1  (ż e  G(A) j e s t  zb iorem  otw artym  w A ) w yn ik a , że  S p (x )  j e s t  
zbiorem  otw artym . Zatem S p (x )  j e s t  d om k n ięty .

P o z o s ta je  do u d ow od n ien ia , że S p (x )  j e s t  zb iorem  n iep u sty m . N iech  bę
d z ie  p r z e c iw n ie . Wówczas r e z o lw e n ta  rx  j e s t  a n a li ty c z n a  na C . N iech  f  
b ę d z ie  dowolnym lin iow ym  fu n k cjo n a łem  zadanym na A  , 'a w tedy f  [rx ( .  )J 
j e s t  fu n k c ją  c a łk o w itą . Z tw ie r d z e n ia  2 .1  ( I I I )  o trzym u je  s i ę  o sz a c o w a n ie :

| f [ r x ( W J U I | f | | | | r x (A)ll «

z k tó r e g o  w yn ika , że f [ r x (W ] — -O p r z y |f l . |— o o . Zatem z tw ie r d z e n ia  
I i i o u v i l l e ’ a o fu n k c ja ch  c a łk o w ity c h  o g ra n iczo n y ch  w yn ika , że f [ r x ( * ' l  je s t  
fu n k c ją  zerow ą na ® , c z y l i  rx t e ż  j e s t  fu n k c ją  zerową (z e  w zg lęd u  na do
w o ln o ść  f ) ,  a w ię c  A  r x (X) e  G(A), co prow adzi do s p r z e c z n o ś c i .O

Z tw ie r d z e n ia  2 .2  w yn ik a , że  d la  dow olnego xeJ& i s t n i e j e  l i c z b a  ę ( x )  »
« sup IM , zwana p r o m i e n i e m  s p e k t r a l n y m  e lem en -  Sp(x)
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tu  x .  Z dowodu tw ie r d z e n ia  2 .2  w ynika, że z b ió r  S p (x )  l e ż y  c a łk o w ic ie  
wewnątrz k o ła  o p rom ien iu  llx U i  środku w p u n k cie  z e r o , a w ię c :

ę ( x )  < II x||«

TWIERDZENIE 2 .3  (GELFU3DA-MAZURA.)
J e ż e l i  w a lg e b r z e  Banacha A każdy n iezero w y  e lem en t p o sia d a  odw rotność, 

to  A  j e s t  iz o n ie tr y c z n ie  iz o m o r fic z n a  z  c ia łe m  C .

D o w ó d .  Z z a ło ż e n ia  w yn ik a , że X e-x^G (-& ) w tedy i  ty lk o  w tedy , 
gdy X e - x  a O, s tą d  S p (x ) w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy %e = x .  Zatem d la  
każdego z e  S  z b ió r  S p (x ) sk ła d a  s i ę  zaw sze z jed n ego  punktu M x )  t a k ie 
g o , że  % (x)e  = x .  C z y li odw zorowanie x ——?,(x) j e s t  izom orfizm em  a lg eb ry  

i  c i a ł a  C , przy  czym izom orfizm  te n  j e s t  iz o m etry czn y , bowiem |X (x )|a  
=*||%(x)e || a | |x | |  dla dow olnego x  «  S»C3

TWIERDZENIE 2 .4

N iech  A  b ę d z ie  a lg e b r ą  Banacha, x s A ,A  -  c tw e r ty  z b ió r  w C , S p (x )c Q .  
I s t n i e j e  t a k ie  fc > O, ż e  S p ( x + y ) c f l ,  j e ż e l i  ty lk o  y e -B  i  | |y | |  < £ .

D o w ó d .  Z tw ie r d z e n ia  2 .2  ( I )  w yn ik a , że  fu n k c ja  ||(A e-x)'* ! |l j e s t  
c ią g ł a  w zględem  "\.na Ś p (x ) .  Z tw ie r d z e n ia  2 .1  ( I I I ) ,  d la  |5U > | |x | i  wynika  
o sza co w a n ie :

l k k - x r 1ii < jy iĄ jr j i .

z którego widać, że ||(^e-x)“1|l — O przy j%|-»oo. Istnie je więc taka licz
ba dodatnia N, że?

il(?j3-*r1|! < N

dla w szystk ich  .  Jeżeli y s A , ||y || i , *o:

| |$ a - x ) " 1yll < 1 .

a zatem z tożsamości:

X e -  (x+y) -  (A e -x ) [ e - (J .e -x )” 1y]

i z twierdzenia 2.1 (I) wynika, ża Xe-(x4y) C 0(&). Dlatego J. 1* sp(x + y)* 
Podstawienie 6 ■ kończy dowód.d
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2 . 2 .  P u nkcie  a n a l i ty c z n e  je d n e j  zm ien nej w a lg eb ra ch  Banacha i  n ie k t ó 
r e  tw ie r d z e n ia  o i s t n i e n i u  o d w ro tn o śc i p o jed yn czych  elem entów

N iech li b ę d z ie  zorientow anym  zwartym łu k iem  w C , a f  fu n k c ją  c ią g 
łą  o k r e ś lo n ą  na 1  o w a r to śc ia c h  w A  . fca łk ą  f u n k c j i  f  po łu k u  L nazywa s i ę  
g ra n ic |e :

f  n" 1

g d z ie :  L, a punkt l e ż y  na łu k u  L m iędzy punktam i ^  i  •
Punkt j e s t  p ó ź n ie j s z y  w s e n s ie  o r i e n t a c j i  łu k u  od punktu  Z d e
f i n i c j i  t e j  w yn ik a , że j e ż e l i  A  j e s t  dowolnym lin iow ym  ogran iczon ym  funk
cjon a łem  zadanym na St (A .e $ * ), t o :

A(Jf(30d^J = jAQr(3Cfl dX.

J e ż e l i  j e s t  op eratorem  le w o stro n n eg o  m nożenia p rzez  u s t a lo n y  e lem en t  
x e 3 ,  a j V S * ,  t o A o M ^ B * ,  zetem : '

« |A .& Jx ( f ( A ) ) ]  d \ - A  [ |  Mx ( f ( W ) d X ]  ,

w ię c :

P odobnie można w ykazać, ż e :

[ |  f ( W a x ] x  = jj [ f (W  x ] dft.

Formuły t e  są  u ż y te c z n e  p od czas dow odzenia tw ie r d z e ń , w k tó r y c h  w y stęp u ją  
c a łk i  & -w a r to śc io w y ch  f u n k c j i  zadanych w C .

N iech  f  b ę d z ie  C -w a r to śc io w ą  fu n k c ją  wymierną zadaną w C, t j . :

f(^  ' 2  p n ^ n +  2  a u  (2 .6 )
n > 0  m ,k > 0

g d z ie  sumy z a w ie r a ją  skoń czon ą  l i c z b ę  sk ła d n ik ó w . Za pomocą fu n k c j i  f  moż
na n a s tę p u ją c o  o k r e ś l i ć  -w a r to śc io w ą  fu n k c ję  f  zadaną w A  :

/

? (*> -  2  ( V “ + 2  ^mk(x^!ta9 )"k' (2 .7 )
n > 0  m,k

g d z ie  i  S p (x ) .

TWIERDZENIE 2 .5  .

N iech  fi, b ę d z ie  otw artym  zb iorem  w C tak im , że S p ( x ) c  & .  J e ż e l i  funk
c ja  ( 2 .6 )  j e s t  a n a li ty c z n a  w U , a krzywa zam knięta  (k o n tu r) I"* c  Q o b e j
muje S p (x ) ,  t o :

?(*) - ipTx ( W f ( W d > .  (2.8)

g d z ie  rx  j e s t  rezo lw en tn ą  e lem en tu  x s S j .

D o w ó d .  W ystarczy w ykazać, że  przy  x e & ,  «ęe C, oę f  S p (x ) zacho
d z i :

yn = J p fc» ~ ^ n ( ^ “x ) ” 1cl5L=»(Qfe-x)n (2 * 9 )

d la  n=0, -  1 , -  2 , . . .  . Z  to ż s a m o śc i:

C\ e - x )l?1 = fcęe-x )“ 1 + (o ę -X )^ e -x )_1 (A e -x )_1

w yn ik a , ż e :

yn = (oęe-x)“ 1 5 p f e - ^ ) nd ^ - ((*e-x )~ 1 g j j  (A .e-x)“ 1dA =»

= (o fe -x )" 1 lygr J r (oę-Wnd ^ +  (oęe-x)“ 1 y n+1« (2 .1 0 )

P ierw szy  sk ła d n ik  sumy w w y ra żen iu  ( 2 .1 0 )  j e s t  równy z e r o , poniew aż funk
c ja  j e s t  a n a li ty c z n a  w o b sz a r z e  objętym  p rzez  k on tu r T . Otrzymuje
s i ę  zatem :

yn -  { * e - x r 1 y n+1 ( 2 .1 1 )

S to s u ją c  tw ie r d z e n ie  2 .1  ( I ) .  i  ( I I )  o trzym u je s i ę  rdzj»rin ięcie r e z o lw e n -  
t y  r x  w s z e r e g  potęgow y:

rx ( W  = J  V ‘(n+1) |^| > [|x ||. (2.12)
n=*o
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- 24 -

J e ż e l i  wybrać k on tu r P  w p o s t a c i  okręgu  o p rom ien iu  § ^ > 9 ( x )  i  ' s c a ł—
kować s z e r e g  ( 2 .1 2 )  wyraz po w y ra z ie  po tym k o n tu r z e , to  otrzym a s i ę !

f p r x (K)d>, ■ x °  = e .  ( 2 .1 3 )

]Ja z a s a d z ie  in d u k c j i  z w yrażeń ( 2 .1 1 )  i  ( 2 .1 3 )  wynika s łu s z n o ś ć  form uły
( 2 . 9 ) . U

W t e o r i i  a lg e b r  Banacha można udow odnić tw ie r d z e n ie  a n a lo g ic z n e  do 2 .5  
przy z n a c z n ie  s ła b s z y c h  z a ło ż e n ia c h  d o ty czą cy ch  fu n k c j i  , w ed ług k tó 
rych fu n k c ja  ta  n ie  musi być w ym ierna. Przedtem  jednak  tr z e b a  podać pew
ne o k r e ś le n ia .

N iech  A  b ę d z ie  a lg e b r ą  B anacha, a fi. otwartym  zb iorem  w C .  Symbol
MO.) o zn acza  a lg e b r ę  w s z y s tk ic h  C -w a r to śc io w y c h  fu n k c j i  zadanych w C ,
a n a lity c z n y c h  w B z mnożoniem ok reślonym  w zw ykły  sp o só b , t j . i  3
= f (k )g (J t ) .& Q  j s a t  n astęp u jącym  zbiorem s

= -^ x e f ij  S p (x )  c

Z tw ie r d z e n ia  2 .4  w yn ik a , że  Aft j e s t  zb iorem  otw artym  w A  . Mech $ (& q ) 
oznacza  z b ió r  w s z y s tk ic h  £> -  w arto śc io w y ch  fu f tk c j i f  zadanych na t a 
k ic h , ż e :

? ( * )  -  ^ 5 r r x (W  ( 2 .1 4 )

g d z ie  f f i # ( Q ) ,  a k o n tu r  P l e ż y  w ft  i  obejm uje S p (x ) .

TWIERDZENIE 2 .6
** '/V'

( I )  Z b iór  jfe(Ąj) tw orzy  a lg e b r ę ,  p rzy  czym odw zorowanie <s *Śł)-~ o -
k r e ś lo n e  wzorem ( 2 .1 4 )  j e s t  izom orfizm em }

( I I )  Odwzorowanie Sk( f i  ) — J H Ą j) j e s t  c ią g ł o  w n astęp u jącym  s e n s ie  f n*“- f ,

f n *  * < °

D o w ó d .  Norma ||r x (%)i! j e s t  o g ra n iczo n a  d la  każdego \ ® - P  ,  zatem  
j e ż e l i  |f (5 l)  “  f n (W l <  £  d la  k a żd ej f u n k c j i  f .5e # ( t t )  1  każdego 3 t e P , t o  
||f (x )  -  f jj(x ) | |< £  • a r lS r r x  (X )d /U  d la  każdego  x e  &Q .  Kończy to  dowód t e 
zy  ( I I ) .

N iech  f  b ę d z ie  fu n k c ją  zerow ą , t j . !  / V  f ( x )  « 0  (ja j e s t  zera®  a l -  
k  % x e « Q

g eb ry  S t  ) .  Wówczas d la  dow olnego <j(efi z  w y ra żen ia  ( 2 .1 4 )  o trzym u je  s i ę »

O ■ f ( ię e )  ■ f ( ° O e ,

^ Z bieżność f j , - "* f  j e s t  n iem a l je d n o s ta jn a .
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skąd w yn ik a , że  f  t e ż  j e s t  fu n k c ją  zerow ą. Poniew aż odwzorowanie (2 .1 4 )  
j e s t  l in io w e ,  w ięc  j e s t  ono jed n o zn a czn e . Aby w ykazać m u ltip lik a ty w n o ść  
odw zorowanie ( 2 .1 4 ) ,  tr z e b a  wybrać dwie fu n k c je  wymierne f ,  g « A ( f i ) .  Wów
c z a s  z tw ie r d z e n ia  2 .5  «rynika, że j e ż e l i  h(%> = t  {%)&(%) dla każdego C, 
to  h (x )  = f ( x )  g ( x )  d la  każdego x e Ą i .  Na p od staw ie  tw ie r d z e n ia  Rungego 
( [ 4 1 ] .  tw . 13!.9) dowolne fu n k c je  f ,  g e A (£ l)  można aproksymować je d n o s ta j 
n ie  na zw artych  p od zb iorach  0. c iągam i fu n k c j i  wymiernych W  1 M  

Zatem na mocy udow odnionej p op rzed n io  t e z y  ( I I )  odwzorowanie o k r e ś lo n e  wy
rażen iem  ( 2 .1 4 )  j e s t  m u ltip lik a ty w n e  d la  dowolnych f ,  g c  A (ft) . C z y li od
w zorow anie to  j e s t  izom orfizm em .

N astępne tw ie r d z e n ie  d o s ta r c z a  warunek k o n ieczn y  i  d o s ta te c z n y  i s t n i e 
n ia  o d w ro tn o śc i p o jed yn czego  e lem en tu  a lg e b r y  Banacha, a tak że  podaje r e 
g u łę  odwzorowania widma p op rzez fu n k c ję  a n a li ty c z n ą  w jeg o  o to c z e n iu .

TWIERDZENIE 2 .7

J e ż e l i  xe<&Q i  f e  j):(ft), t o !

( I )  f(x)cG (J2>) w tedy i  ty lk o  w tedy , gdy f ( \ )  /* 0 d la  każdego S p (x ) ,

( I I )  S p [ f ( x ) ]  = f  [S p (x ) ] .  '

D o w ó d .  ( I )  J e ż e l i  f  ( jL) f  0 d la  każdego % s  S p (x ) ,  to  fu n k cja  
g = f -1  j e s t  a n a li ty c z n a  na z b io r z e  tak im , że S p (x ) c  O^c f i .  Poniew aż
f g  a 1 na f i .j ,  t o  z tw ie r d z e n ia  2 .6  ( i )  w yn ika , że f ( x ) g ( x )  = e d la  k aż
dego X 6 r ^ , a w ięc  f ( x ) e G ( 2 > ) .  Na odw rót, j e ż e l i  f(c*) = 0 d la  pewnego 

aęe  S p (x ) ,  to  i s t n i e j e  tak a  fu n k c ja  u e  .#(& ), że d la  każdego fi , 
(% -o$u(J0 = f ( X ) ,  skąd na p od staw ie  tw ie r d z e n ia  2 .6  ( I )  otrzym uje s i ę i

(x -o ęe )u (x ) 3 u ( x ) ( x - ^ e )  3 f ( x ) .

Poniew aż x-^e^G(J&), t o  f ( x ) ^  G($>).

( I I )  J e ż e l i  |&6 S p [ f (x ) ]  , to  f(x )-|& e ^ G(A), zatem  na p od staw ie  udowod
n io n e j  t e z y  ( I )  i s t n i e j e  ta k ie  f l .e S p ( x ) ,  że f ( J )  -  p = 0 , c z y l i  p e t  [Sp(x)] . 
Zatem S p [ f (x ) ]  c f [ S p ( x ) ] .  Na od w rót, j e ż e l i  ^ e  f  [S p (x )] , to  można zna
l e ź ć  t a k ie  ^1. e  S p (x ) jż e  f ( ^ t ) - ^ 3  0 ,  a w ięc  na mocy te z y  ( I )
02. , / l i  &e S p [? { x 3  .  Zatem f  |S p (x )] c  S p [ f ( x ) ] ,  skąd wynika s łu s z n o ś ć  te z y
( I I ) . a

P o n iż sz e  tw ie r d z e n ie  d o ty czy  f u n k c j i  z ło ż o n y c h . G ło s i ono, że j e ż e l i  
h 3 g o f , to  h 3 go(f.
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TWIERDZENIE 2 .8

J e ż e l i :  x €  Ą j , f p ( x 3  -  z b ió r  o tw a r ty ) ,  g e  #№ •()*
2 0 , h(źt) = g [ f ( W ]  d la  k ażdego  to*

h(x) “ g UtelO .

D o w ó d .  W yb ierając  k o n tu r  To ob ejm u jący  S p (x ) ,  d la  | i £  S p [ f ( x ) ]  = 
= f£ S p (x ) ]  o trzy m u je  s i ę *

g [ f ( x ) ]  “ ^  g ( p )  [^ ie -f  (x )]  “ 1.’d^  -

" s { ^ I Z E j  S ę[il "f (W3 "1 (X e -x )“ 1d l] dji =

E 3 5 S %  f e  ^

•= £p  g [ f ( j l ) ]  C/\,e-x)” 1d \ b h ( x ) . d

H astępne tw ie r d z e n ie  d a je  dwa w arunki d o s ta te c z n e  i s t n i e n i a  od w rotn oś
c i  p o jed y n czeg o  e lem en tu  a lg e b r y  B anacha.

TWIERDZENIE 2 .9

J e ż e l i  i s t n i e j e  & -  w a r to śc io w a  fu n k c ja  ¥  . zadana w *  ta k a ,  że  
"/ \ *»f ( e )  = e i  j e ż e l i  f  s p e łn ia  je d e n  z  warunków*

( I )  1 ^ S p  [ f  (x )]  ,

( I I )  l | f ( x ) | |  <  1 , 

to  e - x  €  G (£ ) .

D o w ó d .  ( I )  N iech  ( e - x ) ^ G ( j ł ) .  Wówczas 1 6 S p ( x ) .  P on iew aż f ( 1 ) » 1  
( t w ie r d z e n ie  2 . 5 ) ,  t o  1 s f  [Sp(x)] , a w ięc  na mocy tw ie r d z e n ia  2 .7  ( I I ) ,  
H S p  [ ? ( x 3  , co  prow adzi do s p r z e c z n o ś c i  z z a ło ż e n ie m . Zatem (e -x )e G (J ł) .

^ (1 1 )  J e ż e l i  |] f (x ) | |  < 1 ,  t o  na p o d sta w it tw ie r d z e n ia  2 .1  ( I ) ,
e - f ( x ) e G ( f i ) ,  a w ię c  1 ^ S p [ ? ( x ) J .  Zatem z c z ę ś c i  ( I )  tw ie r d z e n ia  w yn ik a , 
że ( e - x ) e G ( 8 ) . D

2 .3 «  P rzyk ład  z a s to so w a n ia  tw ie r d z e ń  o i s t n i e n i u  o d w ro tn o śc i

N ietru d n o  w ykazać, że  z b ió r  w s z y s tk ic h  o g ra n iczo n y ch  op era torów  l i n i o 
wych odw zorow ujących pewną p r z e s t r z e ń  Banacha w s i e b i e ,  z  mnożeniem r o z u -
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mianym jak o  z ło ż e n ie  operatorów  i  z normą równą norm ie o p e r a to r a , tw orzy  
a lg e b r ę  B anacha.

R ys. 2 . 1 .  Schem at uk ładu  ze  s p r z ę -  R ys. 2 .2 .  Schemat uk ładu  z  czasowo  
żen iem  zwrotnym -za leżn y m  wzmacniaczem w to r a e  po*

wrotnym

N iech  na w e j ś c ie  uk ładu  ze  sp rzężen iem  zwrotnym, w idocznego  na r y s .
2 .1 ,  pod aje  s i ę  sy g n a ły  n a le ż ą c e  do pewnej p r z e s t r z e n i  Banacha A. Opera
t o r  X uk ład u  z o tw a rtą  p ę t lą  j e s t  l in io w y  i  o g ra n iczo n y , n a le ż y  zatem  
do pewnej a lg e b r y  Banacha S>.  Związek m iędzy sygn a łam i weljściowym , a  
w yjściow ym  Sg o k r e ś la  rów nanie*

[ i - i ]  ( s 2 ) ■ s 1

g d z ie  I  j e s t  operatorem  tożsam ościow ym . Warunkiem p r z y n a le ż n o ś c i sygna
łu  w y jśc io w eg o  do A j e s t  i s t n i e n i e  o d w ro tn o śc i o p era to ra  I -X . Wsrunpk do
s t a te c z n y  na to  p odaje tw ie r d z e n ie  2 .1  ( I ) .  Ma on jednak stosunkow o n ie 
w ie lk ie  z n a c z e n ie  p ra k ty czn e , bo c h o c ia ż  p r o s t y , j e s t  zb y t r y g o r y s ty c z n y .  
T w ierd zen ie  2 .9  ( I I )  pozw ala z ła g o d z ić  te n  warunek. Można to  pokazać na 
p r z y k ła d z ie  uk ładu  za w ie r a ją c e g o  w to r z e  głównym układ  czasow o n iezm ien 
n ic z y  sch arak teryzow an y  operatorem  s p lo t u  Y o od p ow ied zi im pulsow ej yy  
a w t o r z e  powrotnym w zm acniacz o czasow o zależnym  w zm ocnieniu k ( r y s .2 .2 ) .  
U kład t a k i  o p isa n y  j e s t  równaniami*

J l - X l ( s 2 ) 3  s 1 (2 .1 5 )

e y i  Y (s2 ) ,

g d z ie*

I x ( s ) ]  ( t )  =

J e ż e l i  zb iór;
| | s | |L<jê =̂> e s s s u p |s ( t ) |  , to  s t a j ą  s i ę  one p r z e s tr z e n ia m i Banacha. N iech

P c  b ę d z ie  p o d p r z e s tr z e n ią  c ią g ły c h  sygn ałów  ok resow ych . J e ż e l i
yeL (A ) i  k « P ,  t o  ła tw o  zauw ażyć, że  o p e r a to r  I  o k r e ś lo n y  wzorem (2 .1 6 )  
odwzorowuje L(Jt) w s i e b i e .  Symbolem ( . )  w tym p a r a g r a f ie  oznaczane b ę -

y ( t - S ) k ( * r ) s ( n d f ,  ( 2 . 16 )

j  L(3t) i  L̂ CJL) unormować odpow iednio* [ | s | |w . \ >  1  s ( t )  d t ,



a z ie  p r z e k s z t a łc e n ie  F o u r ie r a . P oniew aż 5> (ll)]*  lT °(jl), w ię c  o p e r a to r  I  
zd efin io w a n y  ró w n o śc ią :

(X)A (a )  -  1 ( S )

odwzorowuje w s i e b i e .  D okonując p r z e k s z t a łc e n ia  F o u r ie r a  równań
(2 .1 5 )  o trzym u je s i ę  rów nania:

&-X] (s2) = s1

= Y (§2 )

róvraoważne równaniom ( 2 .1 5 ) .  ll ie o h  s ^ e l f ^ A ) .  Warunek p r z y n a le ż n o ś c i s 2 i  
ś 3 do £■*(£) j e s t  równoważny warunkowi i s t n i e n i a  o d w ro tn o śc i o p e r a to r a  1 - 2 .  

Funkcje k zadana j e s t  s z e r e g ie m  F o u r ie r a :

+x>o
k ( t )  = 2  ^

n**-oo
+ oo

przy  czym 2 ]  lkn l <- oei •
JJO-OO

Zgodnie z tw ierd zen iem  2 .9  ( I I )  można wybrać f ( x )  = . Bo łatwych p rze 
k s z t a łc e n ia c h  otrzym u je  s i ę :

n GJt

Lx2 (s>3 (j«a) «= y ( j “>) 2  Y [j (w-fnfi)] 2  kn ® [j (®“ (n+n)Q )3  
m n

skąd w yn ik a ją  o sza co w a n ia :

| S ( s ) ]  (jw )| <  |y ( j » ) ]  2 ^ 1  l l§ "lT°(A)*
n

|&2(s)] (j<o)| < 2  \ SUP0 |2 kr-m ljP-mQ)]|r | s [j (<o-rQ)] |.

Stąd otrzym u je s i ę :

-  2 9  -

ll£2 (S)il < 2 l euP 1 2  kr~m ^  D)(w-maa | } t f |  <
r  l « 06” m *

<  ̂ 2  !km 1“ ^! ? ^ C i  («-aall j )( 2  |kr | ) II s || <

<  sup J^(jw)y [j(w-n3a3j ( 2  !*U')2 lisI! -
&>€& 1 z?
ma jf

Zatem, j e ż e l i  s p e łn io n e  są  n ie r ó w n o śc i:

^u| Iy(j«)l 2  lknl <1* (2.17)

sup |$ ( jw )y  Łj(to~mai] | ( T  | k | ) 2 < 1 ,  (2 .1 8 )

to  odp ow iedn io  Ilx || < 1  i  l|x2 || =. | | f ( X ) | |< 1 .  N ierów ność ( 2 .1 7 )  c z y n i za 
d ość  warunkom tw ie r d z e n ia  2 .1  ( I ) ,  a n ierów n ość  ( 2 .1 3 )  warunkom tw ie r d z e 
n ia  2 .9  ( I I ) .

U zyskane w y n ik i zastosow an o  do b ad an ia  s t a b i ln o ś c i  roaw iązań  rów nania  
M athieu:

• • P
s 2 + 2^iś2 + (jł + a )sg  + (1bq c o s 2 t ) s 2 * 3 ., ( 2 .1 9 )

g d z ie  C L (& ). Wówczas:

k ( t )  »  8 q (e 3 2 t  + e~3 2 4 ) .

I s t o t n i e ,  o z n a c z a ją c  p r z e z  -  Y o p e r a to r  ro zw ią zu ją cy  rów nanie

Sg +  £^śg + (j i + a )  s 2 ■ a ,

t j . :

Sg m - Y(a)

doprowadza s i ę  rów nanie ( 2 .1 9 )  do p o s t a c i ;

s 2 -  Y [ k ( . ) a 2 ( . S  -  -  Y(6 1 ) ,



a zatem*

[?(8ji] (.) « y[k(.)a(.)] •

W tym przypadku n ie r ó w n o ść  ( 2 .1 7 )  p r z y b ie r a  p o s ta ć :

(J< 5 (2.20)

a n ieró w n o ść  ( 2 .1 8 )  doprow adza s i ę  do fo r n y s

q < | ® ' | a + ^  ( 2 .2 1 )
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O . O ł
— ' -------------------------r—— ^

0.06
O b s z a *

y *  -

o.os .  N i b t a b u m y

f  G r a s i c a

0.04 ■ /  K r y t e r i u m

/  y x 2#<1
0.O Ó * ” >K  >

0,02 \  /
0,01 G r a n i c a

0B S 2A * K r y t e r i u m  i x | < 1

S t a b i l n y 1 1
1 Z  3  —  

a

R y s. 2 .3 «  G ran ice ob szarów  s t a b i l n o ś c i  rów nania  M ath ieu

Na rysunku 2 .3  pokazano g r a n ic e  s t a b i l n o ś c i  w yznaczone z  k r y te r ió w  
Il£ II <1 (n ieró w n o ść  ( 2 .2 0 ) )  i  lll̂ ll < 1 (n ieró w n o ść  ( 2 . 2 1 ) ) .  D obrze w id o c z 
ne j e s t  o s ł a b ie n i e  d o s ta te c z n e g o  warunku s t a b i l n o ś c i .

2 .4 «  C -w a r to śc io w e  homomorfizmy korautatywnych a lg e b r  Banacha

P o d p r z e s tr z e ń  l in io w ą  J  a lg e b r y  kom utatyw nej S  nazyw a s i ę  i d e 
a ł e m ,  j e ż e l i  $ > jc  J , p rzy  czym j e ż e l i  t o  J  nazywa s i ę  id e a 
łem  w ł a ś c i w y m .

Łatwo w yk azać, ż e j

(a )  żaden i d e a ł  w ła śc iw y  a lg e b r y ^  n ie  s a w ie r a  elem entów  z G(.fl);
(b ) j e ż e l i  J  j e s t  id e a łe m  kom utatyw nej a lg e b r y  Banacha fe , t o  dom knię

c i e  J  ró w n ież  j e s t  id e a łe m .
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I s t o t n i e ,  n ie c h  y «  J  4 £> i  y e G (& ) , wówczas -A . xy  a z e J , skąd w y n i-  A
k a , że »  zy  e j ,  c z y l i  J  = » ,  co prow adzi do s p r z e c z n o ś c i .  J e ż e l i

{ yn }  j e s t  zb ieżnym  c ią g ie m  w J , to  yB- » y f i  J , a z c i ą g ł o ś c i  m nożenia wy
n ik a , że y n — - s y ^ J ,  c z y l i  J t e ż  j e s t  id e a łe m .

W s z c z e g ó ln o ś c i  z (a )  w yn ik a , że  żaden  id e a ł  w ła śc iw y  a lg e b r y  £> n ie  
za w iera  je d n o ś c i*

TWIERDZENIE 2 .1 0

( I )  J e ż e l i  A  j e s t  komutatywną a lg e b r ą  z j e d n o ś c ią ,  to  każdy j e j  ideami 
w ła śc iw y  z a w iera  s i ę  co  n a jm n ie j w jednym id e a le  maksymalnym.

( I I )  J e ż e l i  A  j e s t  komutatywną a lg e b r ą  Banacha, to  każdy j e j  id e a ł  maksy
malny j e s t  d om knięty .

D o w ó d .  ( I )  N iech  J b ę d z ie  id ea łem  w łaściw ym  a lg e b r y  Si , a 
r o d z in ą  w sz y s tk ic h  id e a łó w  w ła śc iw y ch  a lg e b r y  & za w iera ją cy ch  J . R odzina  
Q. j e s t  c z ę śc io w o  uporządkowana w edług r e l a c j i  in k l u z j i .  Z tw ie r d z e n ia  
H auadorfa o m aksym alnościJ ' w yn ik a , że i s t n i e j e  maksymalna podrodzin a  Q2 
r o d z in y  Q1 lin io w o  uporządkow ana. N iech  M o zn a cza  sumę id ea łó w  wchodzą
cych w sk ła d  r o d z in y  Q2 * M j e s t  id e a łe m , co w ynika z lin io w e g o  uporządko
w ania r o d z in y  Q2 * J e s t  o c z y w is t e ,  że  J c S ,  a ponadto U f  , gdyż żaden  
id e a ł  r o d z in y  Q2 n ie  za w iera  j e d n o ś c i .  Z m aksym alności ro d z in y  Q2 w yni
k a , że  M j e s t  id ea łem  maksymalnym w A  .
( I I )  N iech  M b ę d z ie  id ea łem  maksymalnym w A .  Wobec te g o  id e a ł  M n ie  może 
z a w iera ć  elem entów  z G (Jł). Z w niosku  z tw ie r d z e n ia  2 .1  w ynika, że G(A) 
j e s t  otw artym  zb iorem  w & .  Wobec te g o  H ta k że  n ie  zaw iera  żadnego elem en
tu  z G(&). Zatem M j e s t  id ea łem  w łaściw ym  w Jł , a poniew aż M jest maksy
m alny, to  H a M .n
N iech  £l| i  -&> o z n a c z a ją  komutatywne a lg e b r y  Banacha, a f :  b ęd z ie
homomorfizmem, t j . j  c$, |5eCf " o ę f ( x )  + |& f(y ), f  (xy ) = f ( x ) f ( y ) .

Ż b ió r  K e r ( f )  « -^z e S j : f ( x )  a o j- (0  -  zero  a lg e b r y  fi^) nazywa s i ę  
j ą d r e m  homomorfizmu f .  Jądro homomorfizrau j e s t  p o d p r z e s tr z e n ią  l i 
niow ą w Jł.| i  A . K e r ( f )  c  K e r ( f ) ,  zatem  K e r ( f )  j e s t  id ea łem  w ^ .

N iech  J b ę d z ie  domkniętym id ea łem  w łaściw ym  w kom utatywnej a lg e b r z e  
Banacha A , a  3C n ie c h  b ę d z ie  odwzorowaniem &-*■&/J a lg e b r y  £> w p r z e s tr z e ń  
i lo r a z o w ą , t j . : 3 T ( x )  a  x + J . P r z e s tr z e ń  J ł/J  j e s t  p r z e s t r z e n ią  Banacha
w zględem  normy |® ’( x ) |  a i n f  ||x -z || .  W ię c e j , A / J  j e s t  a lg eb rą  Banacha, a

z€ J
odw zorowanie 3T homomorfizmem. (P rzed  udow odnieniem  te g o  w arto  zauważyć, że 
3T(J) = 0 . )  I s t o t n i e ,  j e ż e l i  x - x €  J i  y - y «  J , t o  z to ż s a m o śc i:

X 'y ’ -  Xy a (X '-X)y'+ X (y -y )

Każdy n ie p u s ty  c z ę śc io w o  uporządkowany z b ió r  zaw iera  p od zb iór  maksymal
n y  l in io w o  uporządkowany (dowód z zastosow an iem  pewnika wyboru w pracy
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w ynik a, że  x '  y ' -  xye J i  d la te g o  3T (x'y' ) = ® ( x y ) .  Zatem na f i / J  można w p ro- 
w a d z ić  m nożenie w n a s tę p u ją c y  sposób*

®”(x)3IIy) -  S ttx y ), xcJ&, y s f l .  ( 2 .2 2 )

O czy w iśc ie  p rzy  takim  m nożeniu p r z e s t r z e ń  f i / J  tw orzy  a lg e b r ę ,  a odwzoro
w anie ®* j e s t  homomorfizmem a lg e b r .  Ponadto z o k r e ś le n ia  normy w p r z e 
s t r z e n i  ilo r a z o w e j  w yn ika , że  ||ST(x)|| <  ||x  ||, a zatem  homomojrfizm t e n  j e s t
c i ą g ł y .  N iech  :Łj,x2e .f i  i  fi > 0 .  Z o k r e ś le n ia  normy w p r z e s t r z e n i  i l o r a z o 
wej w ynika, żes

V  1*4 + y J * ! ® ^ ) !  + £ .  i - 1 , 2 .  (2 . 2 3 )
y 1 , y 2 *  J

P oniew aż:

(x 1+y1 ) ( x 2+y2 ) «  * ^ 2  + J ,

to :

lST(x1 x2 )| < fl(x1 +y1 )(x2+y2 )II < !!xi+y.,Hx2+y2ll .

skąd na p o d sta w ie  n ie r ó w n o śc i (2 . 23 ) ,  z e  w zg lęd u  na d ow olność £  , w ynika  
n ierów n ość:

yar(*1 )3t(x2 58 < ll*(x 1 )ll l|W(x2 )l! .  (2 . 24 )

J e ż e l i  e j e s t  j e d n o ś c ią  a lg e b r y  J i ,  t o & ( e )  j e s t  je d n o ś c ią  a lg e b r y
A / J ,  Z n ie r ó w n o śc i ( 2 .2 4 )  w yn ika , że  ||9T(e)]| > 1 ,  a z n ie r ó b ..o ś c i  ||sr(x )||< |lx } |
w yn ika , że  ||ST(e)|| < 1 ,  zatem  |{ST{e)[| 3  1 . Tak w ięc  JB/J j e p t  a lg e b r ą  Bana
ch a .

TWIERDZENIE 2 .11

N iech  3> b ę d z ie  komutatywną a lg e b r ą  B anacha, a A zb iorem  w sz y s tk ic h  
(n iezero w y ch ) C -  w arto śc io w y ch  bomomorfizmów a lg e b r y  3  .

( I )  Każdy id e a ł  maksymalny a lg e b r y  A  j e s t  jądrem  pewnego bomomorfiziBU 
h c A.

( I I )  Jądro każdego bomomorfizmu b e  A j e s t  id ea łem  maksymalnym a lg e b r y  &•
( I I I )  x€G C B )<S=> A  b (x )  * 0 .  

he A
(IV) jt* Sp(x)<S=S> \/ 31= h(x)i 

be A
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D o w ó d .  (Г )  J e ż e l i  U j e s t  id ea łem  maksymalnym w & , wówczas na 
mocy tw ie r d z e n ia  2 .1 0  ( I I )  id e a ł  te n  j e s t  dom knięty ta k , że  -Й/M j e s t  a l 
gebrą B anacha. J e ż e l i  a « f l  i  a^M  j e s t  u sta lon ym  elem entem , to  z b ió r :

J я -|a x + y  : x e f i ,  y e  mJ

j e s t  id ea łem  w A szerszym  n iż  U, poniew aż аяае+O e  J . Zatem Ja A i  d la t e 
go i s t n i e j ą  ta k ie  e lem en ty  x e .f i  i  y e łS ,  że  ax+y ■ e .  J e ż e l i  3C j e s t  odwzo
rowaniem to  Э Г (а Ж х ) з  e ,  a w ięc  każdy n iezerow y  elem ent a lg eb ry
Sb/M p o s ia d a  od w rotn ość . Z tw ie r d z e n ia  G elfanda-M azura w ynika, że i s t n i e 
je  izom orfizm  "i" m iędzy &/M а С .  N iech  h = i*  ST. Y/ówczae h e  Д oraz  
i«^(M ) = i  (o )  = 0 .  C z y li  (ze  w zględu  na m aksym alność Ы) M = K er(h ).

( I I )  J e ż e l i  h e A , to  h"1 (0 )  = K er(h ) j e s t  id ea łem  w A ,  a ze wzglpdu na 
m aksym alność K er(h ) j e s t  t o  id e a ł  maksymalny.

( I I I )  J e ż e l i  x e G (A )  i  h e  A ,  t o :

h (x )b (x “ 1 )=  h(sjx” 1 ) з  h ( e )  з  1 ,

c z y l i  h (x )  i  0 .  N iech  x e G (& ) . Z b ió r -£ a x  : a s  ń j j e s t  id ea łem  w jj& nie za 
w ierającym  e ,  a w ięc  id ea łem  w łaściw ym . Z tw ie r d z e n ia  2 .1 0  ( I )  w ynika, że  
zaw iera  s i ę  on w pewnym id e a le  maksymalnym, a w ięc  zg o d n ie  z te z ą  ( I )  z n i
ka na tym e b io r z e  pew ien  homomorfizm h e  Л • W s z c z e g ó ln o ś c i  b (x )  з  0 .

'•ч.

(1 7 ) S p ( x ) ^ » ( A e - x )  ф G(fi)<=S* \ /  h () te -x )  з  X h (e ) -b ( x )3  1 -Ь (х )зО . O
b e  A

2 .5 «  P r z e k s z ta łc e n ie  G elfanda

N ie c h , ta k  ja k  w p a r a g r a f ie  2 .4 ,  A  b ę d z ie  zbiorem  w sz y s tk ic h  С -  war
to śc io w y ch  bomomorfizmów kom utatywnej a lg e b r y  Banacha A  (  zbiorem  w sz y s t
k ich  fu n k cjon a łów  lin io w o -m u ltip lik a ty w n y c b  zadanych na ) .  Każdy e l e 
ment хе-Й  g en eru je  fu n k c ję  i  : А-»* С o k r e ś lo n ą  n a s tę p u ją c o :

x (h )  -  h ( x ) .  ( 2 .2 5 )

Funkcję x  nazywa s i ę  p r z e k s z t a ł c e n i e m  G e l f a n d a
elem en tu  x e  A  .

Z tw ie r d z e n ia  2 .11  w ynika w zajem nie jed n ozn aczn a  od p ow ied n iość  m iędzy  
id e a ła m i maksymalnymi a lb eb ry  f i  a elem entam i z b io ru  A  , d la te g o  z b ió r  A  

można u to żsa m ić  ze  eb iorem  id e a łó w  maksymalnych a lg e b r y  & .
P r z e c ię c i e  w sz y s tk ic h  maksymalnych id ea łó w  a lg e b r y  -fi nazywa s i ę  r  a -  

d у  к a ł  e m t e j  a lg e b r y , co z a p is u je  s i ę  rad A .A lg e b r a  f i  nazywa s i ę  
p ó ł p r o s t ą ,  j e ż e l i  rad.& 3 { o } .
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N ieci) Cb (a ) b ę d z ie  a lg e b r ą  w sz y s tk ic h  o g ra n iczo n y ch  C -  w artośc iow ych  
f u n k c j i  zadanych na A .

( I )  P r z e k s z ta łc e n ie  G elfanda j e s t  homomorfizmem a lg e b r y  &  na p o d a lg e -  
brę •& a lg e b r y  Cb (A ). Jadro togo bomomorfizmu pokrywa s i ę  z radykałem  a l 
gebry  £> .  P r z e k s z ta łc e n ie  G elfanda j e s t  izom orfizm em  w tedy i  ty lk o  w ted y , 
gdy a lg e b r a  S> j e s t  p ó łp r o s ta .

( I I )  A  & (£) e  S p (x )  i  d ls t e g o s  
xeJ&

IIJII^ - ę ( x )  <  ! U ! I ,

g d z ie ś  sup |x (a )| ,  a x e  radA <=*ę(x) = 0 .

D o w ó d .  ( I )  N iech  x e .f i ,  y e f i ,o ę « C  i  h e A .  Wówczas:

(* x )A (h ) = b(aęx) = aęh(x) «= |óęx] (b ) ,

(x + y T  (h ) -  h (x + y ) = b (x )  + b (y )  «= x ( h ) + ? (h )  * (£ + £ ) (b ) ,

(x y T  (h ) «■ h (x y )  = h ( x ) b ( y )  «= x ( h ) y ( h )  *> ( x # ) ( h ) ,

a w ięc  odw zorowanie x - » x  j e s t  homomorfizmem. Ker [](•)*]»=
A  h (x )  ■ ° }  • Z godnie z tw ierd zen iem  2 .1 1 ,  K er[(.)" '3 =  radA  .  Z k o le i  

bomomorfizm (•  T  j e s t  izom orfizm em  w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy Ker [ ( • )* ]  =

( I I )  Z tw ie r d z e n ia  2 .1 1  (IV ) w ynika, że a c  Sp(x)<=S> \ /  %=> x ( b ) .  Zatem 

c S p (x )* n

TWIERDZENIE 2.12

2 .6 .  Funkc.ie a n a l i ty c z n e  w ie lu  zm iennych w a lg eb ra ch  Banacha i  tw ie r 
d z e n ie  o I s t n i e n i u  o d w ro tn o śc i uk ładu  elem entów  a lg eb ry

N iech  x  * (x 1 , . . . , x B)  ozn acza  uporządkowany skoń czon y  u k ład  elem entów  
kom utatywnej a lg e b r y  Banacha Ji , a SP ozn acza  z b ió r  w sz y s tk ic h  ta k ic h  u -  
kładów (£n = & x . . . x Ą  n r a z y ) .  D z ia ła n ia  dodawania i  m nożenia p rzez  s k a -  
l a r  z C o k r e ś la  s i ę  w B n n a s tę p u ją c o :

oę(xv  + j&(y1 f . . . , y n ) -  f e x 1 + ^ y 1 t . . . ,  c(xn + /} y n )

Ponadto d la  z w ię z ło ś c i  z a p is u  ozn acza  s i ę :

k k
x^ « x 1 1 . . . x nn , x e J in , k e /T 11,
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pod w arunkiem , że i s t n i e j ą  e w en tu a ln ie  e lem en ty  odwrotne, ora z:

*y - (X1y.***»jlay), ŹUC“, y«•&,

xy  •  (x 1 7 1 , . . . , x s y ) ,  x * & n , y s f i .

Z b iór:

S p (x )  a S p (x 1 , . . . , x n ) = jX eC n ł « x ± ( h ) ,  h s d  , 1=1  nj.

nazywa się w i d m e m  ł ą c z n y m  układu elem entów  z s f l n .
Niech & = fin) będaie otwartym polidyskiem w Cn, tj. ...£r

są otwartymi kołami w C , a zbiór określa się następująco:

^  -  ^ x« Sn: Sp(x) c  ftj-

Ą(£i) oznacza algebrę wszystkich C - wartościowych funkcji zadaisych w £n 
analitycznych na £L ze zv/ykłym mnożeniem:

A fg(M -  f(X)g(W.
^ C n

A(fij£) oznacza zbiór wszystkich A - wartościowych funkcji zadanych na 
^  '-takich, że:

f ( W ) " If(X)d%, (2.2|6)
( 2SQ)n Jr

gdzie: .̂«Cn, d ̂.=> .d^•• «dĵ , tffc(SL), t~ <* (Pj,...,Tj,), kontur P^ c 
obejm uje ^ ( A ) ,  i  -  1 , . . . , n .

TWIERDZENIE 2 .1 3

Z b iór  iftrt&o) tw orzy  a lg e b r ę , p rzy  czym odwzorowanie ^ ( f t ) o k r e ś 
lo n e  wzorem' ( 2 .2 6 )  j e s t  izom orfizm em .

D o w ó d .  Poniew aż norma ||(Xe“x ) ”*|| j e s t  o g ra n iczo n a  na T , -to od
w zorow anie & ( O , ) ( O j ? )  j e s t  c ią g ł e  w następ u jący®  sensie:

fn—  f, fn«ft(Q.)=> A  n f n ( x ) - » ? ( x ) .

Z w y ra żen ia  ( 2 .2 6 )  w ynika, że  odw zorowanie &(£L)->-^0ftQ) jest l in io w e .
J e ż e l i  f  j e s t  fu n k c ją  zerow ą, t j .  ta k ą , że A  _ ? ( x )  = 0 ,  to  s to s u ją c

xsJ3g
w zór Caucby’ ego  d la  f u n k c j i  w ie lu  zm iennych otrzym uje s i ę :
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O -  f  <aęe) -  (^>edX -  f  (<*)e

d le  każdego o fc U , m w ię c  f  t e ż  J e s t  fu n k c ją  zerową w & (£ ) . Zatem odwzo
row anie ( • ) ~  j e s t  w zajem nie jed n o zn a czn e .

P o d sta w ia ją c  we w zorze ( 2 .2 6 )  f ( A )  * O i- f i )* ,  j U / ł e C ® .  k e t f “  i  s t o 
su ją c  a -k r o t n ie  tw ie r d z e n ie  2 .5  otrzym u je  s i ę i

N .
Wynika s t ą d ,  że  j e ż e l i  f  i  g  są  w ie lo m ia n a m i: 2  ° fv (^ “|ft) » to  ( f g ) ^ - *

«  „  U Ic 11=0
«= f  g .  Poniew aż z b ió r  w ielom ianów  J e s t  g ę s t y  w m u )  i  jak  pokazano w yżej
odwzorowanie (* )~  j e s t  c i ą g ł e ,  t o  j e s t  ono m u lt ip l ik a ty w n e , to  z n a c z y , że  
j e ż e l i  f ,  g « ^ K ft) , t o  ( f g )  = f  g .  Zatem ifbidfy  je B t  a lg e b r ą , a odwzorowa
n ie  (« )~  izom orfizm em . □

TWIERDZENIE 2 .1 4

J e ż e l i  i  f e A t f t ) ,  t o  f(x)eG (J2>) w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy f ( J l ) ^ 0
d la  każdego S p (x ) .

D o w ó d .  Z tw ie r d z e n ia  2 .1 3  w yn ik a , że d la  dow olnego b e  A 

[ f ( x ) ] A (h ) -  h [ f ( x ) ]  « r (^ e -x )" I ]f(3 .)d 3 L »

-  7 ~ 3 n  Sr t ^ ( b ) ]  -I f[S(h)] ,

g c z ie s  x (b )  -  [S , ( h ) , . . . , 5 n (b )] , zatem  s t o s u ją c  tw ie r d z e n ie  2 .1 1  ( I I I )  
do p o jed yn czego  elem en tu  f ( x )  o trzym u je s i ę »

f ( x )  e  G(&>«=>A  f [ £ ( b ) ]  i  0 « = > A  f ( X )  4 o . n
h e A  t e  S p (x )

N iech  [x] ozn acza  m a cierz  nxn elem entów  kom utatywnej a lg e b r y  Banacha 
A,  k tó r e  tw orzą  u k ład  m fin elem entów  uporządkowanych l e k s y k o g r a f ^ z ^ e ^ .  
N i|c b  d b ę d z ie  fu n k c ją  w yznacznikow ą elem entów  m a cierzy  zadeną aa

St .W  t e o r i i  s t a b i l n o ś c i  układów  w ie lo w e jśc io w y c b  zn a jd u je  z a s to so w a n ie  
n a stę p u ją c e

“ 'U porządkowanie to  j e s t  o c z y w iś c ie  jednym z m ożliw ych .
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TWIERDZENIE 2 .1 5

M acierz  'jjj p o s ia d a  odw rotność w tedy i  ty lk o  w ted y ,gd ys A . d(3.)jt0,

D o w ó d .  N iech  [x] y  »  z ozn acza  uk ład  równań lin io w y ch  z n iew iad o
mym układem  elem entów  y  = ( y . , , . . . , y n ) a lg e b r y  &  . Z t e o r i i  zw yk łej a lg e b 
ry  l in io w e j  w yn ik a , że s

3(x)yi - 2  
d-1

g d z ie  d ( x )  są  odpow iednim i d o p e łn ien ia m i a lg eb ra iczn y m i i  zaw sze n a le ż ą
do Jł , gdyż fu n k c je  d są  w ie lom ian am i. Zatem z tw ie r d z e n ia  2 .1 4  w ynika,
że  d (x )  G G(&)<S=> A  d(X ) 4 O .n  

X s S p (x )

Uwaea» w z a sto so w a n ia ch  c z ę s t o  b ę d z ie  opuszczan y  znak ~  nad fu n k cją  f ,  
j e ż e l i  ty lk o  n ie  b ęd z ie  to  p ro w a d ziło  do n iep orozu m ień .



3 . KOIJKRETira KOSIUTATYWUS ALG EBRY **mnftą

3 . 1 .  biH +) Jako a lg e b r a  Banacha 

Z n ie r ó w n o śc i:

X  nU(n)+y(n)l<ii 2  |x(a)| + 2  iy(n)|, ne/“,U nil =0 В n||=0 |j n||=0 +

g d z ie :  x ,y € L (ff^ ) w yn ik a , że  J e s t  p o d p r z e s tr z e n ią  l in io w ą .  J e ż e l i  w
LQr^) o k r e ś l i ć  norm ę:

IIх II = 2  |x(n)| (3.1)I n |=0

to  s t a j e  B ię ona p r z e s t r z e n ią  B anacha. I s t o t n i e ,  w s z c z e g ó ln o ś c i  z tw ie r 
d zen ia  1 .1  w yn ik a , że  p r z e s t r z e ń  L(JT+) i  p r z e s t r z e ń  L00^ “ ) z normą:

II * II = sup |x(n)|
U

пел

są  w zajem nie sp r z ę ż o n e , a tym samym o b ie  s ą  z u p e łn e .
M nożenie (w ielow ym iarow y e p lo t )  o k r e ś lo n e  wzorem

x y (n )  = 2  x (n -m ) y(m ) ( 3 .2 )
mc*“

j e s t  odwzorowaniem R z e c z y w iśc ie  d la  x,yeL G r“ ) zach o
d z i n ieró w n o ść :

2  l*y(n)| = 2  I 2  *(n-m)y(m) I ^ 2  |у(ш)| 2  |x (n -m )| =
г * / 1 т Г /  ш е /  n c / 1

= 2  |x(n)l 2  |y(m)| ,
n T /  ■ m * /

a ponadto Д  xy(m) = 0. Stąd “też wynika, że:

M  < 1*1 НуU •
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N ietru d n o  sp ra w d z ić , że  m nożenie ( 3 .2 )  j e s t  łą c z n e ,  lin io w e  ze w zględu  
na każdy czy n n ik  z osob n a , o raz  r o z d z ie ln e  i  przem ienne z mnożeniem przez  
l i c z b y  z e s p o lo n e . W LC/T )̂ i s t n i e j e  Jed n ość:

e (n ) { d la  n = ( 0 , . . . , 0 )  

d la  n ^ ( 0 , . . . , 0 )

d la  k tó r e j  l|e ||=  1 . '*f dodatku nm ożenie j e s t  kom utatywne.
Zatem p r z e s tr z e ń  L(ilT^) z  normą ( 3 .1 )  i  mnożeniem (3 * 2 ) tw orzy komuta— 

tywną a lg e b r ę  Banacha.
H iech  £  -  (£■]»••• b ę d z ie  n astępującym  układem elem entów  a lg eb ry

L ( # .

1 d la

S-l (n) » -j
d la

Г 1 dla
S2M  -  ]

1 ° dla
***

Г 1 dla
£ M(n ) = •{

1 ° dl« » s t a ły c h  n « / 1.

Każdy lin io w y  fu n k c jo n a ł zadany na K ff* )  o k r e ś lo n y  j e a t  w yrażeniem :

h (x )  -  2  H (n )x (n ) , (3 * 3 )

g d z ie :  H e l* °C * * ). J e ż e l i  x , y s l ( ^ ) ,  t o i

Jj(xy) = 2  2  H (n+m )x(n)y(m ),
4 “ m e /

skąd w ynika, że  fu n k c jo n a ł te n  j e s t  m u ltip lik a ty w n y  w tedy i  ty lk o  w ted y ,1 
gdy H s p e łn ia  rów nanie fu n k c y jn e :'

H(n+m) = H (n)H (m ), n ,m « /f“ .

Jedynym rozw iązan iem  te g o  rów nania w 1  Cif*) j e s t  r o d z in a :

H(a) - X a , X e ^ ! M t ngrf“ ,



g d z ie*  К ̂  ^  Т» i * 1 * • • • * j e s t  jednostkowym  domkniętym ро~
lid y sk le m  w С . I s t o t n i e ,  n ie c h  X ® C M le ż y  poza p o l id y s k ie a  K M, t j .  d la  
pewnego i ,  |X j  > 1* J e d n o c z e śn ie  Ь ( ^ )  = %^, skąd М е -Я ^ 1^ )  * 0 .  Jednak
że < 1 > w iec  na mocy tw ie r d z e n ia  2 .1  ( I )  e-%T1 Jx,(trtT̂ )J ,
co p o z o s ta je  w s p r z e c z n o ś c i z tw ierd zen iem  2 .1 1  ( I I I ) ,  k tó r e  mówi, że 
h (e -^ " 1 fi. ) f  0 .  Zatem każdy lin io w o -m u lt ip lik a ty w n y  fu n k c jo n a ł n zadany  
na L(jfИ) t a k i ,  że

h (x )  «  2  ^ х Ы )

można u to żsa m ić  z określonym  punktem %eKM, przy  czym c a ły  jed nostkow y  
dom knięty p o lid y s k  w yczerp u je  c a ły  z b ió r  ta k ic h  fu n k c jo n a łó w . Tak w ięc  
z b ió r  Д w sz y s tk ic h  С -  w artośc iow ych  homomorfizmów a lg e b r y  L(Jlf^) można 
u to żsa m ić  z p o lid y sk ie m  K la.  C z y li  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda e lem en tu  
x e  ша p o s ta ć :

x (X ) = h (x )  = 2  Xnx ( n ) ,  X e K M. ( 3 .4 )

п*ДМ

P oniew aż:

K er( - Г  = { * €  L(JT^): Д  Ш )  -  o |  .  { o } ,

Х е й “

w ięc  na mocy tw ie r d z e n ia  2 .1 2  ( I )  a lg e b r a  j e s t  p ó łp r o s tą ,  a zatem
p r z e k s z t a łc e n ie  G elfan da j e s t  izom orfizm em . P r z e k s z ta łc e n ie  odw rotne dane 
j e s t  w yrażeniem :

x (n )  .  i j -  x ( n ) ( 0 ) t a e j f “  . ( 3 .5 )

Łatwo zauw ażyć, że  p o tęg a  sp lo to w a  ksiff^ uk ład u  £  r e a l i z u j e  op era 
c j ę  o p ó ź n ie n ia :

[£ kx] (n )  «« 1 х Й  (n )  »  x ( n - k ) ,  

a zatem  każdy e lem en t x e Ł ( t f “ ) można p r z e d s ta w ić  w p o s t a c i :
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x = 2  x ( n )  * “ - * ( £ ) . ( 3 .6 )
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3 .2 .  L(Jl“ ) jak o  a lg e b r e  Banacha

Z u p e łn ie  pod ob n ie można w ykazać, że p r z e s t r z e ń  l(Sl® ) z normą:

11*11 -  5  d t 
A *

i  mnożeniem:

x y ( t )  -  f  x (t~ Ł )y (fr )d ?

tw orzy komutatywną a lg e b r ę  B anacha. A lgeb ra  ta  n ie  p o sia d a  je d n o ś c i ,  a le  
zaw sze można t ę  je d n o ść  d o łą c z y ć  za pomocą p rocedury  o p is a n e j  Ina początku  
p a ra g ra fu  2 .1 .

Dowolny l in io w y  fu n k c jo n a ł na 1(&+ ) zadany j e s t  w yrażeniem :

h ( x ) = 5  H ( t ) x ć t ) d t  ( 3 .7 )
* »

g d z ie :  H e I * f l l J ) .  J e ż e l i  x ,y e L (J l® ) ,  t o :

h (x y )  ■ f  f  H (tn 3> x(t)y (Z )d t d t .

c z y l i  fu n k c jo n a ł te n  j e s t  m u ltip lik a ty w n y  w tedy i  ty lk o  w tedy, gdy H s p e ł 
n ia  rów nanie fu n k cy jn e :

B (t+ £ )  = H ( t )  H(ST), t ,T e  31“ .

Jedynym rozw iązan iem  te g o  rów nania w L (J“ ) j e s t  r o d z in a :

H ( t )  -  %t , X « R M, t e  J l “ .

Zatem i  w tym przypadku każdy C -  w a rtośc iow y  homomorfizm a lg eb ry  L(ft^) 
można u to żsa m ić  z  określonym  punktem X eR “ , a z b ió r  A w sz y stk ic h  ta k ich  
boaomorfizmów z jednostkowym  domkniętym p o lid y sk ie m  R®» TBk w ięc  p rze 
k s z t a łc e n ie  G elfanda elem en tu  x e  li(3t“ ) ma p o s ta ć :

x (X ) =■ h (x )  -  J  X t x ( t ) d t ,  %«R“ .  ( 3 .8 )
a M



Także i  tym razem K er(* )A «• { o }  (g d z ie  O j e s t  fu n k c ją  zerow ą, t j .  z n ik a ją 
cą w sz ę d z ie  za w yją tk iem , być m oże, z b io r u  m iary z e r o  w &K) .  A lgeb ra  
LCR,̂ 1) t e ż  j e s t  8 lg e b r ą  p ó łp r o s tą ,  a w ię c  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda j e s t  
izom orfizm em . J e ż e l i  p o d sta w ić :

X ° [ex p (-<».,) , . . . , e x p (-<>M2 3  exp ( - 6 ) ,  (3.9)

g d z ie ś  G l e ż y  w praw ej d om k n ięte j m u l t ip ła s z c z y ź n ie ,  t j .  Re <Ŝ  >  O 
( i = 1 , . . . , M ) ,  to  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda (3 * 8 ) p r z e c h o d z i w w ielow ym iaro
we p r z e k s z t a łc e n ie  L a p la c e ’ a .  Odwzorowanie (3 » 9 ) p r z e k s z t a łc a  jed n ostk ow y  
dom knięty p o lid y s k  w prawą dom kniętą m u lt ip ła s z c z y z n ę .

W yrażenie (3 * 6 ) n ie  p o s ia d a  od pow iednika w a lg e b r z e  nożna mu
jednak nadać s e n s ,  j e ż e l i  <5= ( £ - , , . . .  ,6 ^ )  uznać za  uk ład  odpow iednich  
d e lt a  -  d y s t r y b u c j i ,  sym bol S* po trak tow ać jak o  d e l t a  -  d y s tr y b u c ję  
op óźn ion ą o t €  StF, a symbol x ( S )  jak o  odpow iedn i s p l o t .  Wówczas i s t o t n i e  
otrzym a s i ę  x  = x ( £ ) .

3«3* ‘S ta b i ln o ś ć  lin io w y c h  układów w ielow ym iarow ych

W p a r a g r a f ie  1 .1  u tożsam ion o  z a g a d n ie n ie  s t a b i l n o ś c i  z  warunkiem i s t 
n ie n ia  o d w ro tn o śc i e lem en tu  a lg e b r y  B anacha. N iech  odpow iedź im pulsow a  
"z" f i l t r u  cy frow ego  w ielow ym iarow ego b ę d z ie  ułamkiem sp lotow ym i

z = y x - 1 1  x , y e  LClT^).

Warunkiem koniecznym  i  d osta teczn ym  s t a b i l n o ś c i  f i l t r u  j e s t s  z « L ( ^ ) < = >  
x €  O .fctflJ)] .  Z tw ie r d z e n ia  2 .1 1  ( I I I )  i  z rozw ażań przeprow adzonych w pa
r a g r a f ie  3 .1  w ynika, że warunek t e n  aa  p o s ta c i

A  „  *(*) ł o
X eR

J e ż e l i  x e L 4 ff“ ) j e s t  o d p ow ied zią  im pulsow ą układu  z o tw a rtą  pęt]ą s p r z ę 
że n ia  zw rotn ego , to  u k ład  z zam k n iętą  p ę t l ą  j e s t  s t a b i ln y ,  gdy* 
( e - x )  e  G &.(«ff^)] , c z y l i  gdys

A  *(*) * 1»

O g ó ln ie j ,  można rozp atryw ać  H -  w e jśc io w y , M -  wymiarowy u k ład  ze
sp rzężen iem  zwrotnym w idoczn y na  r y s .  3*1» [x] ozn a cza  HxN -  m acierz  od
p o w ied zi im pulsow ych u k ład u  o tw a r te g o , g d z ie  x  j e s t  układem  N2 elem entów  
z Liff^) uporządkowanych le k s y k o g r a f ic z n ie .  S y g n a ły  s ^ , ( i » 1 , . . . , B )  n a le ż ą

-  4 3  -

O '

- f

C O

R ys. 3 * 1 . W ie low ejśc iow y  u k ład  
z e  sp rzężen iem  zwrotnym

do i r u f " ) .  ZwiąsSek m iędzy układem s * 
m ( e 1 , . . . , S j I) sygnałów  w ejściow ych  a 
układem s' * ( , . . . ,  a'H) sygnałów  od
c h y łe k  dany j e s t  równaniems

(B e -  [x] )s/ = b

g d z ie :  E jest zw ykłą m acierzą  jed n o stk o 
w ą, a i lo c z y n  j e s t  mnożeniem m a c ierzo -  
wo-splotowym. Układ sygnałów  odchyłek  
n a le ż y  do wówczas, gdy ma
c ie r z  E e- [x] p osiad a  od w rotn ość . Na 
mocy tw ie r d z e n ia  2 .1 5  ma to  m ie jsc e ,  

gdy:

A  d(X) i  0 , 
X *  S p (x )

g d z ie :

c z y l i :

S p (x )  \  -  M 3 0 * 1=1............ *2}  *

A  d[i1 (x), i 2 (x),..., Y < * ) ]  * °- (3.10)

X«K‘

g d z ie :  d j e s t  fu n k c ją  wyznacznikow ą m acierzy  E - [ . ] .  S yrażen io  ( 3 .1 0 )
d a je  w ię c  o s t a te c z n y  warunek k o n ieczn y  i  d o s ta te c z n y  s t a b i ln o ś c i  BIBO 
w ie lo w e jśc io w e g o  w ielow ym iarow ego uk ładu  ze  sp rzężen iem  zwrotnym. Na przy

k ła d , j e ż e l i :
r  X1 V j

L x 3

t o

dtt)
1- V, -X,

t ~ h  1“x4

i  warunek (3 * 1 0 ) przyjm uje p o s ta ć :

» ~ ^ 2 S  “ +

A V*) **(x) - *3™  " 41(%) " + 1 * °x«RM
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Z astosow an ie  z n a jd u ją  ta k ż e  fu n k c je  n iew ym iern e , o czym św ia d czy  n a e tę -  
p o ją cy  p r z y k ła d . Można rozp atryw ać jednorodny u k ład  o param etrach r o z ło 
żonych pokazany sch em a ty czn ie  na r y e .  3 .2 ,  na którym  y ( ^ )  i  y ( £ )  e  LCT®) 
o zn a cza ją  od p ow ied zi im pulsow e Bkładowych odcinków  układu  o d łu g o śc ia c h  
odpow iednio 5 i j ,  s  y (ę + 1?) j e s t  od p ow ied zią  im pulsow ą c a łe g o  od cin k a  o 
d łu g o ś c i  |  + ę 5

Syn samym o k r e ś lo n a  z o s t a j e  pewna- fu n k c ja  y  t  —*-LG/rJJ)
s p e łn ia j ą c a  rów nanie fu n k cy jn e !

*- t *
n
U W  |

'-------w
y<t *y)

R ys. 3 * 2 . Od
c in e k  układu  
o param etrach  

ro z ło ż o n y c h

p rzy  czym y ( 0 )  
s t a c i :

y (£ + ? )  = y ( f ) y ( ? )  ( 3 .1 1 )

e .  Równanie to  można doprow adzić do p o-

~ [y(^+?)-y(p] “ y ( p  ^[y(?) ” e] ,

k tó r e  po p r z e j ś c iu  granicznym  ?-*- 0 p r z e c h o d z i w rów nanie  
ró żn iczk o w e w

y' (|) = y(|)z

g d z ie ś

(^ C?(?) - e] ) o

j e s t  określonym  elem entem  z IG/T^) (za k ła d a  s i ę ,  że t a k i  e lem en t i s t n i e j e ) .  
Wobec teg o  jedynym rozw iązan iem  rów nania ( 3 .1 1 )  w I(Jf^) j e s t  fu n k c ja :

y (£  ) = e x p (^ z ) ,  a+ .

Elem ent y  (^ ) € Ł4fT^) j e s t  w ię c  od p ow ied z ią  im pulsow ą od cin k a  o d łu g o ś c i   ̂
i  o k r e ś lo n e j  tw o rzą ce j in f in i t e z y m a ln e j  z .  Ha p r z y k ła d , o d p o w ied zią  im
pulsow ą układu o tw a rteg o  z rysunku 3*3 j e s t  x 2 e x p (x 1 ) ,  g d z ie  x 1 , x 2 «

Zatem warunek s t a b i l n o ś c i  uk ład u  zam k n iętego  
przyjm uje p o s ta ć sexpfxf)

a

/ \ _  x 2 (%) exp [ i 1 (Xil ^ 1.

R ys. 3 * 3 . P rzyk ład  układu  
o param etrach ro z ło ż o n y c h  
ze sp rzężen iem  zwrotnym

% e K “
Z rozw ażań przeprow adzonych w p a ra g ra f i  0 3*2  
w yn ik a , że w s z y s tk ie  w y n ik i d o ty c z ą c e  s t a 
b i l n o ś c i  p rzen o szą  s i ę  bez zm ian do a lg e b r y  
L № “ ).
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3*4» A lgeb ra  & sygnałów  w ielook resow ych

H iech  g d z ie  -9 = (-^ , . . .  ,-Jjj)e JT® oznacza  z b ió r  w szy stk ich  syg 
nałów  z okresow ych względem w sz y s tk ic h  sw oich  indeksów , przy czym
o k res  «rzględem in d ek su  ^  równy j e s t  t j . s

G/f®)** "i x ® L GfT®): x(n^ ,...,n^— • . . ,n^j)—x(n^ ,..«,n^, •.. ,H|g)•

,m| .n e d T

i=1 ,...,1

Z b iór t e n  z normąJ
- ? - I

I!x|| 3 2  lx M  * (3. 12)
n=0

i  mnożeniem:
s -9-1

[xyj (n ) = 2  x(n~m )y(m ); n,m c  S!W‘ ( 3 .1 3 )
n=0

tw orzy komutatywną a lg e b r ę  Banacha. R z e c z y w iśc ie , n ie tru d n o  j e s t  wykazać, 
że z normą o k r e ś lo n ą  rów n ością  ( 3 .1 2 )  p r z e s tr z e ń  ) j e 3 t  zu p e łn a .
J e ż e l i  o zn a czy ć:

^  “ (0, . . . ,"?^,0f.. .,0),

to  z ró w n o śc i!
9-1 -9+^-1

x y ( n - ^ )  = 2  x ( n - ‘5L-m )y(m ) => 2  x ( n - p ) y ( p - ^ ) =

Am=0 p*

-?+V I o-i2 x (n —p )y (p )  » 2 x (n - p )y (p )  = x y (a )
p=0

_  a e  df® _ _ .
wzorowaniem $ . j ( d T ® ) x '—#$(fl,M) .  Ponadto d la  dow olnego a s j f z a c h o d z i :

Md la  dow olnego n  6  df i  p rzy  każdym i - 1 , . . . ,M w ynika, że  mnożenie j e s t  od-
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9-1 O -I 9-1 9-1

[x(ya3 (a) ■ 2  x(n”k) 2  y(k-o)a(ia) ■ 2  2  *(n-k)y(k-m) ■
k=0 a=0 m<=0 k»0

? - I  >?-I-m -5-1

-  2  z 2  » (n -m -p )y (p )  = 2  x y (n -o )z (m )  ■ B x y )z ]  (m ),
EJ=0 p=—12 m a O

e w ięc  m nożenie j e s t  łą c z n e .  J e s t  ono t e ż  l in io w e  ze  w zg lęd u  na każdy  
czyn n ik  o raz  r o z d z ie ln e  i  przem ienne z  mnożeniem p r z e z  l i c z b y  z e s p o lo n e .  

Ma m ie js c e  n a s tę p u ją c e  o sza co w a n ie :

0 -1  9 -1  -9-1 9 - 1

M  = 2  | 2  3ty(n-m)y(m) j 4  2  2  lx (n~®)| ly(®)l “
n«=0 m=0 n=0 m=0

<?-I t - l - m  9 - 1  9 - 1

= 2  |y(ni)! 2  lx(p)l = 2  1*^1 2  = lx lff y II •
m « 0  p * s -» G i p r = o  m = 0

Elementem n eu tra ln ym  ze w zg lęd u  na m nożenie j e s t  w

1 d la  n  e  (k^ ^  f ̂ 2 ^ 2 * • •  • » *  • • • »
e (n ) 1»

0 d la  p o z o s ta ły c h  n e  iff .

W idać, że IIeII = 1 . N ietru d n o  zauw ażyć, że m nożenie j e s t  p rzem ien n e . Zatem 
(jfU) j e s t  komutatywną a lg e b r ą  .Banacha.
F u n k cjon a ł l in io w y  w o k r e ś lo n y  j e s t  w yrażen iem :

9 -1
h (x )  = 2  H (n )x (n ) ,  n c  JfU*

n=0

Z ró w n o śc i:
9 - 1  9 -1

b (x y )  = 2 2  H (n + a )x (n )y (m )  
n=0 m=0

w ynika, że h j e s t  fu n k cjon a łem  lin io w o -m u ltip lik a ty w n y m , j e ż e l i  fu n k c ja  H 
s p e łn ia  rów nanie fu n k cy jn e :

H(n+m) = H (n ) B (m ), n,meJTM.

f.

Ponadto fu n k c jo n a ł h m usi b yć  n ie z m ie n n ic z y  w zględem  o p e r a c j i  o p ó źn ien ia  
sy g n a łu  o T i ,  i« 1 , .* * ,M , co ma m ie jsc e  w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy HefyOf85) .  
Z k o l e i  jedynym  rozw iązan iem  rów nania fu n k cy jn ego  w > £ $ ( / )  j e s t  ro d z in a :

H(n)-Xn, %«{ć(p), 0 < p < * - I ,  p c t f “ } - « *

g d z ie i

b  *  C®, £ i  a e x p (j  tj-Ó*

Z biór sk ła d a  s i ę  ze sk oń czon ej l i c z b y  punktów rozm ieszczon ych  r e g u la r 
n ie  na p o lio k r ę g u  jednostkowym  9 K M. Każdy' C -w artośc iow y  homomorfizn h 
można u to żsa m ić  z punktem a z b ió r  A w sz y s tk ic h  ta k ic h  hom oraorfiz-
mów ze zb iorem  6 $  . P r z e k s z ta łc e n ie  G elfanda o k r e ś lo n e  j e s t  wzorem:

9 - 1
x(%) = h (x )  » 2  it"  ś o  ( 3 .1 4 )

n=0

P on iew aż:
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w ię c  z g o d n ie  z tw ierd zen iem  2 .1 2 ( 1 )  a lg eb ra  #jU fM) j e s t  a lg e b r ą  p ó łp r o s tą ,  
a p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda j e s t  izom orfizm em . P r z e k s z ta łc e n ie  odwrotne da

ne j e s t  wzorem:

: (n )  » 2  X ’ n i(5£). (3 .15)
*

N ietru d n o  j e s t  sp raw d zić  s łu s z n o ś ć  wzoru (3 » 1 5 ) p o d sta w ia ją c  &(%) z ( 3 .1 4 )  

i  doprow adzając do to żsa m o śc i*
N iech  sym bol 3 ^ (JfM) ozn acza  z b ió r  (tfM) ,  l e c z  z  odm iennie o k reślo n ą

normą:

||x'li -  supjj |x'(n)l 
nejt

i  zwykłym mnożeniem:

x^ x 'gtn) -  (n )xg  (n)*

U « / 1

Łatwo w ykazać, że  J ^ (((^ ) ró w n ież  j e s t  a lg e b r ą  Banacha. Z w yrażeń (3 * 1 4 ) i  
(3 * 1 5 ) w yn ik a , że  odwzorowanie x S jtx ' , xecfy(/TM) ,  x'«^Wf“ ) o k r e ś lo n e  wzora

mi*
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9 - 1
*' (й ) = 2  («(ПЬ Р х (р)

р=0
(3 .1 6 )

9-1

x(n) = i  2  (ć(p))_n х' (р)‘ ( 3 .1 7 )
р=0

j e s t  izom orfizm em  a lg e b r y  na  5 > V ) .

Ważną r o l ę  odgrywa u k ład  LU= (U-lj, . . .  ,11^) elementów algebry (,|fM) ta
kich, ż e t

m ,( n )

Ш 2 (n)

Ш М (п) i:

1 d la  n «= (l+ i-S j , 0 , . . .  , 0 )

MO d la  p o z o s ta ły c h  n c t f

d la  n = (0 .1 + i^ 2 > 0 , . . . , 0 )

0 dla pozostałych n s J f U

d la  n = ( 0 , . . .  , 0 , 1+i>?jj) 

0 d la  p o z o s ta ły c h  n e ^ 1*5,

g d z ie :  lefl.  N ie tru d n o  przek on ać s i ę ,  że e lem en t UJ^, 0  < k < 9-1 j k * ^ M r e 
a l i z u j e  o p e r a c ję  o p ó ź n ie n ia :

[uA:J (n) = х(ы-к)

i  d la te g o  każdy e lem en t х ъ ф у У Р )  można p r z e d sta w ić  w p o s t a c i  szeregu skoń
czon ego :

9 - 1

х  e 2 1  * ( * )  Шп -  i ( U l ) .  ( 3 .1 8 )
П=0

n a jp r o s t s z ą  d z ie d z in ą  za sto so w a ń  a lg e b r y  i*$(|f^) j e s t  t e o r i a  HŁTISDS po
budzanych sygn a łam i w ie lo o k reso w y m i. Odpowiedź im pulsow a układ u  e lem en ta r 
nego j e s t  elem entem  3>j O znacza t o ,  że o p e r a to r  u k ład u  e lem en ta rn eg o
j e s t  operatorem  s p lo t u  (3 .1 3 ) sy g n a łu  w e jśc io w eg o  s  z  o d p o w ied zią  im
pulsow ą x ;  P ( s )  = х а , i « ^(^Г®). O p erator P można trak tow ać  jak o  odwzo
row an ie J*oWM) r lu b  t e ż przy  czym za  każdym r a 
zem m nożenie n a le ż y  ro zu m ieć  w s e n s i e  o k r e ś le n ia  (3 .1 3 ) .

J e ż e l i  odpow iedź im pulsow a "z" w ielow ym iarow ego f i l t r u  cyfrow ego j e s t  

ułamkiem splotow ym :

z -  y  x ” 1 , x fyeJ>»W“ ) ,

t o  o p e r a to r  P f i l t r u  odwzorowuje ) w tedy i  tylko w tedy,
gdy ( tw ie r d z e n ie  2 .1 1  ( I I I ) ) :

A  *(*) j, 0. (3.19)

P od ob n ie , ja k  to  rozw ażano w p a r a g r a f ie  3 -3 ,  j e ż e l i  x e  jest od
p o w ied z ią  im pulsową układu  z o tw artą  p ę t lą  sp r z ę ż e n ia  zwrotnego, to ukiad 
z zam kniętą  p ę t lą  odwzorowuje w s i e b i e  wtedy i  tylko wtedy, gdy
e - i e G  [ĄUf®)] , c z y l i ,  gdy:

£(*) 5» 1- (3.20)
%«r6^

W reszc ie  u k ład  w ie lo w e jśc io w y  pokazany na rysunku 3*1» gdzie
x «  1,2, p r z e k s z ta łc a  u k ład  sygnałów  s ^ e  w układ sygnałów
s ^ «5 (JT21) ( i = 1 , . . . , N )  w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy:

A  d [J 1 (%), 2 , « ) ...........x , « ) ]  * 0 , ( 3 .2 1 )
X ®  £-9 u

g d z ie :  d j e s t  fu n k c ją  w yznacznikow ą m acierzy  E -[*!• Warunki (3.19),
(3.20) i  (3 * 2 1 ) można in te r p r e to w a ć  jako u o g ó ln ie n ie  warunków rezonanso- 
w ych, w edług k tó ry ch  uk ład  r e a l i z u j e  odwzorowanie (Jf ‘ ) w siebie wtedy 
i  ty lk o  w ted y , gdy n ie  p o s ia d a  on w ła s n o ś c i  rezonansowych dla określonego
m u ltio k r e su

N iech  d la  p rzyk ład u  dwuwymiarowy f i l t r  rekursyw ny o p isa n y  b ęd z ie  dwu

wymiarowym równaniem rekurencyjnyra:

s 2 (n1 ,n 2 ) = - s ^ n ^ .J łg )  + 2 s 2 (n 1- 1 ,n 2 )  + s 2 (n .,,n 2- 1 ) ,  ( 3 . 22 )

gdzie: j e s t  sygnałem  w ejściow ym , a s 2 - sygnałem wyjściowym.
N a leży  o k r e ś l i ć  odpow iedź f i l t r u  na jednostkow y sygnał wejściowy s1 =» e, o 
o k r e s ie  >? « (>?.,,O g) “ ( 5 , 4 ) .  Równanie ( 3 .2 2 )  można zapisać w równoważnej
p o s t a c i :

Bg " —s^ + (2LU^ + ^ 2 ^ s 2

skąd:
Bg ■ (2 ULlj + LU2 - e)”1 s.,.

- 49 -
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Zatem odpow iedź im pulsow a f i l t r u  ma p ostać*

x  -  (2UJ1 + LU2 -  e ) ” 1 .

P r z e k s z ta łc e n ie  G elfan d a  e lem en tu  x  ma w ię c  p o s ta ć :

- ?Y, + \ 2 -"T*

Poniew aż w y ra żen ie  2X, + %2 -  1 n ie  z n ik a  na z b io r z e  ^ 5 4 )* S ^ z ie  fcj ■

■ e x p (j  * exp ( j  ^ ) ,  f 2 " ex p ( j  %Ę) = j ,  zatem  x e  f y U f 2 )-  S to s u ją c  

odw rotne p r z e k s z t a łc e n ie  G elfan d a  o k r e ś lo n e  wzorem ( 3 . 1 5 )  o trzym u je  s i ę *

4 3 ^” ^1n 1 “k2n £-n< -n, . 4 ^ t 1 • c * *

* T

x(nr n2)“ 77?: 2  1 %2 2 £(*1.VE 2  2  "Ł'■ -fc"2-
%*<?( 5 ł 4 )  k* =0 k2.0  +*2 -  1

K ładąc s ^ e ,  o trzym u je  s i ę  82 « x .
u  y

H iech T * (?^ »•«* » T |j ) e il+ , a ^ ( J t  ) ozn a cza  z b ió r  sygn a łów  w ie lo o k r e -  
sowych zadanych n a J lM, t j . *

(^J)=|xeL00(Jl,I)t X (t1,...,ti-l'i.... tM ) = x(tv ...,ti.....tM ),

i » 1 ,» •  • .

P o stęp u ją c  a n a lo g ic z n ie  jak  w przypadku SjWf*1) można w ykazać, że  z b ió r  
CJt*“) z normą*

T
II x || * C |x ( t ) |  d t ,  te J * M 

Jo
i  mnożeniem splotow ym :

T
[xy] ( t )  -  ^ x (t -? )y (J T )d £ , t . S e i t 11,

tw orzy komutatywną a lg e b r ę  B anacha. A lgeb ra  ta  n ie  ma j e d n o ś c i ,  a l e  moż
na t ę  je d n o ść  d o łą c z y ć  za pomocą procedu ry  o p is a n e j  w p a r a g r a f ie  2 . 1 .  

Dowolny fu n k c jo n a ł l in io w y  w J ^ O ^ 8) o k r e ś lo n y  j e s t  wzorem:

T
b (x )  ■ ^ H ( t ) x ( t ) d t ,  t « A M.w . J
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T 5?
b ( x ,y )  “ |  ^ H ( t + t ) x ( t ) y ( S ) d t  d£

w ynika, że b j e s t  fu n kcjonałem  m u ltip lik atyw n ym , j e ż e l i  fu n k cja  H s p e ł 
n ia  rów nanie fu n k cyjn e*

H (t+ £ ) » H ( t )  h ( D ,  t , r c & M.

Także i  tym razem fu n k c jo n a ł h musi być n ie z m ie n n ic z y  względem o p e r a c j i
o p ó ź n ie n ia  sy g n a łu  o T,. = ( O , . .  . ,T ,  , 0 , . . .  , 0 ) ,  i = 1 , . . . , M ,  co  ma m ie jsc ew
w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy Hg-P-CR, ) .  B atom iast jedynym rozw iązaniem  równa-M J-
n ia  fu n k cy jn ego  w ) j e s t  rod zin a*

H ( t ) = % t , X e | £ ( n ) , n € jr M} < . t f T,

g d z ie*

6 ■ (£ .j, « . . ,Ć } j )e  CM, ^  ■ exp ( j  Ę r ) ,

Z biór b m sk ła d a  s i ę  z p r z e l ic z a ln e g o  układu punktów rozm ieszczonych
—-1:1na p o lio k r ę g u  jednostkowym  3K • Z b iór A w sz y s tk ic h  C -w artościow ych  h o -  

momorfizmów a lg e b r y  J»T(3lM) można w ięc  u tożsam ić  ze zbiorem  t»T, a prze
k s z t a łc e n ie  G elfanda o k r e ś la  wzór*

3?
x (X ) = h (x )  n  ̂ %t  x ( t ) d t ,  (3*23)

0

A lgeb ra  t e ż  j e s t  p ó łp r o s ta , poniew aż K er(* )A » { o } .  Zatem p rze
k s z t a łc e n ie  G elfanda j e s t  izom orfizm em , a p r z e k s z ta łc e n ie  odwrotne dane 
j e s t  w yrażeniem :

x ( t )  ^  %~l  *<%). « * * •  (3 .2 4 )

Z astosow an ie  a lg e b r y  j*ij(3^) są  a n a lo g ic z n e  ja k j> ^ ^ “ ) ,  z tym że d o ty 
czą  1ILTIS. Także w arunki k o n ieczn e  i  d o s ta te c z n e  na t o ,  aby MLTIS p rze
k s z t a ł c a ł  z b ió r  PjCR?1) w s i e b i e ,  mają p o s t a c ie  w yrażeń ( 3 .1 9 ) ,  ( 3 .2 0 )  i
( 3 . 2 1 ) ,  z  tym że z b ió r  <Z$ (Oedf®) tr z e b a  z a s t ą p ić  zbiorem  (T eJ^ ).

Z równości*



4 .  NIELINIOWE CZASOWO NIEZMIENNICZE UKŁADY ANALITYCZNE

R o z d z ia ł n i n i e j s z y  o g r a n ic z a  s i ę  do a lg e b r  LQf®) i  a l e  p raw ie
w s z y s tk ie  uzyskane w y n ik i można p r z e n ie ś ć  na a lg e b r y  L(ft^) i  zgod
n ie  z rozw ażaniam i przeprow adzonym i w p ara g ra fa ch  3 -2  i  3*4*

4*1• P oszu k iw an ie  ro zw ią za ń  równań n ie l in io w y c h

W p a r a g r a f ie  tym rozw aża s i ę  u k ła d , k tó reg o  schem at blokow y pokazano  
na r y s .  4 .1 .  Układ te n  zaw iera  w to r z e  głównym e lem en t n ie l in io w y  sch a 
rak teryzow any fu n k c ją  §  p r z e k s z t a łc a ją c ą  p r z e s t r z e ń  L° w s i e b i e ,
s p e łn ia j ą c ą  warunek L ip s c h i t z a  ze  s t a ł ą  $  , t j . s

a w t o r z e  powrotnym LTISDS o od p ow ied zi im pulsow ej x e Z ( j f £ ) .

R ys. 4 .1 .  Schemat blokow y układu  R ys. 4 . 2 .  P rzykładow a c h a r a k te r y -
ze  sp rzężen iem  zwrotnym a ty k a  b lok u  n ie l in io w e g o

Wspomniany u k ład  o p isa n y  j e s t  równaniem operatorow ym :

s  = u + l f ( s )  (4.1)

w którym u €l°°((ffH) j e s t  sygnałem  w ejściow ym , s  -  sygnałem  w yjściow ym , a 
m nożenie o zn a cza  s p l o t  w s e n s i e  o k r e ś le n ia  (3 * 2 ) .  Ma m ie js c e  n a s tę p u ją c e  
o sza co w a n ie :

|xf(si)-a$(s2 ) | f i # « » - , ) - # ( s 2
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J e ż e l i  o p e r a to r  x $ ( . )  j e s t  zw ęza ją cy , t  j . , j e ż e l i  £  !|x|| < 1 ,  to  równanie
Xj

( 4 .1 )  p o s ia d a  jed n ozn aczn e r o z w ią z a n ie  s  będące g r a n ic ą  c ią g u  k o le jn y ch  
p r z y b liż e ń :

s k+1 = u + * $ ( s k ) .  ( 4 .2 )

J e ż e l i  ueLCjf“ ) i  p  i to  pod czas o k r e ś la n ia  k o le jn y ch  wy
razów  c ią g u  W  zadanych wyrażerjiem ( 4 .2 )  s t o s u j e  s i ę  n a stę p u ją c y  a lg o 
rytm :

( I )  mając w a r to ś c i  s k (n ) k - t e g o  p r z y b liż e n ia  s k d la  w sz y s tk ic h  n e t f^  
o k r e ś la  s i ę  w ynik  o p e r a c j i  p ( s k ) , c z y l i  w s z y s tk ie  w a r to ś c i  [ $ ( s k 3  (n ) ,  

n e r f“ ;

( I I )  ze  w zoru (3 * 4 ) o k r e ś la  s i ę  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda elem entu

^ ( s fc) : [$ ( s k )]A (X)  = A  ® ( 8k 3
II n||=0

( I I I )  z rów nania ( 4 .2 )  o k r e ś la  s i ę  p r z s k s z ta łc e n ie  G elfanda (k + 1 )-g o  

p r z y b l iż e n ia :

s k+1 (%) -  a w  + *(% ) & ( s k r ( X ) .  x « ic M, (4. 3 )

a n a s tę p n ie  z w yrażen ia  (3 * 5 ) o b l ic z a  s i ę  p o sz c z e g ó ln e  w a r to śc i s k+ j ( n )>
Zgodnie z w yrażeniem  (3 * 6 ) ,  za m ia st wzoru ( 4 .3 )  można sto sow ać  wzór

b ezp o śred n i d la  s k+1:

Sk +1 -  u (£ )  + x(& ) [ $ ( s k )JA (6 )  ( 4 .3 )

g d z ie :  5 =  »• • • 3e s t  układem elem entów  a lg e b r y  L(jT^) zdefiniowanym

w p a r a g r a f ie  3*1»
W c h a r a k te r z e  e lem en tu  początkow ego c ią g u  k o le jn y c h  p r z y b liż e ń  rozw ią 

z a n ia  można p r z y ją ć  s Q ■ u .

P r z y k ł a d  l i c z b o w y  

N iech  fu n k c ja  p r z e j ś c ia  b loku  n ie l in io w e g o  ma p o s ta ć :

0 P (s2  (n )  -  [o (n 2  , nsd?+ ,

p rzy  czym fu n k c ja  :&-■-& ma w ykres pokazany na r y s .  4. 2 , a odpowiedź 

im pulsow a b lok u  lin io w e g o  dana j e s t  w yrażeniem :
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{0 ,3 * 2 " (łH ,l) d l«  a  e jt+
,

O d l*  « 4 ^ +

skąd otrzym uje s i e i

x (50 -  0 ,3 .< 2-X )"1.

Na w e jś c ie  u k ła d u  p o d a je  s i ę  sy g n a ł jednostkow y u=e.

N ietru d n o  sp ra w d z ić , że  o p e r a to r  x $ (  •) j e 3 t  zw ę ż a ją c y , można w ię c  s t o 
sować a lg o ry tm  k o le jn y c h  p r z y b l iż e ń .  P rzyjm ując s 0 » e ,  o trzym u je  s i ę  
p ie r w sz e  p r z y b l iż e n ie  w p o s t a c i :

s 1 (n) = e (n )+ [£ (£ )# (e )] (n )»e(n )+0,3  • 2"^n+1\  ncdf+.

W yniki p o sz c z e g ó ln y c h  i t e r a c j i  z e s ta w io n o  w t a b l i c y  4 .1 .

T a b lic a  4*1

W yniki p o sz c z e g ó ln y c h  i t e r a c j i  r o z w ią z a n ia  rów nania  4 .1n__ l___ , 0 1 2 3 4 5 6 7 8

3 , (n ) 1 ,1 5 0 0 0',0750 0 ,0 3 7 5 0 ,0 1 8 8 0 ,0 0 9 4 0 ,0 0 4 7 0 ,0 0 2 3 0 ,0 0 1 2 0 ,0 0 0 6

S2 (n ) 1 ,1 5 0 0 0 ,0 8 6 2 0 ,0 4 8 7 0 ,0 2 7 2 0 ,0 1 5 0 0 ,0 0 8 2 0 ,0 0 4 4 0 ,0 0 2 6 0 ,0 0 1 3

83 (n ) 1 ,1 5 0 0 0 ,0 8 7 9 0 ,0 5 0 6 0 ,0 2 9 7 0 ,0 1 7 0 0 ,0 0 9 8 0 ,0 0 5 5 0 ,0 0 3 4 0 ,0 0 1 8

s 4 (n ) 1 ,1 5 0 0 0 ,0 8 8 2 0 ,0 5 1 0 0 ,0 3 0 3 0 ,0 1 7 6 0 ,0 1 0 3 0 ,0 0 5 9 0 ,0 0 3 8 0,0020

85 (n ) 1 ,1 5 0 0 0 ,0 8 8 2 0 ,0 5 1 0 0 ,0 3 0 5 0 ,0 1 7 7 0 ,0 1 0 5 0 ,0 0 6 0 0 ,0 0 4 0 0,0021

Podobnie p oszu k u je  s i ę  rozw iązań  równań n ie l in io w y c h  pobudzanych ok re
sow o. Wówczas rów nanie ( 4 .1 )  tr z e b a  rozp atryw ać  w p r z e s t r z e n i  ( / )  i  
tak s u€ f  j e s t  fu n k c ją  n ie l in io w ą  p r z e k s z t a łc a ją c ą  w s i e b i e ,
s p e łn ia ją c ą  warunek L ip s c h i t z a  ze  s t a ł ę  f . i e ^ ( / I ® * ) .  J e ż e l i  operator x $ ( - )  
j e s t  zw ęża ją cy , t j .  j e ż e l i | | x | |  < 1 , to  rów nanie (4 . 1 ) można rozw iązyw ać  
i t e r a c y j n i e  s t o s u ją c  a lgory tm  podobny do p ow yższego , to  z n a czy :

( I )  m ając w a r to ś c i  s v (n )  k - 1iego p r z y b l iż e n ia  d la  w sz y s tk ic h  0 < n < ' ? - I  u
(n e j f  )  o k r e ś la  s i ę  w ynik o p e r a c j i  $ ( s k ) ,  c z y l i  w s z y s tk ie  w a r to ś c i  
[$(sk )] (n);
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(IX ) ze  w żoru (3 * 1 4 ) o k r e ś la  s i ę  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda e lem entu

$(ak)ł
J - I

Ii (8^)]" (x) - 2  ( * > * ” »
n»0

( I I I )  z  rów nania ( 4 .2 )  o k r e ś la  s i ę  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda  

p r z y b liż e n ia »

gk + 1(%) = + * (X) ^ ( s k f lA(,C)* %e * *

a n a s tę p n ie  ze wzoru (3 * 1 5 ) o b l ic z a  s i ę  p o sz c z e g ó ln e  w a r to śc i  
n c Jf lu b  t e ż  k o r z y s ta  s i ę  ze  wzoru b ezp o śred n ieg o :

s k+1 * fl(U J) + $(LL1) ^ ( s k ) ] A (U J),

g d z ie :  U J» ( LÛ  , . .  .  ,LUjj) j e a t  odpowiednim układem elem entów
zdefin iow anym  w p a r a g r a f ie  3 * 4 .

P r z y k ł a d ,  l i c z b o w y

N iech  fu n k c ja  p r z e j ś c ia  b loku n ie l in io w e g o  b ę d z ie  scharakteryzow ana  
fu n k c ją  V :& -* -&  o w y k res ie  pokazanym na rysunku 4 *2 , a p r z e k s z ta łc e n ie  
G elfanda od p ow ied zi im pulsow ej x  dane j e s t  w yrażeniem :

x (X ) -  0 ,1  O C -0,5)” 1 .

Na w e j ś c ie  uk ładu  p od aje s i ę  jed n ostk ow y jednowymiarowy sy g n a ł ufLe o ok re
s i e  •?= 5 .  Odwrotne p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda d a je :

x ( n )  -  0 ,1  \ »  « 0 , 1 . ( 0 , 5 ) 4"n d la  0 < n < 4 -
1 - 0 , 5 *

Pierw szym  p r z y b liż e n ie m  j e s t :

81 (n )= e(n )+ D t(L U )$ (e]fl ( n ) = e ( n ) + x ( n ) = e ( n ) + 0 ,1 .( 0 ,5 ) 4“n , 0 < n < 4 .S k ą d  o tr z y 

muje s i ę :

U( s 1)3A (%) - 1 + 0,012%+ 0,025^ + 0,050 % 3 + 0,1 X 4.

P ow tarzając  c y k l o b l i c z e ń  otrzym uje s i ę  w yn ik i d a lsz y c h  i t e r a c j i .  Wyniki 
t e  z e s ta w io n o  w t a b l ic y  4 .2 .  W t a b l ic y  4*3 zebrano w yn ik i k o le jn y ch  i t e r a 
c j i  ro z w ią z a n ia  rów nania ( 4 .1 )  p rzy :

(k+1 )-g o

s k+i (n ) ,

z
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Tablica 4*2
n 0 . 1 2 3 4

a0 (n ) 1 0 0 0 0

a-j (n ) 1 ,0 0 6 0 ,0 1 2 0 ,0 2 5 0 ,0 5 0 0 ,1 0 0

S 2 ( n ) 1,011 0 ,0 2 0 0 ,0 3 5 0 ,0 6 1 0 ,1 0 2

s 3 ( n ) 1 ,0 1 2 0 ,0 2 3 0 ,0 3 6 0 ,0 6 1 0 ,1 0 3

T a b lic a  4*3

n 0 1 2 3 4

s 1 (n ) 1 ,0 1 3 0 ,0 2 6 0 ,0 5 2 0 ,1 0 4 0 ,2 0 7

s 2 (a ) 1 ,0 2 3 0 ,0 5 8 0 ,0 9 6 0 ,1 5 0 0 ,2 1 8

8 3 (n ) 1 ,0 3 7 0 ,0 7 3 0 ,1 0 8 0 ,1 5 6 0 ,2 2 5

s 4 (n ) 1 ,0 4 2 0 ,0 7 7 0 ,1 1 1 0 ,1 5 8 0 ,2 2 7

* (X ) = 0 , 2  a - 0 , 5 ) " 1 .

Uwaga i W obu przypadkach o p e r a to r  x $ ( . )  s p e łn ia  warunek zw ęża n ia .

C zęsto  o p e r a to r  ■$> (•)  n ie  s p e łn ia  warunku z w ęża n ia . Wówczas tr z e b a  
rów nanie ( 4 .1 )  przygotow ać do m etody k o le jn y c h  p r z y b l iż e ń .  N iech  i s t n i e j e  
elem en t y e  L(jr^) t a k i ,  że ( e - x y ) e  G [ j > ) J  .  Równanie (4* ‘ ) można z a p is a ć  
w równoważnej p o s t a c i :

( e - i y ) s  «  u + x[$>(s) -  y s ]  ,

skąd o trzym u je s i ę :

s  b ( e - x y ) " 1u + ( e - x y ) -1  x g > ( s )  -  y s] .  ( 4 .4 )

J e ż e l i  o p e r a to r  ( e - x y ) “ 1x [$  ( • )  -  y*J j e s t  zw ę ż a ją c y , to  rów nanie ( 4 .4 )  
można rozw iązyw ać p rzez  i t e r a c j e .  P ow yższy r e z u l t a t  można sform ułow ać na
s tę p u ją c o :

TWIERDZENIE 4 .1

J e ż e l i  i s t n i e j e  e lem en t y e L t a k i ,  ż e :

( I )  o p e r a to r  £ ( • )  -  y .  s p e łn ia  warunek L ip s c h i t z a  ze  s t a ł ą  a $ ,

(II) 1 -ł(X )y (% ) f  O,

( I I I )  I(e-xy)“1xIof<1,

to ciąg określony równością:

- (e-xy)“1 u + (e-xy)"1x@>(sk ) - g sJ  ( 4 .5 )

j e s t  z b ie ż n y  do jed n ozn aczn ego  r o zw ią za n ia  rów nania  (4 * 4 ) .
Ze w zględ u  na s t a b i ln o ś ć  układu  ze sp rzężen iem  zwrotnym ważne j e s t  na

s tę p u ją c e

TWIERDZENIE 4 .2

N iech  v ;rów naniu ( 4 .1 )  ueLGdf“ ) .  J e ż e l i  i s t n i e j e  e lem ent y « L ( ^ )  t a k i ,
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ze :

( I )  d la  każdego vcL(Jt“ ) ,  |] [ $ ( v ) - y v - ] A <  <* l v I «=

g d z ie :  |S O O l ,o ę > 0 ,

( I I )  i n f M I r - j “  -  *<%)| >  <* . 
y* K  ' *(*>

to  i s t n i e j e  s t a ł a  f&> O ta k a , że H ello^/SH ulI^.

D o w ó d .  Z z a ło ż e n ia  ( I I )  w yn ika , że ( e - x y )  e  G [L(jr“ )] ,  a w ięc  rów
n a n ie  ( 4 .4 )  j e s t  równoważne rów naniu ( 4 . 1 ) .  Z rów nania ( 4 .4 )  na p od staw ie  
tw ie r d z e n ia  2 .1 2  ( I I )  w ynika o sza co w a n ie :

IU)U<li(1-iy)"1 G IL+  ll(1-*y)-1 4|| II l$<s) -  ys]A||oo<||(1-xy)"1|IJIull00 +

Oznaczarjąc:

i  -  l l(x “ 1- y r 1|| <¥ = supH 
%cR

z  z a ło ż e n ia  ( I I )  otrzym uje s i ę ,  ż e  t f < 1 .  Stąd  w ynika n ierów n ość:

I M I j *  ^ I K l - i y ) " 1!!«,!!«».»*0

■’ - » n u * » * « - -

1

r 2-------y(X)
x(%) i n f M -Ą -?  -  y (% )  

x ( : 0  i

O c z y w i ś c i e  t w i e r d z e n i a  4 .1  i  4 - 2  p o s i a d a j ą  s w o je  o d p o w ie d n ik i  we w s z y  

s t k i c h  a l g e b r a c h  w p ro w a d z o n y c h  w p a r a g r a f a c h  3 * 1 *  3 * 2  i  3 * 4 .



4 . 2 .  Jednorodne o p e r a to r y  czasow o n ie z m ie n n ic z e
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P rzez  S8yla UT*) o zn a cza  s i ę  p o d p r z e str z e ń  sygn ałów  w p e łn i  sy m etry cz 
nych p r z e s t r z e n i  sygnałów  S (« /^ ), t j .  z b ió r  w sz y s tk ic h  s e S ( if* * ) ,  k tó ry ch  
w a r to ś c i s ( n )  n ie  z m ie n ia ją  s i ę  p rzy  d ow oln ej p erm u ta c ji w sp ó łrzęd n ych  
n- e lem en tu  n A n a l o g i c z n i e  n a le ż y  rozu m ieć  p r z e s t r z e n ie

Lsy m ^ M *̂ Leym ^+^* i t d * Łatvlro sp ra w d z ić , że  m nożenie w Laynl(rf“ )

o k r e ś lo n e  wzorem (3 . 2 ) odwzorowuje L „ _  C/T?) *  w a w ię cjur Bym *r y.Y «1 *r ty«- ujm t
p r z e s t r z e ń  Leym(jf^) j e s t  p o d a lg eb rą  Banacha a lg e b r y  lQ ł’* ) .  R z e c z y w iś c ie ,  
j e ż e l i  p r z e z u j  o zn a czy ć  o p e r a to r  i - t e j  perm utacji' w sp ó łrzęd n ych  ^
m u lt iin d e k su  n (0 < i < K t ) ,  t o  z w y ra żen ia  (3 . 2 ) o trzym u je  s i ę t

x y [jC 1 ( n ) ]  «= 2  X ^ i ( n ) - m ] y ( m )  = 2  x  P ^ . ( n ~ p S  y [ ^ ( p ) l

m J *  peJ*

d la  dow olnych B c jP ,  skąd w yn ik a , że j e ż e l i  x *  1 ^ “ ) i  y e l gyn)^ )  , t o  
’T *  Wynika s tą d  t e ż ,  że  przyczynow y o p e r a to r  s p lo t u  X (s )  = x sSjTUł t

odwzorowuje w s i e b i e  w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy x s L syniU ^ )*

Łatwo sp ra w d z ić , ż e  o p e r a to r  ( « ) ®  o k r e ś lo n y  n a s tę p u ją c o :

s ®  (n )  ■ s(n ., ) s ( n 2 ) . . . s ( n m) ,  m ejf., a eJf° ( 4 .6 )

że zachodzą ró w n o śc it
odwzorowuje L(JT+ ) w ŁSVB1(i^ i) . a ta k ż e  odwzorowuje L °°(/) w I°° Qfm) orazi . . » " S y Dl

' ■ % * : > ' " ' C / * »  “ - 7>

, * ® W )  J s | £ w :  ( 4 - 8 )

Cs 3 OC) ■ a(5̂  )e{%£)• • * s 5 f e K °  (4*9)

g d z ie  p r z e k s z t a łc e n ie  G elfanda zadane j e s t  wzorem ( 3 .1 4 ) .
Operatorem jednorodnym czasow o n iezm ien n iczym  s to p n ia  m nazywa s i ę  

o p e r a to r  X zadany na 3?°UO t a k i ,  ż e s

©
[ X ( s ) ] ( n )  ■ [xs ]  ( n i ) ,  n e t f ,  ( 4. 10 )

g d z ie»  t ó g y j j i f J ) »  z tw ie r d z e n ia  1 .1  w yn ik a , ż e  o p e r a to r  X odwzorowuje 
L*“(Jf) w s i e b i e  w tedy  i  ty lk o  w ted y , gdy x e l» u f ^ ) .  Z a ło ż e n ie ,  że  x  j e s t  
elem entem  w p e łn i  sym etrycznym  n ie  z m n ie jsza  o g ó ln o ś c i  podanej d e f i n i c j i ,  
o czym św ia d czy  n a s tę p u ją c e
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TWIERDZENIE 4 .3

D la każdego x'«Ltff® ) i s t n i e j e  t a k i  e lem ent x ® Ls y a ^ ) »  że

®) 'Ej
(x 's  ]  ( n l )  » [xe ]  ( n i )

przy dowolnym s  « lf°(Jf) i  dowolnym n «  Jf.

D o w ó d .  Wiech St oznacza  r e la c j ę  p erm u tacji w z b io r z e  Jfm,  to  zna
c z y , że  pSTp' ( p .p e f f 01) w tedy i  ty lk o  w tedy, gdy p' j e s t  dowolną perm uta- 
c ją  p . Łatwo przekonać s i ę ,  że  r e la c j a  ta  j e s t  zwrotna sym etryczna i  prze
ch od n ia , a w ię c  j e s t  rów now ażnością. R e la c ja  ta  d z i e l i  z b ió r  J(a  na roz;- 
łą c z n e  k la s y .  H iech / f m(q ) i  1 ^ o zn a cza ją  odpow iednio k la s ę  z p rzed sta w i
c ie le m  q€dfm i  l i c z b ę  elem entów  t e j  k la s y ,  a (ff“ ) oznacza  z b ió r  w szy st
k ich  p r z e d s t a w ic ie l i  różnych k la s .  Wówczas otrzym uje s ię »

(m) (£)
2  x'(nl-p)s (p) - 2  8 (ł) 2  * (al-P).
p s fi*  ą^gr®) p*jr“ (q)

Zawsze i s t n i e j e  ta k i  e lem ent że d la  do|wolnego ne j f zachodzi»

l q x ( n l - q )  a 2  x * ( n l - p ) .  ( 4. 1 2 )

p«tf“ (q )

Z w yrażeń ( 4 .1 1 )  i  ( 4 .1 2 )  w ynika, żes

©  _  ®
2  X* ( n l - p ) s  (p ) ■ 2  Łq * ( ń l - q )8 ( O  =•

pe/f® q « ( D

■ 2  x ( n i - p } s  ( p ) . a  

i * >

Z achodzi n a stę p u ją c a  równość»

[ x s @ 3 A(X) -  S ( X ) ( e ®  ) (X ), % 6K °. (4 .1 3 )

Ze w zoru ( 3 .5 )  na odw rotne p r z e k s z ta łc e n ie  G elfanda w LtfT®) otrzym uje  

s i ę s

[ x s @ ]  (n ) -  ^ r [ ( x s @  )A] < n )(0 ) ,  n e ^
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a  stąd *

[x ( s ) ]  (n )  ■ [ x s ® ]  ( a l )  -  ■ [<XB®)A]  ( n I ^ (0 ) ,  M jr .*  ( 4. 14 )
( a ! )

W yrażenia ( 4 .9 ) ,  ( 4 .1 3 )  i  ( 4 .1 4 )  s łu ż ą  k o le jn o  do o b l ic z a n ia  p o sz c z e 
gó ln ych  w a r to ś c i  [K u j]  ( a ) ,  (n«/[j.) sy g n a łu  w yjśc iow ego  X (b ) .  Za pomocą 
wzorów ( 4 .8 )  i  ( 4 .1 0 )  możne oszacow ać normę e lem en tu  X (s)»

,Il,)l r v >  *  *x| Kir;) l , ! n « '  <4-’5)

A n a lo g ic z n ie  można w prow adzić p o ję c ie  o p era to ra  jed norodnego w p rze 
s t r z e n i  (JO. O perator (*)® o k r e ś lo n y  wzorem (4.6) odwzorowuje (.Jf) 
w ^-^isyn, Cif) (w zg lęd n ie  0  w )• Zachodzą rów n ośc i a a a lo -
g ic z n e  do ( 4 .7 ) ,  ( 4 .8 )  i  ( 4 .9 )»

» B s f ,
* W T )

® n  I,
( 4 .1 6 )

« ® l w  “ 8 s C _  «•■<7)

®  A

[s ] (%) « s (X ,)ś (% 2 ) .. .ś O C n ) ,  s «  ^ (J T ), ( 4 .1 8 )

Operatorem jedaorodnym s to p n ia  m nazywa s i ę  o p e r a to r  X» 3?p(J0
t a k i ,  ż e t

©
[X (s)] ( a ) «  [x s  ]  ( n i ) ,  0 < n < ’? -1 ,  ( 4 .1 9 )

g d z ie ś  ^ ^ ^ ig y n jW 01)* O perator te n  można t e ż  trak tow ać  jako  odwzorowanie 
3V(JO -—3 * ^ / ) ,  Pr z y  czym  m nożenie rozum ie s i ę  w s e n s ie  o k r e ś le n ia  ( 3 .1 3 ) .  

Z achodzi n a stę p u ją c a  równość»

©  .  (m) A
frs (X) -  x(X )(e ) (X). (4 .20 )

S to su ją c  do w yrażen ia  (4 * 2 0 ) w zór ( 3 .1 5 )  d la  odw rotnego p r z e k s z t a łc e n ia  
G elfanda i  b io r ą c  pod uwagę, żes

S1 m e 2 m . . .  *  m £  m «X p(j
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otrzym uje s i ę »

[z e @]  (n ) = ^  ( 2 1>I ć ’ (k *n ) [* a@] A[ ( f i l ) ( k >] , 
k=0

g d z ie ś  a ,  k® JTm. S tąds

/g, ("?“ 1 )X
[X(3 )] ( a )  -  x  bW  ( n i )  = L  2  [ i s y p l ) ^  (4 .2 1 )

k=»0

g d z ie ś  n e jf , 0 < n < ś> -1 *

W yrażenia ( 4 .1 8 ) ,  ( 4 .2 0 )  i  4 .2 1 )  s łu ż ą  do o b lic z a n ia  k o le jn y ch  w a r to ś-  
c i  [X (s)] (n ) sy g n a łu  Z ( s ) .  Normę elem entu  [X (s)] można oszacow ać za  po

mocą n ieró w n o śc i»

|X (a)I! , <l!*ll II eIÎ  - (4 .2 2 )
Ą u t )  >M (K")

4«3* I d e n ty f ik a c ja  układu n ie l in io w e g o  za pomocą o p era tora  jednorodne

go

I d e n ty f ik a c ja  układu za pomocą o p era to ra  jednorodnego p o leg a  na ok reś
le n iu  o p era to ra  jednorodnego X s to p n ia  m na drodze pomiarów odpowie
d z i X (s )  na z e s p ó ł pobudzeń s « L(JT+ ) .  I lu s t r u j e  to  r y s .  4 * 3 .

Problem id e n t y f ik a c j i  sprowadza s i ę  do wyz
n a czen ia  fu n k c j i»

*  B O -P - , ( * ) - p J  , x 6  Łsym^T+) (4 .2 3 )

d la  w sz y s tk ic h  w a r to ś c i p ^ , . . . , p m poprzez po
m iary od pow ied zi układu na c ią g  J & ,■ pobu
dzeń» ■ l a /

a ( i )  n ( i )t* 1 C* i
K O + — + Ó

N ie c h  p  *■ ( p 1 , . . « , p m) e / ®  i  n i e c h  k £  o z n a c z a  z b i ó r  w s z y s t k i c h  r ó ż n y c h  

k o m b in a c j i  q "  ( q p . . . , q r )  w y ra z ó w  c i ą g u  p .  O k r e ś l a j ą c  o d p o w ie d ź  u k ła d u

n a  s y g n a ł  A p ,  a  n a s t ę p n i e  o d e jm u ją c  od  n i e j  i  d o d a ją c  na  p r z e m ia n  sumy

o d p o w ie d z i  n a  s y g n a ł y  A q j d l a  q  a a l e ż ą c y c h  k o l e j a o  d o  K P _ g , * . * , K ę ,

o t r z y m u je  s i ę  f u n k c j e  (4*23)»

iL(N+) f ^  |_ Xrs)

R ys. 4 .3 »  Układ n i e l i 
niow y poddany id e n ty 

f i k a c j i
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x (n -p i ,a -p 2  a -p B) -  ^ ( [ K A p ) ]  ( n ) -  2  Jx(Aq )X (n ) +

* cK£-1

2  £ l ^ q) ] { n ) - 2  [X (A -a  ( n ) + . . .+ ( - 1  )*“ 1 2  ( n ) ) .

1 « K P _ 2  q«KS-3 ą C K ?

W yrażenie to  można z a p is a ć  k rótk o  w p o s ta c i»

m-1
x(nl-p) = jjj- 2  <“ l ) r  2  Cx k J 0  ( n ) .  ( 4 .2 4 )q'-

T

P oszuk iw an ie fu n k c j i  x e ^ I s y « ^ '  ) Pr z e Prowadza s i ? a n a lo g ic z n ie ,  z tym 
że c ią g  próbnych pobudzeń ^  ś  pjUJt) ma p o s ta ć :

n i 1  ̂ n i 1 ^
A n ( i )  “ W + .. .+ U J  , i = 1 , . . . , m .

Wówczas wzór (4 * 2 4 ) p o z o s ta je  ar mocy.

A n a liza  układu pokazanego na rysunku 4 .3  j e s t  zagadn ien iem  odmienny«  
od i d e n t y f ik a c j i .  Przy a n a l i z i e  punktem w y jś c ia  j e s t  zw ykle p o s ta ć  u w ik ła 
na o p era to ra  uk ładu  zadana c z ę s t o  równaniem (4 .1 ) «  Tak w ięc  cb cąc ap rok sy -  
mować o p e r a to r  układu operatorem  jednorodnym I  s to p n ia  m można z a s t o 
sować p o łączon y  a lgorytm  a n a liz y  i  id e n t y f i k a c j i .  P o sz c z e g ó ln e  od p ow ied zi 
X ( a q) na sy g n a ły  3 * A q wyznaczB s i ę  s t o s u ją c  a lgorytm  k o le jn y c b  p r z y b l i 
żeń o p isan y  w p a r a g r a f ie  4 .1 ,  a n a s tę p n ie  odpow iednią fu n k c ję  
lu b  o k r e ś la  s i ę  za pomocą wzoru ( 4 .2 4 ) .

4 .4 .  S yn teza  o p era to ra  .jednorodnego

Każdy jednorodny o p e r a to r  o k r e ś lo n y  w yrażeniem  (4 .1 0 )  z od p ow ied zią  im
pulsową z  6 I'syT0 Uf™) w p e łn i  fak toryzow aIn ą:

x (n )  ■ x 1 (n., )x 2 (n2 ) “ ,x m(nm )’ n « ^ m ( 4 .2 5 )

j e s t  sy n te ty zo w a ln y  w s tr u k tu r z e  w id o czn ej na rysunku 4 .4 *  S tru k tu ra  ta  
sk ład a  s i ę  z m r o r a o le g ły c h  jednowymiarowych układów lin io w y c h  o odpo
w ied z ia ch  im pulsowych " sp ię ty ch "  m nożnikiem .

Z o k r e ś le n ia  p r o s te g o  i  odw rotnego p r z e k s z t a łc e n ia  (łe lfa n d a  w L (/^ )  
(wzory ( 3 .4 )  i  (3 * 5 ) )  w ynika, że fu n k c ja  x  j e s t  w p e łn i  fa k to ry zo w a ln a  
w tedy i  ty lk o  w tedy, gdy fu n k c ja  i  j e s t  w p e łn i  fa k to ry zo w a ln a :
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R ys. 4«4* S tru k tu ra  r e a l i z a c j i  ope
r a to r a  jedn orodnego s to p n ia  m z od
p o w ied z ią  im pulsową w p e łn i  f a k t o -  

ryzow alną

R ys. 4 * 5 . S truktura  r e a l i z a c j i  ope
r a to r a  jednorodnego z fa k to ry zo w a l-  
ną odpow iedzią  impulsową daną wyra

żeniem  (4 .2 6 )

* 0 0  - (X, )&2 (X2).. .ŁjjjfcJCuj).

J e ż e l i  fu n k c ja  x  n ie  J e s t  w p e łn i  fa k to ry zo w a ln a , wówczas fu n k cję  x  można 

r o z ło ż y ć  w p o lid y sk u  Km w s z e r e g  potęgow y:

i ( x )  -  2  * ( p ) x p  =  2  X p ( x ) >
II pil »O II p||=0

g d z ie  fu n k c je  x p :

i p (X) -  x(p)XP , p e / J ,  X « K m (4 .2 6 )

są  w p e łn i  fa k to r y z o w a ln e . Zatem odpow iedź im pulsow a, k tó r e j  p r z e k s z ta łc e 
niem  G elfanda j e s t  x p , j e s t  r e a liz o w a ln a  w s tr u k tu r z e  w idoczn ej na r y s .  
4.5* S tru k tu ra  ta  sk ła d a  s i ę  z  m rów n oleg łych  bloków lin io w y ch  r e a l i 
zu jących  o p ó ź n ie n ia  odpow iednio o p ^ , . . * ,p |B " sp iętych "  m nożnikiem , oraz  
układu p rop orcjon a ln ego  s  w sp ółczyn n ik u  x ( p ) .  H aBtępnie odpowiedź im upul-

sową:

x -  2  x p (4 .2 7 )
II pll-0

tr z e b a  z r e a liz o w a ć  w s tr u k tu r z e  w id oczn ej na r y s .  4*6 , z ło ż o n e j  z n ie sk o ń 
czo n ej l i c z b y  bloków r e a liz u ją c y c h  o p era to ry  jednorodne o odpow iedziach  
im pulsow ych x p.  W p ra k ty ce  s z e r e g  ( 4 .2 7 )  tr z e b a  o b c ią ć , o trzym ując:



H

x ' - 2  v  P6‘'r + ’
11 p 11=0

a b łąd r e a l i z a c j i  oszacow ać za pomocą normy Ilx-x1l
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R ys. 4 .6 .  Struktura rsalizacji operatora jednorodnego z niefaktoryzowalną
odpowiedzią impulsową

4.5« Operator:.' a n a li ty c z n e  czasow o n ie z m ie n n ic z e  

Odwzorowanie Pm s 3f°(/f) - »  o k r e ś lo n e  w yrażeniem :

m m ©
[pb ( s )] (n ) = 2  = 2  I ? k s  n e /  (4» 28)

k=1 k=1

g d z ie :  x fc e  Lsym (Jf* ) ,  nazywa s i ę  o p e r a t o r e m  w i e l o m i a 
n o w y m  s to p n ia  bu  Normę e lem en tu  można oszacow ać za ; onocą n ierów n oś
c i !

D

^ 2  Hxkll L(̂ k) <!s H (4.29)

J e ż e l i  d la  każdego s  e  Z, g d z ie  2 j e s t  zbiorem  w i s t n i e j e  g ra n ica
P ( s )  c ią g u  { pB1(s )) ' w s e n 3 ie  n o r m y t o  o p e r a to r  P : I^ rfT )L °* t« /r ) nazy
wa s i ę  operatorem  a n a l i t y c z  n y  m. Z oszacow an ia  ( 4 .2 9 )  w yni
ka, że j e ż e l i  zw ykły s z e r e g  potęgow y:

D la k a ż d e g o O  i s t n i e j ą :  e lem en t P ( s ) e L oo(Jl0 n ie z a le ż n y  od £ oraz l i c z 
ba M( £ ) > 0  t a k ie ,  że ll:p( s ) -P m(s ) || < 6  za  każdym razem , gdy m > M (£).

(Jfl
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^  W  ig r * )  ^ S *l“V )

j e s t  z b i e ż n y ,  t o  s z e r e g  fu n k c jo n a ln y *

P ( s )  = 2  Xk (B ) (4 ,3 0 )
k-1

t a k ż e  j e s t  z b i e ż n y .

W p rak tyce  p ojaw ia  s i ę  c z ę s t o  n a stęp u ją cy  problem . K iedy o p era to r  u k ła 
du n ie l in io w e g o  zadany w p o s t a c i  u w ik łan ej równaniem ( 4 .1 )  można rozw i
k ła ć  przy  u ż y c iu  op era tora  a n a lity c z n e g o ?  Warunek d o sta te c z n y  podaje na
s tę p u ją c e

TW IERDZENIE 4 .4

N ie c h  w r ó w n a n iu *

s  * u + x |$ ( s ) J  (4 .3 1 )

u « I r u n ,  X : £ “ ( / ) —  ITUO j e s t  operatorem  m nożenia sp lotow ego przez  
elem ent x e  L(Jf+ ) : Z (v ) = x v , a $  j e s t  lf®(J0 w artościow ą fu n k cją  zadaną 
na if^jT) ta k ą , żer

[ $ ( v ) ]  (n ) = V [v (n ) ]  , ( 4 .3 2 )

g d z ie :  <f j e s t  fu n k cją  a n a li ty c z n ą . J e ż e l i  o p era to r  X » #  j e s t  zwę
ż a ją c y , to  i s t n i e j e  o p era to r  a n a lity c z n y  P t a k i ,  że s  »  P (u ) .

D o w ó d .  Do dowodu tw ie r d z e n ia  będą p o trzeb n e: p o ję c ie  z b ie ż n o ś c i
c ią g u  dwuargumentowego w p r z e s t r z e n i  Banacha oraz dwa lem aty .

N iech -fvE T b ęd z ie  c ią g iem  dwuargumentowym o w a rto śc ia ch  w pewnej 
p r z e s t r z e n i  Banach Ciąg te n  nazywa s i ę  c ią g iem  zbieżnym  do g ra n icy  
» e £ ,  j e ż e l i :

A  V  A  II»-». J  <«
f > 0  H ( * ) , N ( 8 )  m >  ■  (£  ) ,  n  >  N  (£  )

Symbol C (£) oznacza  z b ió r  w sz y stk ic h  operatorów  zw ężających odwzorowu
jących  dom knięty z b ió r  p r z e s t r z e n i  £  w s i e b i e .
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L e a a t  1

J e ż e l i  c ią g  W  operatorów  z C(.£) j e s t  s i l n i e  z b ieżn y  do o p era to ra  
A C C (£ ), t j .  j e ż e l i  liA (v)-A n ( v ) |  -“ "O, to  c ią g  -£vB nj. o k reś lo n y  rów
n o ś c ią !

vm,n “ ^ m ^ m .n -l ^

J e s t  zb ieżn y  do ro zw ią za n ia  rów nania ▼ = A (v ) .

D o w ó d  l e m a t u *  Z zasad y  odwzorowań zw ężających  w ynika, śe  
d la  u s ta lo n e g o  m i s t n i e j e  g r a n ic a  vm = |X|im vffl R ta k a , że va = Affl(vffi) .  
Mają m ie jsc e  n a s tę p u ją c e  o szacow an ia ; n -*-®o

* v ~ r m J  <  +  J '  ( 4 * 3 3 )

ora**

ik - v Bfi -  j|A(v)-A ffl(vB) l <  IlACyJ-A^y)!! + 8A0 (v ) - * !D(t||1)|! <  I a Ct ^A jjCt )! +

+ 3LB fi v-vm ||< UA(v)-Am (v)| + XII v~vj!,

g d z ie :  0 < X B < 3 t < 1 .

Z atem

llv_TJI < ll*(»)~AB1(»)8 • (4 . 3 4 )
Z n ie r ó w n o śc i ( 4 .3 4 )  w ynika, że  d la  m >l! za ch o d z i n ierów n ość  i|v-»Bj| < £ .  
Oprócz te g o  przy u sta lo n y m  m>JC, d la  n >  N sp e łn io n a  j e s t  n ierów n ość  
llvm“ vm J  ^ 20,1:6,11 d la  m> K i  n > H  z n ie r ó w n o śc i (4 * 3 3 ) w ynika, że
||v-vB n|j< g  , co kończy dowód lem a tu .

L e m a t  2
J e ż e l i  fu n k cja  w w yrażen iu  ( 4 .3 2 )  j e s t  w ielom ianem , a W j e e t

operatorem  wielom ianowym, to  • W t e ż  j e s t  operatorami wielom ianowym .

D o w ó d  l e m a t u .  Bez u tr a ty  o g ó ln o ś c i  można z a ło ż y ć ,  że  
j e s t  jednomianem s to p n ia  r :  < f( t)  = t r , ( t e j t ) .  Wówczas»

[$(W (s))3  (n ) = [ 2  wk s ®  ( n i ) ]  r ,  ( 4 .3 5 )
k«*1

g d z ie :  wk e  LgyB (^r*), n e j f .  W yrażenie (4 .3 5 )  j e s t  sumą mr  sk ład n ik ów  typut
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(Q) -
[wk B 3 ( n i ) . . .  [W]^ 8 3 (n I ) “

0  G
„ y  w. ( n l - p ^ s  ( p , ) . * .  2  wk _ (n I"pr ) 8 (pr )  ■

k .  1 * r  T

— , G  Q  ,

.  ^  wk ( m - P l ) . . . w k (n l -p r ) a ( p ^ ) . .« s  (Pj.) *

P j f m>pr

Q t1 + ...fk r)
2  w,. v  ( n l - p ) s  (p ) .  ( 4 .3 6 )
^ k - ł * . . * ^  k r ‘**>icr

Z w yrażen ia  (4* 3 6 ) w yn ika , że  w. . €  *  a w ięc*3% &y*a »
$  *W J e s t  operatorem  wielom ianowym. P o z o s ta je  zbadać z ło i e n ie  o p era tora
sp lo to w eg o  X z  operatorem  jednorodnym Y o  odpow ied zi im pulsow ej

y eL g y m tff^ ). Zachodzą n a stę p u ją c e  rów n ośc i:

&>Y(e)3 (n) - 2  X (»“P) 2  y(PI“<l)e ̂  (q) -

* 2  s ® ( q )  2  *(n-p)y(pl-q) *
qj«/m p « /

(§) 'O  (ii)
■ 2  8 (*0 2 .  y ( n l “ 9- p l ) x ( p )  * 2  y ' (m -q )8  ( 1 ) ,

5 « /  P « /  q*jr“

gdzie:

y'(k) - 2  y(k-pl)x(p), k«,/rc . (4.37)
petf

Z wyrażenia (4.37) wynika nierówność:

2  |y'001 - 2  I 2  y ( k - p l ) x ( p ) l  <  2  l*(P)l 2  |y ( k ) | ...
**■ ■-* * n*Jf ioejP

k«V “ P « *
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oraz p e łn a  sy m etr ia  f u n k c j i  y * . Zatem a w ięc  o p e r a to r  I«$*W
j e s t  operatorem  wielom ianowym, co  kończy dowód lem atu .

Hiech { * . }  b ęd z ie  c ią g iem  operatorów  L°°(Jf) o k reś lo n y ch  n a s tę 
pująco?

[$ m( v 2  ( n ) » <em L»(n)] , n t /

gd z ie»  4 ^ 1 -  j e s t  c ią g iem  w ielom ianów , ( f n s i t — A ), zb ieżn y ch  J e d n o s ta j
n ie  do f u n k c j i  a n a l i ty c z n e j  *P . H iech ^ s p A  b ęd z ie  dwuargumentowym c i ą 
giem  elem entów  p r z e s t r z e n i  o w yrazach ok reślo n y ch  n a stęp u ją co »

8 p q “ U + Z ® p ( s p , q - 1 ) ]  > SP , o ‘ U*

Z lem atu  2 w yn ik a , że i s t n i e j e  c ią g  "£Pp q } operatorów  w ielom ianow ych t a 
k ic h , żes

Spq " Pp q (u)>

Zatem z d e f i n i c j i  o p era to ra  a n a lity c z n e g o  i  z lem atu  1 w yn ik a , że  i s t n i e 
je  o p e r a to r  a n a li ty c z n y  P t a k i ,c ż e  s  = P (u ).C 3

Dowód tw ie r d z e n ia  4»4 d a je  je d n o c z e ś n ie  a lgorytm  p oszuk iw an ia  ro zw ią 
za n ia  rów nania ( 4 .3 1 )  w form ie  o p era to ra  a n a li ty c z n e g o . J e s t  to  a lgorytm  
i t e r a c y j n y ,  k tó ry  w sk oń czon ej l i c z b i e  kroków d aje  o p e r a to r  w ielom ianow y.

I d e n t y f ik a c j ę  układu przy u ż y c iu  o p era to ra  w ielom ianow ego s to p n ia  o ,  
o k reślo n eg o  w yrażeniem  (4 * 2 8 ) ,przeprow adza s i ę  w y k o rzy stu ją c  m etodę id e n 
t y f i k a c j i  operatorem  jednorodnym . P o z o s ta je  w mocy wzór ( 4 .2 4 ) ,  za pomocą
k tórego  w yznacza s i ę  odpow iedź im pulsową (n ajw yższego  s to p n ia )»

m-1

*kto-P> - snr 2  (”1>r 2  [pB^q3 (a).. (4« 38)

g d z ie ś  n « / ,  a PB j e s t  operatorem  układu  p o d leg a ją ceg o  id e n t y f i k a c j i .  Po 
o k r e ś le n iu  od p ow ied zi im pulsow ej xm można w prowadzić o p e r a to r  PJB_ 1 o s to p 
n iu  obniżonym»

[?0 - l M  (n ) -  [Pffl( s ) ]  (n ) -  2  V n l —p ) s ®  ( p ) ,
P C / "

a n a s tę p n ie  w yznaczyó odpow iedź im pulsową x .  ze wzoru a n a lo g ic z n e g o  do 
(4 .3 8 )»

m -2

XB-1 n̂I_p  ̂" Tm-TTT 2  (-U* 2  CPm-1(AqS <“>.
r" °  « « ^ l - r
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g d ż ie s  n s / ,  p c / ® “ 1 » Kontynuując d a le j  te n  p roces można k o le jn o  o k r e ś l ić  
w sz y s tk ie  od p ow iedzi impulsowe xm_ 1 , . . . , x 1 op era tora  wielom ianowego  
Pm i  tym samym zakończyć id e n t y f ik a c j ę .

Chcąc aproksymować operatorem  wielomianowym o p era to r  układu zadany w 
sposób  u w ik ła n y , można zastosow ać p o łączon y  a lgorytm  a n a liz y  i  id e n ty f ik a 
c j i  a n a lo g ic z n ie  jak  podczas aproksym acji operatorem  jednorodnym (para
g r a f  4 * 3 ) .  P ostęp ow an ie ta k ie  można stoBować nawet wówczas, gdy ch arak te
r y s ty k a  b loku n ie l in io w e g o  n ie  j e s t  zadana w sposób  a lg e b r a ic z n y , le c z  
g r a f ic z n y .

Trzeba w r e s z c ie  zaznaczyć, że każdy o p era to r  w ielom ianowy j e s t  s y n te -  
tyzow aln y  w s tr u k tu r z e  ró w n o leg łe j bloków r e a liz u ją c y c h  składowe op era to 
ry  jed n orod n e, s p ię ty c h  Bumatorem.



5* SIELINIOWE CZASOWO ZMIENNE UKŁADY ANALITYCZNE

5 .1 .  3 ^  i  % -  a lg eb ry

N iecb x  b ę d z ie  C -w artościow ą  fu n k c ją  zadaną w jr x j f“'  ta k ą , ż e :

( I )  x (n ,m ) = O d la  nl-Œ^ (n e  iff, m c«/^ ),

( I I )  V  A  2 «  |x ( n ,B ) U o f  
aę*St+ ne»T m cjr

P rzez oznaczany b ę d z ie  z b ió r  w sz y s tk ic h  fu n k c j i  x  s p e łn ia ją c y c h
warunki ( I )  i  ( I I ) .  Łatwo zauw ażyć, że  JCr (JTK ) j e s t  p r z e s t r z e n ią  l in io w ą ,  
a po w prowadzeniu normyt

II x  l| = sup 2  |x(a.«)l ( 5 .1 )
0 € /  .«/■

s t a j e  s i ę  p r z e s t r z e n ią  Banacha.

TWIERDZENIE 5 .1

O perator przyczynow y X o k r e ś lo n y  w yrażeniem :

C )  -  2  x (n ,m )s(m ) (5 .2 J
mejl*5

odwzorowuje p r z e s tr z e ń  L ° V M) w Ł®*twf> w tedy JL ty lk o  w ted y , gdy i f ï  / ) .

D o w ó d .  J e ż e l i  x«-X r { / M) ,  to  i s t n i e j e  taka l i c z b a  <*eA+ , że d la
dowolnego s  €  I"O^*) i  dow olnego n e j f  za ch o d z i n ierów n ość}

|[X(s)] (n)j = | 2  x(n,m)s(m)| < lis || 2  l*Ctm)| < ||s || aę,

a w ięc  X ( s ) e  L°°(jr). Zatem warunek x € X p ( / M) j e s t  w y s ta r c z a ją c y .
Dowód k o n ie c z n o ś c i tr z e b a  ro zp ocząć  od w ykazan ia , że j e ż e l i  X sŁ °°0^)

—  ITUT), to  s z e r e g  2 jj x (n ,m ) j e s t  a b s o lu tn ie  z b ie ż n y  przy  dowolnym n|ej£. 
meJr

N iech b ęd z ie  p rz e c iw n ie  i  n ie c b  sy g n a ł s  b ę d z ie  o k r e ś lo n y  n a s tę p u ją c o :  

s(m ) » exp E-j arg  x  ((o,m)] , m e / M.
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Wówczas:

[X (s)] (o )  -  2  |x(o,ns)| ,
mefl®

skąd w yn ika , że X (s)fS If*(Jf), a w ięc  s z e r e g  x (n ,m ) musi być a b s o lu t -
ms Ji ■vl

n ie  z b ie ż n y  przy dowolnym n A b y  w ykazać, że fu n k cja  | x ( • ,m)| j e s t
rncjr

o g r a n ic z o n a , k o r z y sta  s i ę  z tw ie r d z e n ia  B an ach a-S tein h au sa:
H iech -ff. b ęd z ie  c ią g iem  funkcjonałów  lin io w y ch  zadanych w p r z e s t r z e 

n i  Banacha i  n ie c h  ||f || oznacza normę fu n k cjo n a łu  i'n . J e ż e l i  lim  |fn (s  )|

. j e s t  skończona d la  dowolnego s ,  to  c ią g  -|j|fnll} j e s t  og ra n iczo n y .
W tym przypadku fu n k c jo n a ł f n  zadany na tf°Qf ) o k reślo n y  j e s t  n astęp u 

ją c o :

f „ C )  » 2  x (n ,m )s(m ).

Jego normę o b l ic z a  s i ę  z w yrażen ia :

((fil = sup n^TI-- - ----  •  SUP lf n ( s ) l = 2  |x (n ,m )| .  ( 5 .3 )

J e ż e l i  IiL"(JfM) — iT (jO , to  c la g  | | f n ( s ) l }  j e s t  ogran iczon y  od góry i  z 
tw ie r d z e n ia  B an ach a-S tein h au sa  oraz ze  wzoru (5 * 3 ) w ynika? że

V  A  2 „  |x(n,m)l < <$.□
oęc&+ n e j T meJT

Z tw ie r d z e n ia  5«1 w ynika n a stęp u ją cy  

W niosek

Każdemu elem en tow i x  p r z e s t r z e n i  3Cr Cff**) odpowiada wzajem nie jedn o
zn a czn ie  e lem en t X p r z e s t r z e n i  Banacha 3Cr U p )  przyczynowych operatorów  
lin io w y c h  odwzorowujących L°°(J^) w L*%|T) z normą:

k l , * j a £ .  u l  (5.*>

I s t o t n i e :

mon „  v
sup „  irai Ł i f i l  .  aup ||x(e)||- sup ^  |x (n ,m )| .



P rzez r^f*5) oznaczany b ę d z ie  zb ió r«

r ( / )  . { . « , - « « >  A o V .  A  I,fa). 51 <4

j e s t  w ięc  zbiorem  w sz y s tk ic h  sygnałów  wielow ym iarowych o g r a n ic z o 
nych i  zb ieżn y ch  p rzy  n.,-»"30 , . .  * .n ^ —-o® .  B ęd z ie  stosow an y  za p is  
% •= lim  s ( n ) .  lu b  s(a )-**   ̂ ,  (neiffK) .  N ietrud no przekonać s i ę ,  że  H g!u ) 

j e s t  p o d p r z e s tr z e a ią  p r z e s t r z e n i  L y f  ) z  n iezm ien io n ą  normą.
Symbol X ( f B ) ozn aczać  b ę d z ie  z b ió r  w sz y s tk ic h  « ^ ( J f 3*) ta k ic h , że*

( I )  i s t a i ę j e  lim  x (a ,m ) “ o<m d la  dow olnego u s ta lo n e g o  rasJf85, ( 5 .5 )
a—»

( I I )  2 ^  x (n ,m ) -  ^n  — j* przy  a— « » . (5»6)

Łatwo sp ra w d z ić , że  & (Jf*1) z normą o k r e ś lo n ą  wzorem ( 5 .1 )  j e s t  p od p rze-  
s t r z e a ią  p r z e s t r z e n i  Banacha

TWIERDZENIE 5 .2

O perator przyczynow y X o k r e ś lo n y  wzorem ( 5 .2 )  odwzorowuje p r z e s tr z e ń  
TUJ®) w P(Jf) w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy xeX (^® ). P onad to , j e ż e l i  £ * l i a  s (m ), 
<n*rff“ ) ,  to*

l im  I j ( e 2  ( n )  “ l ^  +  2  ° f n f e O O “ J3 • ( 5 . 7 )

D o w ó d .  N iech  Wówczas i s t n i e j e  tak a  l i c z b a  że przy
dowolnym ne<ff sp e łn io n a  j e s t  n ierów ność*

2  |x ( a ,m ) |< ^  , N e / “ .,
m<H

s k ą d  w y n ik a ,  ż e t

2
n U N

c z y l i  s z e r e g  2  oęm j e s t  a b s o lu tn ie  z b ie ż n y . N iecb  scf^ lf® ) i  s ( n )  ■

e | + A s ( n ) ,  g d z ie  A s (n ) —  0 , aejl*5.  Zatem d la  dow olnego 6> 0  i s t n i e j e  
t a k ie ,  ż e  |A s ( n ) |  < ^  d la  n  > H, o raz  i s t n i e j e  t a k i e ,  że*

j 2  [x (n ,m ) - « f j  As(m)J < ^ € ,  d la  a > * .
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C z y li  d la  a > '?  za ch o d z i n a stę p u ją c a  n ierów ność*

i 2 [x(a,«0 -o p j As(m)| < i 2  [*(».») - “f j  As(m)J +
meJf“  m<N

+ ( |x(a,m)| + |ofm | ) Д  s(m)< ̂  6 + n  “ £ •
m> N

Stąd  otrzym uje s ię *

lim  2  x (a ,m )A s (m )  * lim  2

Z w yrażeń ( 5 .6 )  i  ( 5 .8 )  w ynika, że* 

lim  'У  x (a ,m )s(m )

a w ięc  I ( s ) e  Г ( # ) ,
Na odw rót, j e ż e l i  X * rCdl®)—■ ^ (J O ,  to  z t e g o ,  że  Г ( ^ )  j e s t  p od p rze-  

s t r z e n ią  p r z e s t r z e n i  if^Jf*1) i  z tw ie r d z e n ia  5*1 w ynika, że xe3Cr (Jf*). Pod
s ta w ia ją c  s  = £ p , (p e j l ^ « ^ U f 15) ) ,  o trzym uje s ię *

[ l ( £ P)] (a )  -  x ( n ,p ) ,  n e /

a w ię c  m usi i s t n i e ć  lim  х ( в ,р )  a ai przy  dowolnym ustalonym  pe<lfM.  Jeże- 
a— «> p м

l i  p o d sta w ić  s ( b )  » 1 d la  w sz y s tk ic h  m f  , to

[X(«3 (n) * 2  x(a,m), neJf,

a zatem  m usi być sp e łn io n y  warunek ( 5 . 6 ) .  Zatem x «  £ ($ * * ) .П
W szczegó ln ym  przypadku, gdy M ® 1 , tw ie r d z e n ie  5 .2  p rzech o d z i w twier

dzenie K ojim y-Schura ( [ l i ]  , p ar . 4 * 1 ) .
N iech  Po (jfM) b ę d z ie  zbiorem  w sz y stk ic h  M-wymiarowych sygnałów  o g ra n i

czonych i  zb ieżn y ch  do z e r a , t j t *
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x(a,m) [s(m ) “£] я 2  efmAB(m)* 
m e / 1

( 5 .8 )

+ 2 „<m £а(и) »
vasjr

Łatwo sp ra w d zić , że  ^'0 (JU) J e s t  p o d p r z e e tr z e a ią  p r z e s t r z e n i  r V M) .
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N iecb

& 0 (Jf**) = afm = lim  x (n ,m ) » oj- .

Z tw ie r d z e n ia  5*2 wynika n a s tę p u ją c e  

TWIERDZENIE 5 .3

O perator przyczynow y X zadany w yrażeniem  ( 5 .2 )  odwzorowuje przestrzeń  
r Q( / )  w r 0 Uf) w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy x e X o (jfH) .

Z tw ierd zeń  5 .2  i  5*3 w ynikas

Wnioaek

Każdemu elem entow i x p r z e s t r z e n i  3C(JfM) odpowiada ?/zajem nie je d a o -  
zn a czn ie  elem en t X p r z e s t r z e n i  Banacha 3FC C«ff̂ )̂ przyczynow ych operatorów  
lin io w y ch  odwzorowujących T y f^ ) w r(^f) z normą o k reślo n ą  wzorem ( 5 .4 ) .  
Każdemu elem entow i x  p r z e s t r z e n i  ^ ( J f ^ )  odpowiada w zajem nie jed n ozn acz
n ie  e lem ent X p r z e s t r z e n i  Banacha 3^(«/l^) operatorów  przyczynow ych l i n i o 
wych odwzorowujących w r  QDy. z normą o k r e ś lo n ą  wzorem ( 5 .4 ) .

P r z e s tr z e n ie  3Cr ( j f ) ,  3C(Jf), 3ćo (tl0 będą d a le j  krótk o  oznaczane p rzez  3^.,
x ,x a-
TWIERDZENIE 5 .4

P r z e s tr z e n ie  3^,, 3C, jfCQ z mnożeniem:

£x, x2] (n,m) = 2  x t (n,p)jc2(p,m) (5.9)
pe«T

tw orzą a lg e b r y  Banacha. Ponadto d la  a lg e b r  3Sr , 3C, 3CQ obow iązują  in k łu -  
z je  J ^ ę J K p .S c a C p .

D o w ó d .  Z wniosków do twierdzeń 5.1 oraz 5*2 i 5 . 3  wynika, że»V rv 1
p r z e s tr z e n ie  3fc, z mnożeniem określonym  jak o  z ło ż e n ie  operatorów
tw orzą , każda z osob n a , a lg e b r y  Banacha (dow olna p r z e s tr z e ń  operatórów
lin io w y ch  ogran iczon ych  odwzorowujących p r z e s t r z e ń  Banacha w s i e b i e ,  z 
mnożeniem określonym  jako z ło ż e n ie  op eratorów , tw orzy a lg e b r ę  B anacha). 
N iech  X^, X2e3Kr , wówczas:

0X ,oZ2 ) ( s ) ]  (n ) ■ 2  * 1  (*».P) 2  x 2 (p*®) s (ra) =
p€ Jf mejf

2 ( 2  * 1 ( n ,p ) x 2 (p,m5fe(m) =■ 2  x 2]  (n ,m )s(m ),
meJT psJT me Jf
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skąd w ynika, że X̂  * X1 x 2* s  w i?c odwzorowanie j e s t  izom or
fizm em , c z y l i  JCT  j e s t  a lg eb rą  Banacha. A n a lo g iczn ie  w ykazuje s i ę ,  że a l 
gebram i Banacha są  3S i  3C0 ,  przy czym 3CQ c  5 ^ ,  □ .

A lgebra  3Ej» zn a jd u je  za sto so w a n ie  w t e o r i i  l f 0(<|)r) -  s ta b iln y c h  (BIBO) 
LT7SDS, g d z ie  X j e s t  operatorem  b loku e lem en tarn ego- Elementem n d u łr a l-  
nym ( j e d n o ś c ią )  a lg eb ry  3 6 r  j e s t :

e (n ,m )
1 gdy nam,

0 gdy n#m.

Jak wiadomo, za g a d n ien ie  BIBO —s t a b i ln o ś c i  układu ze sprzężen iem  zw rot
nym prow adzi do warunków kon ieczn ych  i  d o sta teczn y ch  na t o ,  aby e-xeG (3^.), 
g d z ie  zeJCip j e s t  od pow iedzią  impulsową układu z o tw artą  p ę t lą .  W przy
padku a lgeb ry3^ r  j e s t  to  zad an ie  o w ie le  t r u d n ie js z e  n iż  d la  a lgeb ry  
LWf+ ) (p a ra g ra f 3 . 3 ) .  Na o g ó ł n ie  da s i ę  tu ta j  podaó warunków koniecznych  
i  d o sta teczn y ch  s t a b i ln o ś c i ,  a je d y n ie  warunki d o s ta te c z n e  w ynikające z 
tw ie r d z e n ia  2 .1 ,  k tó re  można o s ła b ió  s to s u ją c  tw ie r d z e n ie  2 .9 .  Takie o s ła 
b ie n ie  warunków d a je  w idoczne k o r z y ś c i ,  k tó re  I lu s t r u j e  dobrze przyk ład  z 
p aragrafu  2 .3 .

N atom iast a lg eb ra  D̂ 0 może z n a le ź ć  za sto so w a n ie  w t e o r i i  lin io w y ch  u -  
kładów o param etrach okresowo zm iennych. N iech J fy C fe Ą ' )  b ęd z ie  p r z e s tr z e 
n ią  jednowymiarowych sygnałów  o o k r e s ie  ■? , a  + P0 («*0 osnacza p rze
s t r z e ń :

roC/0 -{st(s) .  s + rogr), s e p Ą t

w k tó r e j  normę o k r e ś la  s i ę  n a stęp u ją co :

№ * 1  *  f n f ! I b - s 1 I
sb !0 (Jf) t r

TWIERDZENIE 5 .5

O perator X zadany wzorem ( 5 .2 )  odwzorowuje p r z e s tr z e ń  -£•>+ -r0 Uf) w 

s i e b i e  w tedy i  ty lk o  w ted y, gdy:

(I) *e3C0
( I I )  x*(n+ $,m ) » x* (n ,m ) d la  dowolnego n i  dowolnego u sta lo n eg o  m, 

g d z ie :

x*(n,®) « x(n,n-«).
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D o w  6 d . B io rą c  pod uwagę tw ie r d z e n ie  5 .3  w y sta rczy  w ykazać, że  o -  
p era to r  I  o k r e ś lo n y  wzorem ( 5 .2 )  odwzorowuje JV w s i e b i e  w tedy i  t y lk o ,  
w tedy, gd y  sp e łn io n e  są  w arunki ( I )  i  ( I I ) .  Z achodzi n a s tę p u ją c a  równość»

&C(ali (n ) ■ 2  * (n ,m )s(m ) ■ 2  x * (n ,n -m )s (m ),
rat Jf me Jf

z k tó r e j  w ynika, ż e t

[X(s)3 (n+i?)-lX(s2 (a) ■ 2  ^n+-9,n+^-ia)s(ni) - 2  a^a.n-nJs^B) •
m« /  mc Jf

■ 2  x*  Jn+-?, n-(m —jj] s ( a )  -  2  * * (n , n -m )s (a )  »
me Jf b c  /

-  2  Ł *(n+$, n -q )s(q + -? ) -  2  x * (a ,n -m )s (m ) ■
qe <17 a e  JT

» 2  Ix* (»+•?, a-m ) -  x * (n ,n - « ) ]  o (m ). 
b  e J f

Równość»

2 [^tn+<>, n - o )  -  x * (n ,n n i i]  e ( a )  = 0
BsJT

d la  dowolnego n i  p rzy  każdym s e z a c h o d z i  w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy»

x * (n + Ą  n-m ) = x * (n ,n -m )

d la  dowolnych n , a ,  a w ięc  gdy s p e łn io n y  j e s t  warunek (II).C D
T w ierdzen ie 5 .5  ma ważne z n a c z e n ie  p ra k ty czn e , BÓwi bowiem, że u s t a lo 

na odpow iedź uk ładu  na pobud zen ie okresow e j e s t  t e ż  okresow a w tedy i  t y l 
ko w tedy, gdy odpow iedź im pulsow a x  s p e łn ia  w arunki ( I )  i  ( I I ) .

P r z y k ł a d

Ha rysunku 5 .1  pokazano uk ład  z ło ż o n y  z  dwóch ŁTISD5 o od p ow iedziach  
im pulsowych y^ ,y^  ® l(J f^ ) , p r z e d z ie lo n y c h  wzmacniaczem o okresow o zm ian- 
nya w zm ocnieniu k e ^ ( ^ T ) .  Wówczas od p ow ied zi im pulsowe p o szczeg ó ln y ch  b lo 
ków składow ych zadane są  w yrażeniam i»

-  7 7  -

lTISDS t m m

X g(n ,B ) =1 .

S y s . 5 . 1 .  P rzyk ład  układu zł okresowo zmiennymi parametrami 

x 1 ( a , b ) *  y 1 (n-m ),

k (n ) ,  d la  n=m,

0 , d la  nfm, k(n+>>) ■ k (n ) ,

x3 (b , b ) h y 3 (n -B ) .

Stąd otrzym uje s i ę  k o le jn o »

[X.|X2] ( n ,a )  -  y 1 (n-m )k(m ),

x ( n , m )  =  [ x 1x 2x ^ ] (n ,B )  »  2  [ * i x a3 ( n » P )  x 3 (p , m )  »

P«JT

“ 2  (““P> ■ 2  <1+®)y1 ̂n-m-q)y3(q)•
pe Jf W #

x * ( n ,a )  *  x (n ,B -m ) » 2  k (q + n -a ) y .  ( s - q )  y->(q).
q«tf

Z achodzi n ierów ność»

2  |x ( a ,B ) | »  2  I 2  k(q+ffl)y1 {n -B -q )y 3 ( q ) |<  
me JT Jf q * J f

< 2  1^3 ( 1 )! 2  M q 'Hn) y1 (a-m -q)l =» 
qejT

* 2  fy3 (<̂  2  Ik(a-p)y1(p)l , 
qeJT P e *

z  kjtórej w ynika, że x « & p .  Z n ierów aośo i»

|x ( n ,a ) |  - |  2  fc(q+B)y1<n-«-< ł)y3 ( ł ) l < af  2  ly 1 < * - « - « ^ 3 ^ ) 1» 
q<JT q«JT
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( « * ■  3U^. |k ($  |) i  z  t e g o ,  ż e  y 1? y ^  e  L ( j f + )  w y n ik a ,  ż e  p r z y  d o w o ln ym

u s ta lo n y m  m fu n k c j o  x ( * , m )  e L ( i l O ,  a  w i ę c  A  l i «  x ( n , m )  =  O . T a k  w i ę c
mejf d ^ m

x € ,X  . Ponadto ła tw o  Btwierdzić, że:  o 1

x * ( n + '? , a )  -  x * ( n , m ) .

Zatem o p e r a to r  uk ładu  pokazanego na rysunku 5 .1  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  tw ie r 
d zen ia  5 .5 .

C z ę s t o  z a c h o d z i  p o t r z e b a  w y z n a c z e n ia  t y l k o  u s t a l o n e j  o d p o w ie d z i  o k r e 

sow ej na p o b u d z e n ie  o k r e s o w e .  M o żn a  t e g o  dokonać z a  pom ocą  o p e r a t o r a  Y ł

0-1 '

[ Y ( s ) j  ( n )  =  2  y ( n , r a ) a ( m ) ,  0 <  n ,m <  <? -1 . ( 5 . 1 0 )

m«=0

J a k  w id a ć ,  o d p o w ie d ź  im p u ls o w a  o p e r a t o r a  Y  j e s t  m a c ie r z ą  s k o ń c z o n y c h  

r o z m ia r ó w .  M a c i e r z  t ę  o k r e ś l a  w z ó r t

y ( n , a )  =  [x (L U “ ) ]  ( n ) .

Zatem:
n n-«

y ( n , m )  =  2  x ( n , p ) e ( p - « )  »  2  x ( n , m + q ) e ( q )  »

p a — « C  q  ss«* 0 O

-1 „
2  x (n ,a + p > ? )  *  2  x ( a , B - i ) ^ ) ,  g d y  1 - * <  n - m < - 1 ,

P«— O0 p=1

0 ac

2  x (n ,D + p ł)  = 2  x (n ,m -p -? ), gdy 0 < n -tn < '? -1 .
ps=— oo paso

W praeacb [45] i  [46] o p isa n o  m etodę numeryczną b ezp o śred n ieg o  wyzna
czania m acierzy  y bez p o śred n ictw a  od p ow ied zi im pulsow ej x  d la  obwodu
elektrycznego o param etrach okresow o zm iennych. Pokazano tam , że problem
ten sprowadza s i ę  do a n a liz y  aktywnego drabinkow ego obwodu r e z y s ta n c y jn e -  
go o wspólnym początku i  k ońcu . Podany a lgorytm  u m ożliw ia  za sto so w a n ie  ma
szyny cyfrowej. W pracy [44]  porównano w yn ik i o b lic z e ń  i eksperym entów  
przeprowadzonych na rzeczy w isty m  u k ła d z ie  e lek tr o n ic z n y m .
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5 .2 .  Jednorodne o p era to ry  czasowa’ zmienne

ftm k cję  xe3Cr (J^ ) nazywa s i ę  w p e łn i  sym etryczną, j e ż e l i  przy u s t a lo 
nym n e  Jf j e j  w a rto ść  x (n ,m ) n ie  zm ien ia  s i ę  przy dow olnej p e m u ta c ji w spół
rzędnych m1 t . . . , m M elem entu  P r z e s tr z e ń  z ło żo n a  z fu n k c j i  w

p e łn i  sym etrycznych b ęd z ie  oznaczana p rzez  & rBym (aTU) .  A n a lo g iczn ie  wpro
wadza s i ę  p rze str z e n ie 2 fc sym(,/fM) i  3ćosym^ ) “

TW IERDZENIE 5 .6

D la każdego i f l tŁ ie j e  W *) ta k a , że

2  x ' ( n ,p ) s ( p )  ■ 2  x ( n ,p ) s ( p )  
p e / 1

przy dowolnym seL^^^T**) i  dowolnym n t  /  •

D o w ó d .  S to su ją c  ta k ie  same o zn a czen ia  jak  w dowodzie tw ierd zen ia

4 .3 ,  otrzym uje s i ę t

2  x' ( n ,p ) s ( p )  ® 2  2  x ' ( n ,p ) ,  n e / .  ( 5 .1 1 )

Zawsze i s t n i e j e  t a k i  e lem ent x e% rgJm<jrU) ,  że d la  dowolnego neJf zachodzi»

l q x  (n ,q )  -  2  x '(n ,p ) . ( 5 .1 2 )

p e j^ tą )

Z w yrażeń ( 5 .1 1 )  i  ( 5 .1 2 )  w ynika, ż e t

2  X>,p)s(p) = 2  lq x(n,q)s(q) = 2  x(n,p)s(p).0
p * /  qet/T*) psJr

A n alog iczn e  tw ie r d z e n ie  j e s t  o c z y w iśc ie  s łu sz n e  d la  p r z e s t r z e n i 3^ (Jf^) i

3 ,̂ W “ )-
Z tw ie r d z e n ia  5 .6  w ynika, że  o p era to r  j e d n o r o d n y  czasowo

zmienny s to p n ia  m można zd e fin io w a ć  bez u tr a ty  o g ó ln o ś c i w n a stęp u ją 

cy . sposób*

[X (s)] <n) »  2  x ( n ,p )  s ®  ( p ) ,  a e j f ,  (5 .1 3 )
peJI®



-  80  -

g d z ie  odpow iedź im pulsowa x  j e s t  w p e łn i  sym etryczn a . O perator ( > ) ®  od
wzorowuje w Ł^Wf0 ) ,  zatem  z tw ie r d z e n ia  5*1 w ynika, że o p e r a to r  jed 
norodny X odwozrowuje w s i e b i e  w tedy i  ty lk o  w tedy , gdy (JT™) .
Łatwo przekonać s i ę ,  że  o p e r a to r  ( * ) ®  odwzorowuje p r z e s t r z e ń  P(JT3 w 
rgr“ ) ,  a w ięc  z tw ie r d z e n ia  5 -2  w ynika, że o p e r a to r  jednorodny odwzorowu
j e  r(Jf) w s i e b i e  w tedy i  ty lk o  w tedy , gdy x «  UćtyT111) .  P onadto, j e ż e l i
\  n lim  s ( n ) ,  (a e j f ) ,  to  lim  e ®  (p ) = § Q i  z w yrażen ia  ( 5 .7 )  otrzym uje  

n—oo p-*-«o
S ię :

lim  [X (sjj (n )  •r^ n! + 2  °(p Ls ®  (P> “ £ ° ]  •
n — -00 p c / “

A n a lo g ic z n ie , o p e r a to r  ( • )  ®  odwzorowuje r o (jf) w TpOT01) ,  c z y l i  z tw ie r 
d zen ia  5*3 w ynika, że o p e r a to r  jednorodny X odwzorowuje r Q(JT) w s i e b ie  
w tedy i  ty lk o  w tedy , gdy Kefcfc^yf01) .

Normę elem entu  X (s )  można ła tw o  oszacow ać za  pomocą n ieró w n o śc i»

,Il-W luU ”>K-vr

I d e n ty f ik a c ja  układu n ie l in io w e g o  czasow o zm iennego przy  u ż y c iu  op era
to ra  jednorodnego s to p n ia  m niczym  is to tn y m  s i ę  n ie  r ó ż n i od id e n t y f i 
k a c j i  układu czasow o n ie z m ie n n ic z e g o . P o leg a  ona na w yznaczen iu  fu n k c j i  
x  t t *) , P1 t dl a  w sz y s tk ic h  w a r to ś c i p1 , . . . , p m drogą pomiaru od
p ow ied z i uk ładu  na c ią g  )j. pobudzeń o k r e ś lo n y  w p a r a g r a f ie  4*3*

Funkcję t ę  o k r e ś la  s i ę  ze wzoru ( 4 .2 4 )  przy n iezm ien ion ych  o zn a czen ia c h :

m-1

* ( * . p ) - £ r  2  < -1 >r  2  < n '* (5 *14)
r*° «L-P

R CJ—r

P o n iż e j z o s t a n ie  zbadane za g a d n ie n ie  układów jednorodnych z okresowo  
zmiennymi param etram i. N ietru d n o s p o s t r z e c ,  że o p e r a to r  ( * ) ®  odwzorowu
j e ? ^ ^  w j ^ t t T “ ) .  N iech  x  b ę d z ie  od p ow ied zią  im pulsową o p era to ra  za 
danego w yrażeniem  ( 5 .2 )  a x *  b ę d z ie  nową odp ow ied zią  im pulsową daną wzo
rem:

x * (n ,p )  -  x ( n ,n l - p ) ,  n e J T ,  

U ogóln ien iem  tw ie r d z e n ia  5*5 J e s t  n a s tę p u ją c e

(5 .1 5 )
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TW IERDZENIE 5 .7

O perator X o k reś lo n y  wzorem ( 5 .2 )  odwzorowuje p r z e s tr z e ń  * 1  <jT )  +
+ r o (Jf®) w j ^ g r )  + P0 (JO Wtedy i  ty lk o  w ted y , gdy*

( i )  x « :* 0 urB ) ,

( U )  x ł (n+-?,p) »  x * ( a ,p )  d la  dowolnego a«  JT i  dowolnego u sta lo n eg o

p « iłf* .

D o w ó d  przeprowadza s i ę  podobnie jak  d la  tw ie r d z e n ia  5>5> Zacho
d n i rów ność:

[X (s)] (n ) ■ 2  x ( n ,p ) s ( p )  ■ 2  x * ( n ,n l - p ) s ( p ) ,  neJ f, ,
fWT“  P*ff“

%  k t ó r e j  w y n ik a ,  ż e t

, [ l ( s ) ]  (a+ J) -  [X(b )] ( a )  -  2  x*[a+-S, (a+ ^ )I—p] s ( p )  -
peVrm

-  2  x * ( a ,a l - p ) s ( p )  -  2  x * (n + $ ,a l - q ) 8 ( q f 3 t )  -  
pejr®

-  2  x * ( n ,n l - p ) a ( p )  -  2  |* * (n + A  n l - p ) - x * ( n ,n l - p 2  s ( p ) ,

petf° petf“

a  z a te m  m u s i b y ć  s p e ł n i o n y  w a ru n e k  ( I I ) .  CU

Łatwo można s t w ie r d z ić ,  że  o p era to r  ( • )  ®  odwzorowuje przestrzeń  
+ ro (jf) w ^ j ^ “ ) + r o (jrm) ,  a  w ięc  o p e sa to r  jednorodny zadany wzorem 
( 5 .1 3 )  odwzorowuje + r o (jf) w s i e b i e  wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy odpo
w ied ź  im pulsowa x  s p e łn ia  w arunki ( I )  i  ( I I )  tw ie r d z e n ia  5*7 . Wówczas 
u sta lo n a  odpow iedź układu na pobudzen ie okresow e j e s t  rów nież okresow a. 
P r z e s tr z e ń  w sz y stk ic h  x  sp e łn ia ją c y c h  warunki tw ie r d z e n ia  5 .7  b ęd z ie  da

l e j  oznaczana p rzez  ^ (J f ® ) .
Można w r e sz c ie  o k r e ś l i ć  o p era to r  jednorodny odwzorowujący (JO w s i e 

b i e .  U ogóln ien iem  o p era to r«  Y zadanego wzorem ( 5 .1 0 )  j e s t  o p era to r  Y :
: fyCJO  zd efin iow an y  n a stę p u ją c o :

(n?-1 ) I

[Y(s)] (n ) -  2  y ( a ,p ) s ( p ) ,
p « 0

g d z ie t  0 < n < .'? -1 , p e tf® .



J e ż e l i  t o  o d p o w ie d ź  im p u ls o w ą  y  o k r e ś l a  n a s t ę p u ją c e  w y r a ż e 

n i e  t

y ( n „ p )  -  [ X L U P >] ( n ) ,  

g d z i e :  U J «  ( u j ^ , . . . , L L l g i) ,  p e / B , o < p  < ( > 3 - 1 ) 1 .  S tą d  o t r z y m u je  s i # ;

y ( n , p )  *  ^  x ( a , q ) e ( q - p )  ■  2  x ( a , p + q ) e ( q )  -

q £ n l  q <  a l - p

r _ ■
2  x ( n , p + q * )  -  2  x ( n , p - q J ) ,  g d y  ( 1 - < ? ) I <  n l - p  < 0 ,

q £ - I  q  J> I
ET 4

2  x ( n , p + q > »  -  ^  x ( a , p - q * ) t g d y  0  < U I - p  ^  (->-1 ) I .

q <  o  q  >  o
i

O p e r a t o r  J e d n o r o d n y  s t o p n i a  m o d w z o r o w u ją c y  ^ ( J f )  w s i e b i e  o k r e ś la  wzórt

(•?-1 ) I

t y ( 0 ) ]  ( u )  »  2  y ( n , p ) s  ®  ( p ) .

p»o

5 . 3 «  A n a l i t y c z n e  o p e r a t o r y  c z a s o w o  zm ie n n a

O p e r a to r e m  w ie lo m ia n o w y m  c z a s o w o  zm ien n ym  s t o p n i a  

r a t o r  Pn  o k r e ś l o n y  n a s t ę p u j ą c o »

m

p* ( 8 > “  2  V 8 >’
k -1

g d z i e  X k  j e s t  o p e r a t o r e m  je d n o r o d n y m  s t o p n i a  k .  O p e r a t o r  w ie lo m ia n o w y  

j e s t  o d w z o ro w a n ie m  L ° ° (r f ) -—  i ! l u b  r ( J T )—  r (J T ) ,  lu b  r o Q r ) - ~ .  r o ( / ) ,  

l u b  J>p (JT) +  r 0 ( J f ) — ^ ( J T )  +  T o ( i f )  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  g d y  x k  d l a  k «*1 , 

, . . . , m  n a l e ż ą  o d p o w ie d n io  d o  j f lK J ł* ) ,  £ g ( J f k ) ,

Norm ę e le m e n t u  ( s )  m ożn a  o s z a c o w a ć  z a  p om ocą  n i e r ó w n o ś c i »

m n a zy w a  s i ę  o p e -

( 5 . 1 6 )
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J e ż e l i  d la  każdego s  fi Z , g d z i e  Z J e s t  z b io r e m 6  ̂ w i s t n i e j e  g r a 

n i c a  F ( s )  c i ą g u  \ p m( 8 ) j '  w s e n s i e  n o rm y , t o  o p e r a t o r  P  » I> °* (/ ) —  L ° ° { j O  

n a zy w a  s i ę  o p e r a t o r e m  a n a l i t y c z n y m .  Z w y r a ż e n ia  ( 5 * 1 7 )  w y n ik a ,  ż e  j e ż e l i  

z w y k ł y  p o t ę g o w y  s z e r e g »

2
k -1

j e s t  z b i e ż n y ,  t o  s z e r e g  f u n k c j o n a ln y »

P (a )  -  2  - M 8 )
k -1

j e s t  t a k ż e  z b i e ż n y .  A n a l o g i c z n i e  o k r e ś l a  s i ę  o p e r a t o r y  a n a l i t y c z n e *

p«rur)~r(jr), r0 (/)-*r0 (JO, śyjf) * ro cjr)-^j>^(^0 + r0 U).

P o n i ż s z e  t w i e r d z e n i e  d a j e  w a ru n e k  w y s t a r c z a j ą c y  n a  t o ,  a b y  o p e r a t o r

u k ła d u  z a d a n y  w p o s t a c i  u w ik ła n e j  m ożna  b y ł o  r o z w i k ł a ć  p r z y  u ż y c iu  o p e r a 

t o r a  a n a l i t y c z n e g o .

TW IERD ZEN IE  5 .8

N ie c h  w r ó w n a n iu  i

s  -  u  x [< jS (e )]  ( 5 . 1 8 )

ssirgh . l u b  r m  lub roW0, l u b  + ry/)» XeKr, l u b ^ ,  lu b  0̂,
l u b X j , j  <f J e s t  f u n k c ją  t a k ą ,  ż e »

$ ( * ) ] ( n )  - f [ y l n ) L  ( 5 . 1 9 )

g d z i e *  *?».£— 31 j e s t  f u n k c ją  a n a li ty c z n ą . J e ż e l i  o p era to r  X o §  sp e łn ia
w a ru n e k  z w ę ż a jn ia ,  t o  i s t n i e j e  o p e r a to r  a n a lity c z n y  P » L“ ° ( / ) - * -  I f | ( ^ )  lub
r ( j n - *  r ( j ł ) ,  lu b  r o ( j r ) ^ r o ( j r ) ,  l u b 5>q ( j f )  +  r 0 (9T ) — f 9 { f )  +  r 0 U T ) t a k i ,  

ż e  s  -  P ( u ) .

D o w ó d .  T r z e b a  n a j p i e r w  w y k a z a ć  n ie z b ę d n y

I  e  m a  t .  J e ż e l i  f u n k c ja  f  l $ s ~ - S L  w  w y r a ż e n iu  ( 5 . 1 9 )  j e s t  w i e l o m ia 

nem , a  W j e s t  o p e r a t o r e m  w ie lo m ia n o w y m  iT^W f) —  iT W O ,  lu b  P  ( / ) - » -  R ^ f ) ,  

l u b  r 0 ( j f ) —  r 0 ( J f ) ,  lu b  ^ , « 0  *  r 0 ( ^ ) - * ^ ( J T )  +  r 0 U ) ,  t o  X °$ ow  t e ż  j e s t

* 7 1  J e s t  w i ę c  o b s z a r e m  z b i e ż n o ś c i  c i ą g u



o p e r a t o r e m  w ie lo m ia n o w y m  o d p o w ie d n io  l T ° ( / )  lu b  r ( J f ) — - P V ) ,  lu b

r0 (jf)—  r0 u ) ,  lub ̂ (jf) + rg (jr)— Ą u o  + r0 (jr).

D o w ó d  l e m a t u .  B e z  u t r a t y  o g ó l n o ś c i  m ożna  p r z y j ą ć ,  ż e  f

jest je d n o m ia n e m  s t o p n i a  r t  < ? ( t )  =  t r .  Wówczas:

[ § ( W ( s ) ) ]  ( n )  1= [ 2  2 .  * k ( n , p ) s  ®  (p )|  r .  ( 5 . 2 0 )

k-1 p e /

Wyrażenie (5.20) j e s t  s k o ń c z o n ą  sumą s k ła d n ik ó w  t y p u :

2  k , %  ( p , ) - .  2  k r % ( a * pr ) B ®  (p r 5 -* 1 ' *P ^  p peJ{

| x k . / a ,p 1****Jtk (n >Pr >s  ^  (p1 ) . . . s  ^  (pr ). . - - n *P-) » • • • » Pr

’ (C+Trr+kT)

■ %  ^    <p>- <5-2>>
p e /  1 r

Z w yrażen ia  (5*21 ) w yn ik ają  n a s tę p u ją c e  im p lik a c je :

V * r 8yy 3>. dla Ó"l.— , r = 5 > ^ .....................................................^ « ^ r s y a ^ 1^ ' ’ ^ ) .

^ » s y m ^ ) -  318 3-1..... t = > :lk 1,...kr « ^ SyBl̂ kl+‘” +kl‘).

^ k j ^ o s y m ^  dla .........« * k 1,...fkr * * o 8y m (̂ 1+’'‘+kr>*

Oprócz te g o  odpow iedź impulsowa*

^ . . . . . k ^ P )  = xk1, . . . , k r (n»nI_P  ̂ “ *]c1 (n*nI"Pl)*»*xkr (n»nI“Pr) “

£  ( n , p . , ) . . . x *  (n ,p  )
1 r

-  x *

s p e łn ia  warunek  ^ (n + O .p )  = ^ ...........^  ( n .p ) ,  j e ż e l i  ty lk o

xk ^ n+'̂ ’ Pj^ “ * k j ( a , P j )  d la  j * * 1 , . . . , r .  Zatem ma m ie jsc e  n a s tę p u ją c a  im
p lik a c ja *
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d la  3 - 1 . . . . . r = ^ * k i ł . . . t k r «3K3l( / 1+*, ' +l£r) .

Z tw ierd zeń  5 .4  i  5 .5  w ynika, że  o p e r a to r  Xo<f ow j e s t  operatorem  w ie
lomianowym, co  kończy dowód lem a tu . D a lszą  część dowodu przeprowadza s i ę  
id e n ty c z n ie  ja k  d la  tw ie r d z e n ia  4*4 , w yk orzystu jąc  lem at 1 teg o  tw ierd ze 
n ia .  O

I d e n t y f ik a c j ę  układu czasowo zm iennego przy u ż y c iu  operatora w ielom ia
nowego przeprow adza s i ę  metodą o p isa n ą  przy końcu paragrafu  4 .5 ,  p o lega
ją c ą  na kolejnym  ob n iża n iu  s to p n ia  w ielom ianu  fu n k c jo n a ln eg o .
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W k o n k lu z j i tr z e b a  s t w ie r d z ić ,  ż e  z a sto so w a n ie  a lg e b r  Banacha *  t e o r i i  
sygnałów  wielow ym iarowych pozw ala u s ta w ić  na w sp ó ln ej p ła s z c z y ź n ie  dużą 
l i c z b ę  k la s  sygnałów  i  układów oraz udowodnić d la  n ic h  w spólne tw ie r d z e 
n ia  przy  s ła b y ch  z a ło ż e n ia c h .  D otyczy  to  g łó w n ie  tw ierd zeń  o s t a b i l n o ś c i  
różnych typów . S z c z e g ó ln e  k o r z y ś c i w ynikają  z t e o r i i  a lg e b r  Banacha d la  
k la s y  układów czasow o n ie z m ie n n ic z y c h , a t o  ze  w zględu  na ic h  kom utatyw- 
n o śó . W układach czasow o zm iennych, k tó r e  n ie  są  kom utatywne, k o r z y ś c i z 
za sto so w a n ia  a lg e b r  Banacha są  zn a czn ie  m n ie js z e . S z c z e g ó ln ie  j e s t  to  w i
doczne w r o z d z ia le  p iątym .

V? r o z d z ia le  tr z e c im  dotyczącym  układów lin io w y c h  czasow o n ie z m ie n n i
czych  r o z p a t r u j e 's i ę  ró w n o leg le  sy g n a ły  spróbkowane i  ciągłe. W d a lsz y c h  
ro z d z ia ła c h  zan iech an o  te g o , o g r a n ic z a ją c  s i ę  w y łą c z n ie  do sygnałów  sp r ó b -  
kowanycb z a zn a cza ją c  t y lk o ,  że  w ię k sz o ść  tw ierd zeń  p r z e n o s i s i ę  na sygna
ł y  czasow o c i ą g ł e .  N a leży  jednak to  p r z e d łu ż e n ie  s to so w a ć  o s t r o ż n ie ,  na 
co zwrócono uwagę ju ż  c h o c ia żb y  pod k o n iec  p aragra fu  3 * 2 . Podobnie pod
c z a s  id e n t y f ik a c j i  uk ład u  operatorem  jednorodnym (lu b  w ielom ianowym ) n ie  
można sto so w a ć  im pulsów D iraca  jako pobudzeń próbnych, ty lk o  c i ą g i  im pul
sów aproksym ujących im pulsy  D ir a c a , na przyk ład  mogą to  być 'w ąskie im pul
sy  p r o s to k ą tn e . Także metoda sy n te z y  o p era to ra  jed norodnego o p isa n a  w pa
r a g r a f ie  4.4  w z a sa d z ie  n ie  może być p r z e n ie s io n a  do k la s y  sygnałów  cza 
sowo c ią g ły c h .  Z astosow an ia  maszyn i  n a jr o z a a its z y c h  w ysp ecja lizow an ych  
urządzeń  cyfrow ych w ytłum aczą chyba nad an ie  p r io r y te tu  k la s i e  sygnałów  
spróbkowanych.

PODZIĘKOWANIE

A utor d z ię k u je  Panu P ro feso ro w i W iesław owi Żelazce za w n ik liw e  p rze 
c z y ta n ie  r ę k o p isu  p racy  i  dokonanie w ie lu  cennych poprawek.

LITERATURA

[1] AHMADI H ., KING R.A. 1 A s t a b i l i t y  c r i t e r io n  f o r  N -d im en sion a l z e r o -  
pbase r e c u r s iv e  d i g i t a l  f i l t e r s .  P ro c . IEEE v . 65 , pp. 8 9 3 -8 9 8 , June 
1977 .

[2]  ANDERSON B .D ., NEWCOMB R.W.t L in ea r  p a s iv  netw orks! fu n c t io n a l th e 
o r y . P roc . IEEE, pp. 7 2 -8 8 , Jan . 1976.

[3]  ANDERSON B .D ., JURY E . I . t  S t a b i l i t y  t e s t  f o r  tw o-d im en sion a l recu r
s i v e  f i l t e r s .  IEEE T rans, on Audio and E le c tr o a c o u s t ic s ,  pp. 366-372 , 
Aug. 1973 .

[4] BARKER H .A ., AHBATI S . :  N o n lin ea r  sam p led -d ata  system  a n a ly s is  by 
m u ltid im e n sio n a l Z tra n s fo rm s. £ r o c . IEEE, pp . 1407-1413 , S ep t.  
1972.

0 3  BAUMGARTNER S .L . , HUGH W .J. t Complete i d e n t i f i c a t i o n  o f  a c la s s  o f  
n o n lin e a r  sy stem s from s t e a d y - s t a t e  freq u en cy  r e sp o n s e . IEEE T rans. 
C ir c u it s  and System s, pp. 7 5 3 -7 5 8 , S e p t . 1975.

[б] BELA1 A .A ., SHENOI B .A*: S c a lin g  o f  l i n e a r  t im e -v a r y in g  netw orks pa
s s i v i t y ,  and l o s s l e s s n e s s .  IEEE T ran s. C ir c u it s  and Systems.M ay 1977.

[73 BIESIEKIERSKIJ W .A.: C ifrow yje  a w to m a ticzesk i j e  e is t ie m y . Moskwa 1976.
[в] BITTNER R .t  Rachunek operatorow  w p r z e s tr z e n ia c b  lin io w y c b . Warszawa 

1974.
[9]  BOSE N .K .j Problem s and p ro g ress  in  m u ltid im en sio n a l system s th e o r y . 

P ro c . IEEE, pp. 8 2 4 -8 4 0 , June 1977.
[10] CHRISTENSEN G .S .t  On th e  convergen ce o f  V o lte r r a  s e r i e s .  IEEE T rans. 

A utom atic C o n tr o l, p p . 736-737» D e c . .1 9 6 8 .
[11]  COOKE R .G .< I n f i n i t e  m a tr ic e s  and seq uence s p a c e s .  M acm illan and Com

pany, Ltd London* 1950 .
[12] CRUZ J .B .J r^ *  A g e n e r a l iz a t io n  o f  th e  im pulse t r a in  approxim ation  

f o r  tim e -v a r y in g  l in e a r  system  s y n t h e s is  in  th e  tim e domain. IRE 
T ran s. C ir c u it  T heory, pp . 3 9 3 -3 9 4 , D ec. 1959 .

[13 ] CRUZ J .B .J r . :  On th e  r e a l i z a b i l i t y  o f  l in e a r  d i f f e r e n t i a l  sy s tem s. 
IRE T ran s. C ir c u it  T heory, pp . 3 4 7 -3 4 8 , S e p t . 1960 .

[14] CYPKIN J .Z . ,  P0PK0W J .S . t  T ie o r ia  n ie l in ie j n y c h  im pulsnych s i s t i e m .  
Moskwa 1973 .

[15] DECARLO R ., SAEKS R ., MURRAY J . t  A N y q u ie t - l ik e  t e s t  f o r  th e  s t a b i 
l i t y  o f  tw o -d im en sio n a l d i g i t a l  f i l t e r s .  P roc . IEEE pp. 9 7 8 -9 7 9 , Ju
ne 1977 .

[16]  DE SANTIS R .j  C a u sa lity  th eo ry  in  sy stem s a n a ly s i s .  P roc. IEEE, pp. 
3 6 -4 4 , January 1976.

[17]  DESOER C.A. 1 N o n lin ea r  d i s t o r t io n  in  feed b ack  a m p l if ie r s .  IRE T rans. 
C ir c u it  Theory pp. 1 -6 ,  March 1962 .

£18] DESOER C .A ., CHAN W .S.* The feed b ack  in te r c o n n e c t io n  o f  m u lt iv a r ia 
b le  sy s te m s: s im p li fy in g  theorem s f o r  s t a b i l i t y .  P roc . IEEE, p p .139- 
144 , January 1976.

[19]  DOUGLAS R.G.* Banacb a lg eb ra  te c h n iq u e s  in  o p era to r  th e o r y . Academic 
P r e s s ,  New York, London 1972.

£20]  FRIEDLAHD B. t A tech n iq u e  f o r  th e  a n a ly s is  o f  t im e -v a r y in g  sam pled- 
d a ta  sy s te m s . T rans. AIEE v o l .  7 5 , p art I I ,  pp. 407-413« January 1957.

£21] FUKS B .A .t  W w ied ien ije  w t i e o r i j n  e n a l i t i c z e s k ic b  fu n k c j i  mnogich 
p ier le m ie n n y c h . Moskwa 1962 .

[22] GACHCfW P .D . ,  CZERSKIJ J . I . s  U raw nian ija  t ip a  s w ia r t k i .  Nauka, Moskwa 
1978.

£23]  flKT.PAHD I .M ., RAJKOW D . I . , SZYLOW G.E.* Kom utatiirnyje normirowannyje 
k o lc a .  Moskwa 1960 .



- 88 -

[24] HARPBR Т .Н ., RUGH W .J .i S tr u c tu r a l f e a t u r e s  o f  f a c t o r a b le  V o lte r r a  
sy s te m s . IEEE T ran s. A utom atic C o n tro l, p p . 8 2 2 -8 3 2 , D eo. 1976 .

[25] HOFFMAN K. j Banach sp a c e s  o f  a n a ly t ic  f u n c t io n s .  P r e n t ic e - H a l l ,  l a c .  
1962.

[26] HUANG T .S .:  S t a b i l i t y  o f  tw o -d im en sio n a l r e c u r s iv e  f i l t e r s .  XESE 
T rans, on Audio and E le c t r o a c o u s t ic s ,  pp . 1 5 8 -1 6 3 , June 1972 .

[27]  JUSTICE J .H . , SHANKS J .L . t S t a b i l i t y  c r i t e r io n  f o r  n -d iin en s io n a l d i 
g i t a l  f i l t e r s .  IEEE T rans. Autom at. C o n tr ., v o l .  AC -  18 , p p . 2 8 4 -  
2 8 6 , June 1973.

[28] KANTOROWICZ L.W ., AKIL0V7 G .P.* Funkcjonalny;} a n a l i z .  Moskwa 1977 .
[29] KŁIR G .J . t Trends in  g e n e r a l system  th e o r y . W iley , New York, 1 972 .
Г30] KREJN S .G . 1 L in ie jn y je  u ra w n ien ija  w banachowom p r o s tr a n e tw ie . Mosk

wa 1971 .
;[31] LAV1 A ., NARAYANAN S . t A n a ly s is  o f  a  c l a s s  o f  n o n lin e a r  discrete sy

stem s u s in g  m u ltid im e n s io n a l m o d ified  Z tr a n s fo r m s . IEEE T ran s, on 
Autom. C o n tro l, pp . 9 0 -9 3 , F eb . 1968 .

[ 32]  MARCKESINI G ., PICCI G .: On th e  fu n c t io n a l  id e n t i f i c a t i o n  o f  n o n lin e 
a r  sy stem s from in p u t -o u tp u t  d a ta  r e c o r d s . IEEE T ran s. A utom atic  Con
t r o l ,  pp . 7 5 7 -7 5 9 , D ec. 1969 .

[33]  MESAROWIC M .D ., TAJ SAHARA Y. i G eneral sy stem s tb e o x y i m ath em atica l 
fo u n d a t io n s . Academic P r e s s  1975»

[34] NAYLOR A.W.t G en era lized  freq u en cy  re sp o n s  c o n c e p ts  f o r  ’t im e -v a r y in g  
d is c r e t e - t im e  l i n e a r  sy s te m s . IEEE T rans, on C ir c u it  T h eo ry ,p p .4 2 8 -  
4 4 0 , S e p t . 1 9 6 3 . ’•

[35] PORTER W .A.t An o v erv iew  o f  polynom io sy stem s th e o r y . P ro c . TREE, 
p p . 1 8 -2 3 , J a n ,1976 .

[36]) PUCHOW G.E. t P r ieo b ra zo w a n ija  T ay lora  i  ic h  p r im ie n ie n ije  w e l e k t r o -  
t i e c h n ik ie  i  e l e k t r o n ik ie .  Naukowa Dumka, Kijjeir 1978 .

[ 37 ]  PUPKOW K .A ., KAPALIN W .I .,  JUSZCZENKO A .S .t  P u n k cjon a ln y je  r ia d y  w 
t i e o r i i  n ie l in i e j n y c b  s i s t i e m .  Nauka, Moskwa 1976.

[33]  RICKART C.E. t G eneral th e o r y  o f  Banach a lg e b r a s . New York, Van No
stran d  1960 .

[39] RONKIN L .1 . 1 E lem enty t i e o r i i  a n a l i t i c z e s k ic h  f u n k r j i  mnogich p i e -  
r iem ien n y cb . Naukowa Dumka, K ijew , 1977 .

[40] RUDIN W. t F u n c tio n a l a n a ly s i s .  Me G raw -H ill B .C . ’9 7 3 .
[41]  RUDIN W.j R ea l and com plex a n a ly s i s .  Me G raw -H ill, N . York, 1966 .
[42] SHANMUGAM K ., LAL II. j A n a ly s is  and s y n t h e s is  o f  a c l a s s  o f  n o n lin e a r  

sy s te m s . IEEE T rans. C ir c u i t s ,  S ystem s, pp. 1 7 -2 5 , Jan 1976 .
[43] SIWCZYŃSKI М.: M o żliw o śc i z a sto so w a n ia  pewnych grup do a n a liz y  u k ła 

dów n ie s ta c jo n a r n y c h . M a te r ia ły  Seminarium P o lsk o -C B ech osłow ack iegoy  
VSSE P lz e f i, C zech o sło w a cja , s s .  4 8 -5 1 , 1978 .

[44]  SIWCZYŃSKI М ., TOPÓR-KAHIiJSKI L. j A n a liza  obwodów o okresow o zm ien
nych param etrach m etodą w a r ia c y jn ą . P race I n s ty tu tu  T e lek om u n ik acji 
i  A kustyk i P o l i t e c h n ik i  W rocław skiej Nr 4 0 , s s .  1 2 5 -1 3 2 , 1978.

[45] SI7/CZYKSKI М., TOPOR-KAMINSKI L . : A n a liz a  i  m odelowanie aktywnych ob
wodów z okresow o zmiennymi param etram i. M a te r ia ły  V I I I  Sympozjum Me
tod y  M atem atyczne w E le k tr o te c h n ic e  Opole -  Pokrzywna 1979.

[46] SIWCZYŃSKI М ., TOPÓR-KAMlrfSKI L .t  A n a liza  i  r e a l i z a c j a  ektywnych ob
wodów z  okresow o zmiennymi param etram i. Rozprawy E le k tr o te c h n ic z n e ,  
Warszawa, 2 /8 1 .

[47] SIWCZYŃSKI M. s T ech n ik i a lg e b r  Banacha sygnałów  czasow o w ielow ym ia
rowych w t e o r i i  n ie l in io w y c h  układów a n a li ty c z n y c h . Z esz . Nauk. Po
l i t e c h n i k i  Ś lą s k ie j ,  n r 7 2 , 1980 .

-  8 9  -

[48] SIWCZYNSKA Z .,  SIWCZYŃSKI M .t D rgania w l i n i i  d łu g ie j  o b c ią żo n ej e l e 
mentem n ie lin io w y m . P race I n s ty tu tu  T elekom un ik acji i  A kustyki P o l i 
t e c h n ik i  W rocław sk iej, nr 40 , s s .  133 -1 3 5 , 1978.

[49] SMETS H .B .: A n a ly s is  and s y n t h e s is  o f  n o n lin e a r  sy s te m s . IRE T rans. 
C ir c u it  T heory, pp. 4 5 9 -4 6 9 , D ec. 1960.

fed] STROM T . , SIGNELL S . t  A n a ly s is  o f  p e r io d ic a l ly  sw itch ed  l in e a r  c i r 
c u i t s .  IEEE T rans. C ir c u it s  and S ystem s, pp . 5 3 1 -5 4 1 , O ct. 1977.

fe i]  TROTT G.W., CHRISTENSEN G .S .t  On th e  u n iq u en ess o f  th e  V o lte r r a  s e 
r i e s .  IEEE T rans. A utom atic C o n tro l, pp. 7 5 9 -7 6 0 , D ec. 1969.

fc2) TROTT G.W., CHRISTENSEN G .S .t  A la r g e r  r e g io n  convergence f o r  the 
V o lte r r a  s e r i e s .  I n t .  J .  C o n tro l, pp. 3 7 7 -3 8 4 , v . 14 , nr 2 , 1971«

[$5] WILLEMS J .C .: Some r e s u l t s  on the L s t a b i l i t y  o f  linear time-varying 
sy s te m s . IEEE T rans. A utom atic C o n tro l, pp. 6 6 0 -6 6 5 , Dec. 1969.

[54]  WILLEMS J .C .s  Mechanisms f o r  th e  s t a b i l i t y  and i n s t a b i l i t y  feedback  
s y s te m s . P ro c . IEEE, pp. 24- 35 , Jan . 1976 .

fe5] WYSOCKI E .M ., RUGH T/.J. s F u rth er  r e s u l t s  on the i d e n t i f i c a t i o n  prob
lem f o r  th e  c la s s  o f  n o n lin e a r  sy stem s S« . IEEE T rans. C ir c u it s  and 
S ystem s, pp. 664- 670 , Nov. 1976.

[*>6] VIDYASAGAR M. s Some a p p lic a t io n s  o f  th e  s p e c t r a l-r a d iu s  concept to  
n o n lin e a r  feed b ack  s t a b i l i t y .  IEEE] T rans. C ir c u it  Theory, pn. 607-  
615 , Nov. 1972 .

|Ji7] VOLTERRA V. t Theory o f  fu n c t io n a l  and in t e g r a l  and in t e g r o d if f e r e n -  
t i a l  e q u a t io n s . Dover P u b lic a t io n s ,  New York, 1959«

[58] ZAMES G .: F u n c tio n a l a n a ly s is  a p p lied  to  n o n lin e a r  feedb ack  sy stem s. 
IEEE T rans. C ir c u it  T heory, pp. 3 9 2 -4 0 4 , S e p t. 1963.

fi>9) ZAMES G ., KALIMAN R .R .s On s p e c t r a l  m appings, h ig h er  ord er c i r c l e  
c r i t e r i a  and p e r io d ic a l ly  v a ry in g  sy s te m s. IEEE tr a n s .  A utom atic Con
t r o l ,  pp. 6 4 9 -6 5 2 , D ec. 1970 .

[66] ŻELAZKO W. s A lgebry  Banacha. Warszawa 1968.



ZASTOSOWANIE ALGEBR BANACHA W TEORII SYGNAŁÓW I  UKŁADÓW 
WIELOWYMIAROWYCH

S t r e s z c z e n i e

Praca n in ie j s z a  j e s t  pośw ięcon a g łó w n ie  zastosow aniom  a lg e b r  Banacha 
w ielowym iarowych sygnałów  czasow o d ysk retn ych  i  czasow o c ią g ły c h  w t e o r i i  
układów lin io w y c h  i  n ie l in io w y c h  układów a n a lity c z n y c h .

We w s tę p ie  podano podstawowe o k r e ś le n ia  i  sform ułow ano problem  p ra cy .
W r o z d z ia le  drugim p rzed staw ion o  , wraz z dowodami podstawowe tw ie r d z e 

n ia  d o ty czą ce  g łó w n ie  o d w ra ca ln o śc i elem entów  a lg e b r  Banacha o raz  fu n k c j i  
je d n e j i  w ie lu  zm iennych w a lg e b r a c h  Banacha. Sform ułowano tam t e ż  tw ie r 
d zen ia  o izom orfizm ach  a lg e b r  Banacha i  a lg e b r  fu n k c j i  a n a lity c z n y c h  w ie 
lu  zm iennych.

W r o z d z ia le  tr z e c im  omówiono konkretne sp lo to w e a lg e b r y  Banacha przy
czynowych aygnałów  w ielow ym iarowych czasow o d ysk retn ych  i  czasow o c ią g 
ły c h ,  w tym tak że  sygnałów  w ie lo o k reso w y cb . O kreślono odpow iednie p rze 
k s z t a łc e n ia  G elfanda ty ch  a lg e b r , za  pomocą k tórych  sform ułow ano k r y t e r ia  
s t a b i ln o ś c i  lin io w y c h  układów w ielow ym iarowych czasow o n ie z m ie n n ic z y c h .

W r o z d z ia le  czwartym a lg e b r y  t e  zastosow an o  do badan ia  n ie l in io w y c h  
czasow o n iezm ien n iczy ch  układów  a n a li ty c z n y c h . Podano k i lk a  tw ie r d z e ń  do
ty czą cy ch  s t a b i ln o ś c i  ta k ic h  układów . P rzed staw ion o  a lgory tm y  a n a l iz y ,  
sy n te z y  i  I d e n t y f ik a c j i  a n a lity c z n y c h  układów  n ie l in io w y c h  czasow o d ys
k re tn y ch .

R o zd z ia ł p ią t y  p ośw ięcono t e o r i i  operatorów  układów czasow o zm iennych. 
Wprowadzono p o ję c ia  operatorów  jed n orod n ych , w ielom ianow ych i  a n a l i t y c z 
nych d la  układów n ie l in io w y c h  czasow o zm iennych i  sform ułow ano odpow ied
n ie  tw ie r d z e n ia  o s t a b i ln o ś c i  ta k ic h  układów . PodBno tw ie r d z e n ie  o s t a b i l 
n o ś c i  a sym p totyczn ej n ie l in io w y c h  układów z okresow o zmiennymi param etra
m i.

THE ALGEBRAS APPLICATION IN THE MULTIDIMENSIONAL
SIGNALS AND SYSTEMS THEORY
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T h is work r e f e r s  to  Basach a lg e b r a s  o f  m u ltid im en sio n a l d is c r e t e - t im e  
and co n tin u o u s-t im e  s ig n a ls  a p p l ic a t io n  in  th e  l i n e a r  and n o n lin e a r  a n a ly 
t i c a l  sy stem s th e o r y .

In  th e  p r e fa c e  b a s ic  d e f i n i t i o n s  were g iv e n  and th e  problem  o f  the  
work was fo rm u la ted .

In  th e  second s e c t io n  th e  g e n e r a l theorem s o f  Banach a lg e b r a s  e lem en ts  
i n v e r t i b i l i t y  w ith  proofB and th e  g e n e r a l theorem s o f  s in g le -a n d  m u lt i -  
v a r ia b le  fu n c t io n s  in  th e  Banach a lg e b r a s  were g iv e n . There w ere a ls o  f o r 
m ulated th e  theorem s o f  th e  isom orphism s betw een th e  Banach a lg e b r a s  and 
m u lt iv a r ia b le  a n a ly t ic a l  fu n c t io n s  a lg e b r a s .

In  th e  th ir d  s e c t io n  th e  c o n v o lu t io n  Banach a lg e b r a s  o f  c a u s a l m u lt i
d im en sion a l d is c r e t e - t im e ,  and co n tin u o u s-t im e  s i g n a l s ,  and a ls o  m u ltip e 
r io d ic a l  s ig n a ls  w ere d e s c r ib e d . The G elfand tr a n s fo r m a tio n s  o f  th e s e  a l 
geb ras were d e f in e d , and th e  s t a b i l i t y  c r i t e r io n  o f  m u ltid im en sio n a l l i 
n ear t im e - in v a r ia n t  sy s te m s , were g iv e n .

In  th e  fo u r th  s e c t io n  th e s e  a lg e b r a s  were a p p lied  in ;  o rd er  to  stu d y  
n o n lin e a r  tim e-in v a r ia n t a n a ly t ic a l  sy s te m s . There were a ls o  formulated th e  
s t a b i l i t y  theorem s f o r  th e s e  sy s te m s . The a lg o r ith m s o f  a n a ly s i s ,  id e n t i 
f i c a t i o n  and s y n t h e s is  o f  n o n lin e a r  a n a ly t ic a l  sam pled d ata  sy s te m s , were 

g iv e n .
In  th e  f i f t h  s e c t io n  th e  tim e v a ry in g  o p e r a to r s  th eo ry  was d e sc r ib e d .  

The co n cep ts  o f  th e  homogenous, p o lyn om ia l and a n a ly t ic a l  tim e v a ry in g  
o p era to rs  were In tro d u ced . The theorem s o f  B IB O -B ta b ility  and a sy m p to ti
c a l  s t a b i l i t y  o f  th e s e  o p e r a to r s  w ere fo rm u la ted . The a sy m p to tic a l s t a b i 
l i t y  theorem s o f  th e  p e r io d ic a l ly  v a ry in g  sy stem s were a ls o  g iv e n .



ПРИМЕНЕНИЕ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР Б ТЕОРИИ МНОГОМЕРНЫХ СИГНАЛОВ И СИСТЕМ

Р е з ю м е

В работе применены банаховы ажгебры многомерных дискретных и непрерывных 
сигналов х теория линейных и нелинейных аналитических систем.

Введение в работу дает основные определения и постановку задачи.
Во второй главе сформулированы основные теоремы об обратимости элементов 

банаховых алгебр и о функциях одной и многих переменных в банаховых алге
брах. Дана также формулировка теоремы о изоморфных отображениях банаховых 
алгебр на алгебры аналитических функкий многих переменных.

В третьей главе введены сверточные банаховы алгебры каузальных многомер
ных дискретных й непрерывных сигналов, в том также многопериодических сиг
налов. Дакы определения преобразований Гедьфанда а г их алгебр, с помощью ко
торых сформулирован критерий устойчивости многомерных инвариантных во вре
мени систем.

В четвертой главе эти алгебры применены к изучению нелинейных инвариант
ных во времени аналитических систем. Выведены теоремы об их устойчивости, 
сформулированы алгорифмы анализа, синтега и идентификации нелинейных анали
тических дискретных во времени систем.

Пятая глава содержит теорию параметрических нелинейных аналитических опе
раторов. Здесь даны определения однородных, полиномлнальных и аналитических 
нелинейных параметрических систем и сформулированы теоремы об их устойчи
вости. В этой главе дана теорема об ассимптотической устойчивости нелиней
ных систем с периодически меняющимися параметрами.

I
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I

I



WYDAWNICTWA NAUKOWE I DYDAKTYCZNE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ

44-100 Gliwice — Księgarnia nr 096, ul. Konstytucji 14 b 
44-100 Gliwice — Spółdzielnia Studencka, ul. Wrocławska 4 a 
40-950 Katowice — Księgarnia nr 015, ul. Żwirki i Wigury 33
40-096 Katowice — Księgarnia nr 005, ul. 3 Maja 12
41-900 Bytom — Księgarnia nr 048, PI. Kościuszki 10 
41 -500 Chorzów — Księgarnia nr 063, ul. Wolności 22
41-300 Dąbrowa Górnicza — Księgarnia nr 081, ul. ZBoWiD-u 2 
47-400 Racibórz — Księgarnia nr 148, ul. Odrzańska 1 
44-200 Rybnik —• Księgarnia nr 162, Rynek 1 
41-200 Sosnowiec — Księgarnia nr 181, ul. Zwycięstwa 7 
41-800 Zabrze — Księgarnia nr 230, ul. Wolności 288
00-901 Warszawa — Ośrodek Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN — 

Pałac Kultury i Nauki

Wszystkie wydawnictwa naukowe i dydaktyczne zamawiać można poprzez Składnicę 
Księgarską w Warszawie, ul. Mazowiecka 9.


