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JÓ Z EF JOACHIM TELEGA

PRZESTRZENIE TRANSLATORCWE

S tr e sz c z e n ie . Wprowadzenie na rozm aitości 
tensora podwójnego -  tra n sla to ra  -  pozwa­
la zdefiniow ać k la sę  p r z e s tr z e n i, w których  
można dodawać wektory brane z p rzestrzen i 
stycznych do rozm ąitości w różnych punktach. 
T ranslator umożliwia te ż  przenoszenie g ę sto ­
ś c i  tensorowych i  koneksji a fin iczn y ch z  jed­
nego punktu ro zm a ito śc i do dowolnego innego. 
P rzestrzen ie  tego typu nazywamy tr a n s la to ­
rowymi.

WSTgP

W p rzestrzen i euklidesow ej E11 można wprowadzić p o jęc ie  tzw .  
tra n sla to ra  ( s h i f t e r ) ,  c z y l i  tensora podwójnego, przy pomocy któ­
rego można przenosić  rów nolegle (w sen s ie  euklidesowym) wektory z 
jednego punktu p rzestrzen i do dowolnego innego [1 ] ,  [ 2 ] ,  I s to ta  
t e j  metody j e s t  następująca [1 j : n iech  V0» 1* •••»  n oznacza­
ją  współrzędne wektora V w prostokątnym kartezjańskim  układzie  
współrzędnyoh w punkcie >̂( r f ) , ¿6 = 1, n . Wiadomo, że w dowol­
nym innym punkcie £ (£■*■) i s t n ie j e  jedyny wektor v , którego w spół­
rzędne V1 , i  = 1, . . . ,  n w tym samym układzie wynoszą

i  i
V a ^  V« (1 )

Mówimy wówczas, że wektor v  powstał przez rów noległe przesun ię­
c ie  wektora V z punktu i? do punktu £ .
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Dokonujemy dowolnych tran sform acji

^  = S? ( O ,  > ? < / ( * ? ) ,  (2 )

w p un ktach  o d p o w ied n io  z ( 1 ) ( 2 ) otrzym ujem y:

v l  < 7 *  < / >  | S = i , ' ' i

gdzie:
i

W prowadzając w ie lk o ś ć

■a my

• ’ ó f  , .

s 1, =■ <J a J b  ( 3 )
Ot OC °t

r1 ’ ,  g ^ , v - :  
oC

Obiekt dany za leż n o śc ią  (3 ) J .L . ERICKSEN [ i j  nazywa tr a n s la to ­
rem.

W ydaje s i ę »  i ż  t r a n s la t o r  -  p o d o b n ie  ja k  t e n s o r  m etry czn y  w 

p r z e s t r z e n ia c h  Riemanna -  można p r z y ją ć  ja k o  dany d la  każdych dwu 

punktów r o z m a i t o ś c i  i  b adać t a k ie  w ła ś n ie  p r z e s t r z e n ie ,k t ó r e  n a z ­

w iem y " tr a n s la to r o w y m i" . T ak ie  u o g ó ln ie n ie  j e s t  ce lem  t e j  p r a c y .

Łatwo spraw dzić, i ż  tr a n s la to r  j e s t  tensorem podwójnym w sen ­
s i e  podanymw pracy f 5 l .  Biorąc mianowicie dowolne transform acje

iW 4* -j* -y,« DA1
Ą “ £ (£  ) ,  Y “ ^ ( 7  ) i  uw zględniając (3 ) otrzymujemy

i" i  i" ci i  i"  i '  <X cc' i 1' oe" i 1 . ,
&  * !■  Ai  W -  <4)

c o  o zn a cz a ,iże  t r a n s l a t o r  j e s t  m ieszanym  ten sorem  podwójnym o w a- 

l e n O j i  ( 1 , 0 { 0 , 1 ) .
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Przed  p r z y s tą p ie n ie m  do d a ls z y c h  rozw ażań  przypomnimy o g ó ln ą  

d e f i n i c j ę  ten so ró w  podw ójnych [ 5] •

Weźmy dwa dow olne punkty n-w ym iarow ej r o z m a it o ś c i  M. N iech  £ = 

=  J i ( x ) ,  = / l ( x ) ,  g d z ie  ¿1  £ W X, p , e V t %  p rzy  czym o zn a cza ­

j ą  s t r u k tu r y  lo k a ln e  w p un ktach  od p ow ied n io  x ,  x  ( p o r .  [ 3 j ) .Z a -  

kładam y, i ż  r o z m a ito ś ć  j e s t  wymaganej do rozw ażań  k la s y .  Tensorem  

podwójnym o w a le n c j i  (m ,p ,q ,t f )  nazywamy g eo m e tr y czn y  o b ie k t  pod­

w ójn y o p raw ie t r a n s fo r m a c j i

(5 )

&  s t s r> 6 i r . • • , r
“A r 1 * • * A r m \  * * - B o  A s '  * * * V  B6 \ ' *  * B 6 1 T  “  V " S P ®1

r , s , ę , €> = 1 , . n,

g d z ie i ,

r ' H *  r*
k *  — —  1 i  są  współrzędnymi punktu x  w układzie

r  <J4r  .

¿LeVlx t b |=  ?  s 3 współrzędnymi punktu x  w u k ła d z ie p.'G 1H

Widzimy w ięc , że za leżność (4 ) j e s t  szczególnym przypadkiem związ­
ku ( 5 ) .

§ 1 .  Z d efin iu je m y  t e r a z  p r z e s t r z e ń  t r a n s la t o r o w ą .

D e f i n i c j a  1 . 1 .  P r z e s t r z e n ią  t r a n s la to r o w ą  T11 nazyw ać b ęd ziem y  

n-wym iarową r o z m a ito ś ć  M, d la  k tó r e j  o k r e ś lo n y  j e s t  g eo m e tr y cz ­

ny o b ie k t  podwójny p rzy  czym s p e łn io n e  s ą  n a s tę p u ją c e

w aru nk i:

I .  g* j e s t  tensorem podwójnym, tzn .
i '

( & )  = k l  b" e ^ , V h  a a - b* - , (1.1)
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I I .  J e ś l i  aą  w sp ó łrzęd n ym i dow olnego  punktu y e M ,  t o

s i  ( £ » £ )  s« ^ ’ ^  = a . i , « »  1 , . . . , n  ( 1 . 2 )

I I I .  d e t  II g 1 II * 0 .

Z p o s t u la t u  d r u g ie g o  i  t r z e c i e g o  wysnuwamy w n io s e k , że  w p r z y ­

padku gd y  rpunkty x ,  x ,  y  s ą  id e n ty c z n e ,,  t o

4  ( * • « ) " &  ( 1 ,3 )

T r a n s la to r  p ozw ala  na p r z e n o s z e n ie  w ektorów  z jed n e g o  punktu  

r o z m a it o ś c i  do d ow olnego in n e g o .  N iec h  m ia n o w ic ie  b ęd ą  w s p ó ł­

rzęd n ym i w ek tora  V 6 T ( x ) ,  g d z ie  T (x ) j e s t  p r z e s t r z e n ią  s t y c z n ą  

w p u n k cie  x .  W ektorow i temu przyporządkow ujem y w ek tor v ( v i ) o -  

k r e ś lo n y  n a s tę p u ją c o

= £  (4 » 7 ) 7 *  (1 » * )

W sp ółrzęd n e y 1 n i e  z a l e ż ą  od wyboru u k ład u  w sp ó łrz ęd n y c h  w pun­

k c ie  x ,  gdyż j e ś l i (£-<*(Urt o

V 1 «  4  / .  T?„ł<  v ' .  g )  A * .  / < S >  V 1  ( 1 . 5 )
Ot OC CC p  cC  P> OC

Ponad to  y 1- tr a n s fo r m u ją  s i ę  ta k  ja k  w sp ó łrz ęd n e  w ek tora  k o n tr -  

w a r ia n tn e g o  o k r e ś lo n e g o  w p u n k cie  x ,  p oniew aż

v i = *g ^V °‘ = A^ g* V0 -  A* V1 ( 1 .6 )

O k re ślo n e  wzorem ( 1 .4 )  p r z e n i e s i e n ie  w ektorów  nazyw ać b ęd ziem y  

tr a n s la to r o w y m .
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Powstaje pytan ie przy pomocy ¿»kiego tensora  p rzen ieść  z powro­
tem wektor y ^ 1 ) określony za leżn o śc ią  (1 .4 )  do punktu i , t a k  aby 
otrzymać wektor V(V°*). Oznaczmy ten  tensor podwójny przez 1^(7,£), 
tz n .

V * -  ( 1 . 7 )

Uwzględniając (1 .4 )  mamyi

v * -  g j ( 7 . | ) g j ( 4 , ? ) v 6 ^  8 j ( 7 , i ) g J  ( 4 t ? ) - i J  (1 .8 )

co oznacza, że g * (7 .£) są  elementami macierzy odwrotnej do macie­
rzy  | |g * ( § ,7 )  II. Oznaczać Je będziemy przez g£.

P rzesu n ięc ie  translatorow e wektora kowariantnego u * (u i (x ) )  z 
punktu x do x  określamy wzorem

( 1 * 9 )

są  współrzędnymi wektora kowariantnego w punkcie x , ponieważ

v  v  u i  -  4  « i  -  i " «  i 1 - ’ 0 )

Łatwo również udowodnić, że współrzędne n ie  za leżą  od wyboru
układu współrzędnych w punkcie x  (p or. wzór ( 1 .5 ) ) .  Przesuńmy z 
powrotem wektor U(U{() do punktu x przy pomocy na ra z ie  n ieok re-  
ślonego tensora podwójnego g * (£ ,7 ) i

« i  - 1 " ( ć . ? ) ^  -  s i u . ? ) « *  (7 . 4 ) “ k ( i . i i )

Z (1.11) otrzymamy
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c z y l i  g® (^»?) są  elementami m acierzy odwrotnej do macierzy

II g X(£ • V. ) II • Tak więc o s ta te czn ie  otrzymujemy , V)=^A .V t £) •
cC 1

§ 2 .  Omówimy tera z  p rz e n ie s ie n ie  translatorow e tensorów i  gę­
stości tensorowych.
Weźmy dwa wektory: i U(U£) określone w punkcie X.
Otwórzmy tensor

w j f -  V0CUjS. ( 2 .1 )

Tensor (2 .1 )  chcemy p rzen ieść  do punktu x . Korzystając z (1 .4 )»  
(1 .1 1 )  defin iujem y ob iekt

df
Ŵ  =  U a y^ U K® = W00 (2 . 2 )* k go! k j8 jB ot k j8 ct k  ̂ '

Obiekt w 1’̂  transform uje s i ę  jak tensor w punkcie x ,  gdyż,

i '  »2 i ’ 0 . i \ k  1 r * i ' 4k i
w k ' 3 V *  s k '"  Ai  k ! *0 s*  g k 3 Ai  V  * k

*46.
Ogólnie, dowolny ten sor t . . . f i^ (x )  po p rze n ies ie n iu

translatorowym do punktu x  wyrazi s i ę  wzorem

i .  i i .  & fil 
t  mt . . .m 1 t  8^ • • • g (X gm • • • g m (2 .3 )

K X

Jeśli t(x) oznacza g ę s to ść  tensorową o wadze - y # to  uwzględ- 
niając postulat I I I  oraz za leż n o śc i (1 .3 )  i  (2 .3 )  dochodzimy do 
wniosku, że g ę s to ść  ta  w punkcie x  ma postać

l 1* * * i k ■> öCi , **a k i 1 i k Pi ^1n n n ~ r, g  # # # g
m1

1 lc 1 k 1 l
t  ml  * * *mi  = gg • • *g^

(2.4)
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g d z ie ś

f (®) =>|g |^ lub f ( G)  a |o  |^ sg n  G, G= d etll^  g 1 II.QC

Sprawdźmy, że  w zór ( 2 . 4 )  r z e c z y w iś c ie  p r z e d s ta w ia  g ę s t o ś ć  t e n s o r o ­

wą w p u n k cie  x .  R ozpatrzm y p rzy p a d ek , gdy f ( G)  = |G$3gnG» P r z e ­

ch od ząc w p u n k c ie  x  do nowego u k ład u  w sp ó łrz ęd n y c h  (<u-*-^i')f o -  

trzym ujem y

i ' . . .  i '  
t  m ,j...m ^  a

■ 'i i  \  °̂ 1 * * ,cek. "̂1 ”̂1 "̂k "̂t
a |o |  ( s g n t f ) t  fl-i —  A 8 ’ . - A g A .  8  * . .A m, g  =

1^ i iC K i i X I

i »iii ł  0C1##*0Clr $1 *̂1
»|Cr| t  ôf *** ^ni *** Amr *

1 **-1

A le

| q' |  sgn G a  | det |l g * | | |?sgn (d et || g* | |a

* |d e t  || A* ||| | g |^ agn  (d e t lU *  g ^ ||)  a

a | det||A^|l|7|G|*sgn (d et II A1^ !) sgn O.

P oniew aż w y zn a czn ik  d e t  ||A ^ II j e s t  jakobianem  związanym  z t r a n s -
n i ’form acją układu współrzędnych, tz n . det II || a J , więc

|& |^ sg n G 'a  | J  p (sgn  J )l <3 |^ sgn G

O s t a t e c z n ie  otrzym ujem y

i  . . . i '  y  i , . . . .  i ,  i* i '  u ni
t  m... . .m_ a | J H sgn «7) t  m-ł^^m^ A. ^A «A ?*

1 1  1 k “i “l

c o  flow odzi s ł u s z n o ś c i  zw iązku  ( 2 , 4 )  d la  przypadku f(G )a |G |^ sgn  £  .  
O la przypadku f ( G ) ajiGpdowód j e s t  podobny.
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§ 3« O b iek ty  geom etryczne, k tó r y c h  translatorow e p r z e n ie s ie n ie  
om ów iliśm y do t e j  p o r y , n a le ż ą  do obiektów lin iow ych jed n orod n ych  

k la s y  p ie r w s z e j .  Zajmiemy s i ę  o b e c n ie  p rzen iesien iem  tr a n s la to r o ­
wym parametrów k on ek sji a f in le z n e j  w p rze strz en i tra n sla to ro w ej. 
Załóżmy, iż  w p r z e s tr z e n i T11 określone j e s t  pole parametrów ko­
n e k s j i  a f in ic z n e j  /" • Weźmy dwa dowolne punktyj x , x t e j  p rze­
s t r z e n i .  Chcemy p rzen ieść  translatorow e k o n e k s ję i^  z punktu x do 
x* K orzystając z za le ż n o śc i (1 .3 )  i  prawa tran sform acji k oneksji 
a f in ic z n e j  [[4]  przyjmujemy następujący wzór

F  ± i  * Ą  g j Sjf + s«i ®ig * (3 .1 )

Z a leżn ości (3 .1 )  otrzymaliśmy przez formalne za stą p ien ie  w prawie 
tra n sfo rm a cji parametrów k o n ek sji, pochodnych cząstkowych tr a n s­
latorem . Zagadnienie to  zo sta n ie  przedstawione również w praoy£6j. 
Udowodnimy, że wzór (3 .1 )  ok reśla  koneksję a f in ic z n ą  w punkcie xi

f  3 ’ *»  +  * «

' t y  4 -  4  Aj ,8 j  * 1 ^ * * 1  8. 3l ' Aj , 8 J ’

• r jf  4  4  4  Ai - Aj ' Ak * 4  4 4  8 i - Aj - + Ai ' ^  Aj - Ai ' » i 8J  ■

" 4e f  e j  + ea a±8^  Ai ’Aj» Ak + Ak *3 3 i ,A3>*

-|k i Sr. k’ k' 1 j, df Z2 i  ' 1
" f  ij.AJ ,Aj»Ak + Aj Ai' $ ■ ’ gdzi8 V j ' *  i ’ V

Tak więc za leżn ość  ( 3 . 1 )  rzeo zy w iśc ie  b k reśla  p rzesu n iętą  tr a n s la ­
torowe z punktu x do x  koneksję a fin iczn ią . Zwróćmy uwagę na 
f a k t ,  iż  zdefiniow ane wzorem (3 .1 )  p r z e n ie s ie n ie  translatorow e nie 
zachowuje na ogół sy m e tr ii,  ponieważ pochodna cząstkowa 1 ) ^  n ie  
musi być symetryczna względem wskaźników i ,  j .
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UWAGI KO]$CCWE

J a k  w i a d o m o ,  w algebrze tensorowej n ie  mamy m o ż l i w o ś c i  dodawa­
n ia , np. w e k t o r ó w  kontrawariantnych określonych w różnych punk­
tach  te j  s a m e j  ro zm a ito śc i. Trudność t ę  lo k a ln ie  usuwa równoległe 
przenoszen ie w s e n s i e  L ev i-C iv ity . Przy przenoszeniu tra n s la to r o ­
wym n ie  musimy z a k ł a d a ć  lo k a ln o śc i, poza tym wydaje s i ę  ono prosty  
s z e  i  b ard ziej o p e r a t y w n e .  Weźmy mianowicie dwa dowolne wektory« 
je d e n  U =, (U * (x )) , a d r u g i  V » ( ^ ( i ) ) ,  przy czym na ogół x f  x . f 
Punkty x , x  są  dowolnymi p u n k t a m i  p rze strz en i T*1« Wektory te  
można dodać do s ie b ie  w tr o ja k i sposób (p or. [ l j  )«

1) przenosimy translatorow e w e k t o r  U .« (Ui (x ) )  do punktu x  i  na­
stęp n ie  dodajemy do wektora Y w punkcie x ,  tan .

t * -  4 ( 5 ,  x ) u i ( x )  + v rt( x ) f

2) przenosimy wektor V = (V *(5)) do punktu x  i  dodajemy do wek­
tora U w punkcie x , c z y l i

w1 =, U ^ i)  + g " (x ,x ) / ( S ) ,CG

3) zarówno wektor U, jak i  wektor V przenosimy do dowolnego la n e ­
g o  punktu y , a następn ie wektory te  dodajemy do s i e b ie ,  t z n .

jW® * g ^ y .a cJ U ^ i) + g*(y,x)V 6C(x) ,a ,id ;»1 , . „n

Te trzy  sposoby prowadzą do tych samych wyników.Będziemy dowodzić 
równoważności tych  związków, w następującej k o le jn o śc i

1 .= ^ 2 .  =**3. *£-1.

a ) 1 .» łr 2 .
Prawdziwość t e j  im p lik a cji wynika z rozważań przeprowadzo­
nych w § 1 .
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b)  2.=5^*3»

Przesuwając translatorowe wektor o współrzędnych w 1 z punk­
tu x do y i uwzględniają« wzór (1 .2 ) otrzymujemy

g ® (y ,x )w i  « g ^ y . z j u ^ i )  + g ° ( y ,x ) g ^ ( x , x ) v oi( x )  -  

-  g ^ y i* ) * ! 1 ^ )  + g ® ( y ,x ) V * ( x ) .  C0a

c )  3 . =s>1.
Dowód Jak w punkcie b) przy czym należy dodatkowo skorzy­
stać z zależności

¿ £ ( x .y ) g ^ ( y .x )  -  <Jg ( p o r . § 1 ) c . n . u .

Z przeprowadzonych w pracy wywodów wynika tw ie r d z e n ie ,iż  tra n s­
la to r  ok reśla  izomorfizm p rzestrzen i stycznych  do ro zm a ito śc i. 
M ianowicie oznaczająo p rzez  T (x ), T(5) p rzestrzen ia  styczn e do roz­
m a ito śc i w punktach odpowiednio x , x w idać, że odwzorowanie 
h: T (i)-»-T(x) dane za leżn o śc ią  (p o r . wzór ( 1 .3 ) )

▼ -  h ( v )  - | | ^ ( x , X ) l | v ,  V e T ( i )

J es t izomorfizmem (korzystamy tu również z p o stu la tu  I i i - g o ) ,  

▼ płynęło do R edakcji w sty czn iu  1971 r .
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VP AHU JIATOPHKŁ JIPOCTPAHCfUA 

P e 3 o u e

¿Be^eHHe Ha mhorooCpasHw *Boiinoro TeHsopa-TpaHCJsatopa -  noasojmeT onpe- 
jejiHTb KJiacc npocTpaHCTB, b kotoplcc mojkho cjiaraTb BeKTopu BBHTŁie na Kaca- 
Te;ibHHX npocTpaHCTB k uiioroo6pa3HJ3 B paaHUK TO*iKa*. TpaflCAHTop ¿aet bos- 
MOICHOCTb IiepeHOCHTb TeHSOpH H KOaipqiHUHeHTK CBH3K0CTH O C*HOH TOHKłł HHO- 
roo6pa3HS b jiDfiyD TOHKy. IipocTpaHOTBa jtoto Twna HaaŁiBaesi tpshcjihtophhmh.

SHIFTER SPACES 

S u m m a r y

In troduction  on the m anifold o f a double tensor -  s h if t e r  - 
makes i t  p o ss ib le  t o  d efin e  the c la s s  o f spaces in  which vectors  
taken from spaces tangent to  manifold in  d if fe r e n t  p o in ts may be 
added. The s h i f t e r  perm its the s h if t in g  o f ten sor d e n s it ie s  and 
a f f in e  connections from one point o f the manifold to  another.Spa­
c e s  o f t h i s  type are c a lle d  s h i f t e r  spaces«


