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JOZEF JOACHIM TELEGA
PRZESTRZENIE TRANSLATORCWE

Streszczenie. Wprowadzenie na rozmaitosci
tensora podwojnego - translatora - pozwa-
la zdefiniowaé klase przestrzeni, w ktoérych
mozna dodawaé¢ wektory brane z przestrzeni
stycznych do rozmgitosci w réznych punktach.
Translator umozliwia tez przenoszenie gesto-
§ci tensorowych i koneksji afinicznychz jed-
nego punktu rozmaitosci do dowolnego innego.
Przestrzenie tego typu nazywamy translato-
rowymi.

WSTgP

Wprzestrzeni euklidesowej EIl mozna wprowadzi¢ pojecie tzw .
translatora (shifter), czyli tensora podwdjnego, przy pomocy kto-
rego mozna przenosi¢ rownolegle (w sensie euklidesowym) wektory z
jednego punktu przestrzeni do dowolnego innego [1], [2], Istota
tej metody jest nastepujaca [1j : niech VO» 1* eee» n oznacza-
ja wspotrzedne wektora V w prostokgtnym kartezjanskim uktadzie

wspoétrzednyoh w punkcie ™~(rf), $H= 1, n. Wiadomo, ze w dowol-
nym innym punkcie £ (fwa) istnieje jedyny wektor v, ktorego wspodt-
rzedne V1, i =1, ..., n w tym samym ukiadzie wynoszg

i i

v a” V« (1)

Moéwimy wéwczas, ze wektor v powstat przez réwnolegte przesunie-
cie wektora V 1z punktu i? do punktu £ .
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Dokonujemy dowolnych transformacji

AN =82 (0, =?2</(*?), (2)
w punktach odpowiednio z(1) (2) otrzymujemy:
vl < 7* <[> | S =i i

gdzie:

Woprowadzajac wielko$¢

s 1, a J alJ b (3)
a @ t
mamy
ri’, gt, v-:
o

Obiekt dany zaleznos$cig (3) J.L. ERICKSEN [ij nazywa translato-
rem.

Wydaje sie» iz translator - podobnie jak tensor metryczny w
przestrzeniach Riemanna - mozna przyja¢ jako dany dla kazdych dwu
punktéw rozmaitosci i bada¢ takie wtasnie przestrzenie,ktére naz-
wiemy "translatorowymi'™. Takie uogélnienie jest celem tej pracy.

tatwo sprawdzié¢, iz translator jest tensorem podwojnym w sen-
S|eirv\})odaﬂymw*pracy f51. BD!lorazc mianowicie dowolne transformacje

-j -y,«
A “E (£ ), Y*“~ (7 ) i uwzgledniajagc (3) otrzymujemy

i i 0" od i "0 X i1 @& il -
& *Im Al W <4)

co0 oznacza,ize translator jest mieszanym tensorem podwojnym o wa-

lenOji (1,0{ 0,1).
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Przed przystgpieniem do dalszych rozwazah przypomnimy 0géblng
definicje tensoréw podwodjnych [5]e

Wezmy dwa dowolne punkty n-wymiarowej rozmaitosci M. Niech £ =
- Ji(x), =ii(xy. gdzie (LEWX, peviw przy czym oznacza-
ja struktury lokalne w punktach odpowiednio x, x (por. [3]).Za-
ktadamy, iz rozmaito$¢ jest wymaganej do rozwazan klasy. Tensorem
podwéjnym o walencji (m,p,q,tf) nazywamy geometryczny obiekt pod-

wojny o prawie transformacji

()
& st s 6i r.ee r
“Arl*e*Arm \  **-Bo As' ***V BB \'* *B61T “ vV " spel
r,s, e, ©=1,.n,
gdziei ,
r'. H* o r* p . .
ko * ——1 i sg wspotrzednymi punktu x w ukladzie
r <Wr
cLeVixt b= ? s3 wspOtrzednymi punktu x w uktadziep.'G 1H

Widzimy wiec, ze zalezno$¢ (4) jest szczeg6lnym przypadkiem zwigz-
ku (5).

§ 1. Zdefiniujemy teraz przestrzen translatorowg.

Definicja 1.1. Przestrzenig translatorowg TI nazywaé bedziemy
n-wymiarowg rozmaitos¢ M, dla ktérej okresSlony jest geometrycz-
ny obiekt podwdjny przy czym speinione sg nastepujace

warunki:

I. g* jest tensorem podwdjnym, tzn.

(& ) =kl b* e~ ,Vh aa - b* - , (1.1)
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1. Jesli ag wspotrzednymi dowolnego punktu vyeM, to

si (E»E) s«”N'AN = a.i,«» 1,...,n (1.2)

1. det gl l* 0.

Z postulatu drugiego i trzeciego wysnuwamy wniosek, ze w przy-

padku gdy rpunkty x, x, y sa identyczne,, to

4 (e« )" & (1,3)

Translator pozwala na przenoszenie wektoréw z jednego punktu
rozmaito$ci do dowolnego innego. Niech mianowicie beda wspot-
rzednymi wektora V6T(x), gdzie T(x) jest przestrzenig stycznag
w punkcie x. Wektorowi temu przyporzadkowujemy wektor v(vi) o-

kreslony nastepujaco
= £ A»T7)T* (1»™*)
Wspoétrzedne y1 nie zaleza od wyboru uktadu wspdirzednych w pun-

kcie x, gdyz jes$liE-<*Urto

V1 4 /. v o' A * /<S>
« a oc cc  p < P W@ 9)

Ponadto yl transformujg sie tak jak wspoOtrzedne wektora kontr-

wariantnego okre$lonego w punkcie x, poniewaz

Vi =*gAVer = AN g* \W0- A* VI (1.6)

Okreslone wzorem (1.4) przeniesienie wektoré6w nazywa¢ bedziemy

translatorowym.

V1(1
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Powstaje pytanie przy pomocy ¢»kiego tensora przenie$¢ z powro-
tem wektor y~ 1) okreslony zaleznoscig (1.4) do punktu i,tak aby
otrzymaé¢ wektor V(V°*). Oznaczmy ten tensor podwojny przez 1°(7,£),
tzn.

(VAR (1.7)

Uwzgledniajgc (1.4) mamyi

v¥- gj(7.Dgj(4,?2)ver 8j(7,i)gd (4t?)-il (1.8)

co oznacza, ze @*(7.£) sa elementami macierzy odwrotnej do macie-
rzy ||g*(8,7) Il. Oznacza¢ Je bedziemy przez ¢Ef.

Przesuniecie translatorowe wektora kowariantnego u * (ui(x)) z
punktu x do x okreSlamy wzorem

(1*9)

sg wspoOtrzednymi wektora kowariantnego w punkcie x, poniewaz

\Y Y ui - 4 «i -1 "« il-’0)

tatwo rowniez udowodnié, ze wspoOtrzedne nie zaleza od wyboru
uktadu wspétrzednych w punkcie x (por. wz6r (1.5)). Przesunmy z
powrotem wektor U(U{() do punktu x przy pomocy na razie nieokre-
S§lonego tensora podwoOjnego g*(£,7)i

«i = 1"(E.2)N - siul?)«* (7.4)k (i.ii)

Z (1.11) otrzymamy
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czyli g® (™»?) sag elementami macierzy odwrotnej do macierzy

Il g&((ﬁ- V.) Il « Tak wiec ostatecznie otrzymujemy 1 ,V)="AVLE) e

§ 2. Omowimy teraz przeniesienie translatorowe tensoréw i ge-
stosci tensorowych.
Wezmy dwa wektory: i UQUE) okreslone w punkcie X.

Otwérzmy tensor
w jf-  VOCYS. (2.1)

Tensor (2.1) chcemy przenie$¢ do punktu x. Korzystajagc z (1.4)»
(1.11) definiujemy obiekt

Wi = o kB ot R VB f2.2

Obiekt wi1” transformuje sie jak tensor w punkcie x, gdyz,

i’ »2 i’ 0 JiVk 1 v *i'dk i
wk'3V * sk™ Al k! *0 s* gk 3 Al V *k
*46. L
Oogélnie, dowolny tensor t ...fir(x) po przeniesieniu

translatorowym do punktu x wyrazi sie wzorem

i ii. & fil
t n..m1l1 t 8N eeeg(X gm eeegm (2.3)
K X

Jesli t(x) oznacza gesto$¢ tensorowg o wadze -y# to uwzgled-
niajac postulat Ill oraz zaleznos$ci (1.3) i (2.3) dochodzimy do
wniosku, ze gesto$¢ ta w punkcie x ma postac

”*gﬁk o Pi yusg M

| 1+*xjle od, ==kl N
99

t ml ***mi =

2.4
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gdzies$

f(®) =>|g|™ lub f(G) alo |*sgn G, G= detll® gézll.

Sprawdzmy, ze wzoOr (2.4) rzeczywiscie przedstawia gesto$¢ tensoro-
wg w punkcie x. Rozpatrzmy przypadek, gdy f(G) =|G$3gnG» Prze-
chodzac w punkcie « do nowego uktadu wspoétrzednych (u-*-~i')f  o-

trzymujemy

t . m,j..m” a
i AL * ok Ny o~ O A
alo| (sgntf)t fli — A 8 ’.-A g A. 8 *.Am g =
" i iC K i i X 1
i il + Q##*00r $1 ™
»|Cr t nof - FEx A kNP *
1 *=

Ale

la| sgn Ga |det |I g*|[||?sgn (det || g* [la

*|det || A* ]|l |gl® agn (detlU* g”7|) a
a |det||ANI|7|G|*sgn (det I A1™!) sgn O.

Poniewaz wyznacznik det |[|JA™ lljest jakobianem zwigzanym z trans-

formacjg uktadu wspdtrzednych, tzn. det i ’||a J, wiec
|&|~sgnG'a |Jp (sgn J)I ||*sgn G

Ostatecznie otrzymujemy

[ y [ i* i u ni
t m....m_a |[JHsgn «) t m-t"mn A, MNA «A ¥
1 1 1 k “i “1

co flowodzi stusznos$ci zwigzku (2,4) dla przypadku f(G)a|G|™sgn £ .
Ola przypadku f(G) ajiGpdowo6d jest podobny.
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8 3« Obiekty geometryczne, ktérych translatorowe przeniesienie
omowiliSmy do tej pory, nalezg do obiektow liniowych jednorodnych
klasy pierwszej. Zajmiemy sie obecnie przeniesieniem translatoro-
wym parametrow koneksji afinleznej w przestrzeni translatorowej.
Zatézmy, iz w przestrzeni TI okreslone jest pole parametrow ko-
neksji afinicznej /' « WeZzmy dwa dowolne punktyj x, x tej prze-
strzeni. Chcemy przenie$¢ translatorowe koneksjei™ z punktu x do
x* Korzystajac z zaleznos$ci (1.3) i prawa transformacji koneksji
afinicznej [4] przyimujemy nastepujacy wzor

F i * A gj Sjf + sd ®ig* (3.1)

Zaleznosci (3.1) otrzymalisSmy przez formalne zastgpienie w prawie
transformacji parametrow koneksji, pochodnych czgstkowych trans-
latorem. Zagadnienie to zostanie przedstawione réwniez w praoy£6j.
Udowodnimy, ze wzor (3.1) okresla koneksje afiniczng w punkcie xi

f 3%y + *g

"ty 4- 4 A8j *1~A**1 8 31'Aj,8] "

4 Ai-Aj'Ak * 4 44 8i-Aj-+ Ai'N Aj-Ai'»i8)

" éf ej + eaat8™ Ai"Aj»Ak + Ak *3 3i ,A3>*

-1k i & k” k1 j, df z2i ' 1
“Fij.AJ,Aj»Ak + Aj Ai“$m gdzi8 vj - * i’V

Tak wiec zalezno$¢ (3.1) rzeozywiscie bkresla przesunietg transla-
torowe z punktu x do x koneksje afinicznig. Zwrd¢my uwage na
fakt, iz zdefiniowane wzorem (3.1) przeniesienie translatorowe nie
zachowuje na ogét symetrii, poniewaz pochodna czastkowa 1)~ nie
musi by¢ symetryczna wzgledem wskaznikow i, j.



Przestrzenie translatorowe 11

UWAGI KOSOOAE

Jak wiadomo, W algebrze tensorowej nie mamy mozliwosci dodawa-
nia, np. wektorow kontrawariantnych okreslonych w réznych  punk-
tach tej samej rozmaitosci. Trudno$¢ te lokalnie usuwa réwnolegte
przenoszenie w sensie Levi-Civity. Przy przenoszeniu translatoro-
wym nie musimy zaktada¢ lokalno$ci, poza tym wydaje si¢ ono prosty
sze i bardziej operatywne. WeZmy mianowicie dwa dowolne wektory«
jeden U 5 (U*(x)), a drugi V » (™ (i)), przy czym na ogét x f x. f
Punkty x, x sg dowolnymi punktami przestrzeni T« Wektory te
mozna dodaé do siebie w trojaki sposéb (por. [Ij )«

1) przenosimy translatorowe wektor U .« (Ui (x)) do punktu x i na-
stepnie dodajemy do wektora Y w punkcie x, tan.

t*- 4(5, x)ui(x) + vrt(x)f

2) przenosimy wektor V = (V*(5)) do punktu x i dodajemy do wek-
tora U w punkcie x, czyli

wl s Uni) + gG";(x,X) 1(S),

3) zarowno wektor U, jak i wektor V przenosimy do dowolnego lane-
go punktu vy, a nastepnie wektory te dodajemy do siebie, tzn.

W * ghy.acJUN) + g*(y,x)VEIX) ,a,id;»1, . ,n

Te trzy sposoby prowadzg do tych samych wynikéw.Bedziemy dowodzic¢
réwnowaznosci tych zwigzkéw, w nastepujacej kolejnosci

1.=72. =**3, *£-1.
a) l.»ir2.

Prawdziwos$¢ tej implikacji wynika z rozwazan przeprowadzo-
nych w § 1.
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b) 2.=5"*3»
Przesuwajac translatorowe wektor o wspodrzednych wl z punk-

tu x do y i uwzgledniajg« wzér (1.2) otrzymujemy
g®(y x)wi « gnhy.zjunri) + g°(y,x)g”(x,x)voi(x) -
- ghYiIF)FIIN ) 4+ g® (Y, x)V *(x). Qa
c) 3.=s>1.

Dowéd Jak w punkcie b) przy czym nalezy dodatkowo skorzy-

sta¢ z zaleznosci
¢E(x.y)gn(y.x) - <y (por. § 1) c.n.u.

Z przeprowadzonych wpracy wywodéw wynika twierdzenie,iz trans-
lator okresla izomorfizm przestrzeni stycznych do rozmaitosci.
Mianowicie oznaczajgo przez T(x), T(5) przestrzenia styczne do roz-
maitosci w punktach odpowiednio x, x wida¢, ze odwzorowanie
h: T(i)-»-T(x) dane zalezno$ciag (por. wzér (1.3))

V- h(v) -1~ (x, X)) v, VeT(i)
Jest izomorfizmem (korzystamy tu réwniez z postulatu lii-go),

v ptyneto do Redakcji w styczniu 1971 r.
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VPAHUIATOPHKE. JIPOCTPAHCIUA

pesoue

¢Be"eHHe Ha mhorooCpasHw *Boiinoro TeHsopa-TpaHCJsatopa - noasojmeT onpe-
jejiHTb Kliacc npocTpaHCTB, b kotoplcc mojkho cjiaraTh BeKTopu BBHTEe na Kaca-
Te;ibHHX npocTpaHCTB k uiioroo6pa3HJ3 B paaHUK TO*iKa*. TpaflCAHTop ¢aet bos-
MICHXCTb liepeHOCHTDh TeHSOpH H KGaipgiHUHEHTK  CBH3KOCTH O C*HOH TOH# HHO-
roo6pa3HS b jiDfiyD TOHKy. lipocTpaHOTBa jtoto Twna HaakiBaesi tpshcjihtophhmh.

SHIFTER SPACES

Summary

Introduction on the manifold of a double tensor - shifter -
makes it possible to define the class of spaces in which vectors

taken from spaces tangent to manifold in different points may be
added. The shifter permits the shifting of tensor densities and
affine connections from one point of the manifold to another.Spa-

ces of this type are called shifter spaces«



