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S tr e sz c z e n ie . W pracy przedstawiono m ożli
w ości budowania bard ziej złożonych obiektów  
iloczynowych (podwójnych,rozdwojonych) k la 
sy  p ierw szej. Obiekty te  stanowią u ogó ln ie
n ie  zwykle rozpatrywanych obiektów l i n i o 
wych jednorodnych określonych w punkcie.

Podano również d e f in ic ję  obiektów podwój-! 
nych i  omówione zw iązki pomiędzy obiektami 
tego  rodzaju a obiektami iloczynowymi.

wsTęp

Na ogół rozpatrywane ob iekty geometryczne są funkcją punktu. 
We w stęp ie podamy d e f in ic ję  obiektów będących funkcją dwu punktów 
t e j  samej ro zm a ito śc i. Obiekty ta k ie  nazywać będziemy podwójny
mi. Oczywiście można rozpatrywać ob iekty  zależne od i-punktów te j  
samej rozm aitości (o b iek ty  w ielopunktowe). Ograniczymy s i ę  t u t a j  

ty lk o  do obiektów podwójnych ( tz n . dwupunktowych), gdyż o k reś le 
n ie  obiektów wielopunkt.owych,jest prostym uogólnieniem  d e f in ic j i  
obiektów podwójnych.

Tensory wielopunktowe wprowadził A.D. Micha^ [ j ] ,  (p or. S . Go
łąb [ 2 ] ) .  ś c i ś l e  rzecz b iorąc w pracy [ 7]  rozpatrzono ten sory  za
leżn e od i-punktów niewymiarowej rozm aitośoi a n a lity c z n e j . Tensora
mi podwójnymi zajmował s i ę  również J .L . E ricksen £1 ] .

Do dalszych  rozważań przyjmiemy d e f in ic ję  rozm aitości podaną 
w pracach [ 5] i  [6%
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Niech %o i x q będą dowolnymi punktami tej samej rozmaitości 
n-wymiarowej X11. Weźmy w tych punktach struktury lokalne V i , 
y i  -  . Oznaczmy przez y  , y , lokalne układy współrzędnych takie,Se

O —

y e V i x Q' a f i t V iz o ‘

D e f in ic ja » Mówimy, że d la punktów x  6 Xn, xq € X11 określony jest 
ob iekt podwójny względem struk tu r lokalnych 2/ixQ» W  xq, j e ż e l i  

dana j e s t  funkcja $  , która w sposób jedoznaczny przyporządkowuje 
każdej parze układów yź TH^  , p£V i^  M lic z b  COP ,P-1 , .  .¿ i .
Funkcję taką możemy zapisać°w p o sta c i

co -  #  ( y ,  y ) ,  gd zie  co -  (coP) , P - 1 . . , M .

Jeszcze  o g ó ln ie jsz y  j e s t  ob iekt podwójny zaczep iony, który j e s t  
określony przez funkcję

co xo, y f y ) .

Z d e f in i c j i  t e j  widaó, iż  ob iek ty  podwójne można traktować ja 
ko ob iekty  iloczynow e określone na i lo c z y n ie  kartezjańskim  rozmai
t o ś c i  przez s i e b ie ,  w s e n s ie  d e f in i c j i  podanej przez M. Kiucharzew- 
sk ieg o  [3^ [ 5 Tak więc podane w pracy [ 5} ( p o r ,  również . [3 j)  
prawa tran sform acji iloczynowego obiektu geom etrycznego,zaczep io
nego, sp ecja ln ego  i  c z y sto  różniczkowego o k reśla ją  rów nocześnie 
prawa tran sform acji odpowiednio podwójnego obiektu geom etrycznego, 
zaczep ionego, sp ecja ln ego  i  cz y sto  różniczkow ego. Prawa tr a n sfo r 
m acji tych  obiektów mają odpowiednio postać

co' -  ? ( co ,  V», f ) (1)

03’m F(CO . ¿ . I ? * ,  *>,?), (2)
O

c o '-  ?  ( « . ¿ ,  r f 0 , 1? " ,  L , L )  ( 3 )

co -  P(co , L,Ł) (4 )
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gd zie; i  = 1 , . . . ,  n oznaczają współrzędne punktu xQ w ukła

d z ie  a e V t  , i 1 współrzędne tegoż punktu w układzie fJL e
^  x o ?0 _  o

t f“ 1 , . . . , n  są  współrzędnymi punktu x Q w u k ła d z ie^  € lii -  , 
i o

zaś współrzędnymi tego samego punktu ( t z n . x q) w układzie
f l  £  W  j  » ? j s s t  transform acją prowadzącą od układu współrzęd-

0 > — — 
nych ^  do u k ła d u ^  , natom iast ^ prowadzi od układu ^  do .
Symbol L oznacza c ią g  l ic z b  p o sta c i

i r
L a (A^ « • • •

przy czym

* k i .  •
Ai  . . . i  = J =lAi l * 0 » 1 < t < r ,

1*** k -w i„oę k . . .  3  ̂ 1

przez r  oznaczyliśm y k la sę  rozważanej ro zm a ito śc i.
Ciąg l ic z b  L j e s t  przyporządkowany w jednoznaczny sposób tra n s
form acji (p o r . [ 5] )

i*  i '  i
*. = f 1 ( £ ) .  i  = 1  n

A n alog iczn ie , transform acji

p  : 70a  -  ( i f ) ,  oc= 1 ..............

przyporządkowany j e s t  w sposób jednoznaczny c ią g  lic z b
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gd z ie  s

oc' a'
 5— S T  <? “ >• 1 * 6  < r .

1 * a ,  1

Pakt, że ob iek ty  podwójne mają ta k ie  same prawa transform acji jak  
o b iek ty  iloczynow e j e s t  bardzo is to tn y ,  gdyż oznacza on, i ż  każ
da w łasność obiektu iloczynowego j e s t  równocześnie w łasn ością  o - 
b iek tu  podwójnego i  v ic e  v er sa . Wynika to  z a n a lo g iezn o śc i praw 
tran sform acji tych  obiektów. Tak więc podaną w pracy [ 3]  konstruk
c j ę  lin iow ych  jednorodnych obiektów iloczynowych k lasy  p ierw szej 
można "przenieść" na ob iekty  podwójne.

§ 1 . Celem teg o  paragrafu j e s t  omówienie k on stru k cji podanej

w [ 3 ] .
Weźmy pod uwagę dwie rozm aitośc i: n-wymiarową X11 oraz n-wymiaro- 
wą X11, Przez lin io w y , jednorodny ob iekt iloczynow y k la sy  p ie r 
wszej rozumiemy obiekt iloczynow y o następującym prawie tr a n sfo r -  
m acji [3 ] t

tt)P -  FP (A,B)CUQ , P, Q =» 1 , . . . ,  M. ( 1 . 1 )
Qi

Obiekt ten  j e s t  określony w punkcie xq ( x Q,  x q )  e  X11 x  X11,

A •  || I), i  = 1 , . . . , n  j e s t  m acierzą tran sform acji związaną ze
zmianą układu współrzędnych w punkcie x q  e  X11,  zaś B  a||B̂ ||cC=j1 
w punkcie ^ 6  2 ° . Obiekt ( 1 . 1 )  j e s t  iloczynowym obiektem s p e c ja l
nym, c z y sto  różniczkowym (p or. wzór (4) )«  Wiadomo, że c a łą  t e o r ię  
obiektów iloczynowych można zastosować do obiektpw rozdwojonych 
(M. Kucharzewski £3} )  jak i  obiektów podwójnych (p or. W stęp).D la- 
teg o  te ż  w szystk ie  rozważania przedstawione w t e j  pracy przenoszą  
s i ę  na teg o  rodzaju ob iek ty  ( tz n . podwójne lub rozdw ojone).
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K orzystając z przedstawionej przez M. Kucharzewskiego [ 3 ]  kon
s tr u k c j i  m acierzy F(A»B) = ||? P (A,B)| |  podamy w dalszych paragra*

Q.
f a c h  sposób konstruowania bardziej złożonych obiektów ilo czy n o 
w y c h  (podwójnych, rozdwojonych) k l a s y  pierw szej oraz zaproponu
jemy nazwy d la  tych  obiektów«

Sposób konstruowania samej m acierzy F j e s t  bardzo prosty .P o
nieważ funkcja F musi sp e łn ia ć  równanie fundamentalne i  warunek 
id en ty czn o śc i (p or. M. Kucharzewskl, M. Kuczma [ 6 ] ) ,  więc otrzymu
jemy w r e z u lta c ie  następujące zw iązki

P iA .B ^ A ^ B ^  = F(A.A^ ,B.B^ ) ,  (1.2)

F(E, E) =. e . (1.3)

W równaniach tych  A ,  A 1 , B, B.j oznaczają dowolne macierze nieoso- 
b liw e odpowiednio stopn ia  n lub n zaś E, E, e są  macierzami 
jednostkowymi odpowiednio stop n ia  n , n oraz M.
Rozpatrzmy dwa m ultiplikatyw ne równania funkcyjne, 
pierwsze

H(A) H(A^) = H(A.A1 ) ,  (1 .4)

sp e łn ia ją c e  warunek

H(E) = e , (1.5)

i  drugie

H(B)H(B1 ) = S(B.B1 ) (1.6)

sp e łn ia ją c e  w a r u n e k

H(E) . e , (1.7)
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gdzie H, H są kwadratowymi macierzami odpowiednio stopnia m, m, 

zaś E, E, e, e oznaczają macierze jednostkowe stopnia odpowied
nio n, n, m, m.
Ponadto zachodzi związek: M = m . m.
Niech H(x ), H(z) będą dowolnymi rozwiązaniami równań (1.4), (1.6) 
spełniającymi odpowiednio warunki (1.5), (1.7). Oznaczmy przez 
H^(x),r,s=1,...,m elementy macierzy H, a przez Hg (x)§ ,6=1 ,..,m 
elementy macierzy H.
Przyporządkujmy każdej parze liczb (r, ę ) liczbę] P z cią
ga 1, ........   M. Oznaczmy przez P(x,x) macierz, której elementy

niF^ są zdefiniowane następująco:

Fq (x ,x ) = H^(x )h | (x ), P,Q = 1,..., M. (1.8)

gdzie P jest liczbą przyporządkowaną parze (r,ę), a Q parze
(s,6). P jest więc macierzą stopnia M = m . m spełniającą związ
ki (1.2) i (1.3). Macierz P nazywa się iloczynem Kroneckera ma-

** r t P* —cierzy H i H |[9J. Jej elementy P^ (x,x) są określone wzorem(1.8)

§ 2. Macierz P(x,x) określa interesujący ,nas obiekt iliniowyl 
jednorodny o prawie transformacji (1 .1 )

Ponieważ liczba P została przyporządkowana parze (r,ę), więc 
Prawo transformacji obiektu co^ ma postać

'9 * ^ .  (A) g| (B)W 86 (2.1)

W prosty sposób można również określić obiekty cô  *»0̂ ,  co ( chę ) o 
prawach transformacji odpowiednio

« r y -  *£,(A)ił* (B ) « 3 6i (2.2)

(2.3)
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3przy czym H , są  elementami macierzy odwrotnej do macierzy 

11Hg( A) } | , a H°f ,  oznaczają elem enty m acierzy odwrotnej do macie

rzy  || h|(B)||(por. M. Kucharzewski [ 4] ).
Różnica między obiektami c o t k w i  w prawie transforma

c j i ,  natom iast ich  konstrukcja j e s t  analogiczna (sprowadza s i ę  do 
znajom ości rozwiązań równań ( 1 . 4 )  i  (1»6)•

Obiekt o prawie transform acji ( 2 . 1 )  M. Kucharzewski [3] nazy
wa uogólnionym, c z y l i  (H, ił) tensorem iloczynowym (oczyw iście mo
że to  również być ob iekt podwójny lub rozdwojony). Wydaje s i ę ,  i ż  
nazwą tą  można również objąć ob iekty  o prawach transform acji (2.2) 
i  ( 2*3) ,  gdyż celem ich  wyznaczenia n a leży  znać rozwiązania rów
nań (1 . 4 )  i  ( 1 , 6 )  sp e łn ia ją cy ch  odpowiednio warunki (1 , 5 )  i  ( 1 . 7 ) .  
Przez an a log ię  do tensorów określonych w punkcie, (H,H) tensor i -  
loczynowy o prawie transform acji: ( 2 . 1 )  nazwiemy kontrwariahtnym 
o w a len cji ( 1 , 0 ; 1 , 0 ) ,  ( 2 . 2 )  nazwiemy kontrwariantnym o w alencji 
( 0 , 1 1 0 , 1 ) ,  ( 2 . 3 )  nazwiemy mieszanym o w a len cji (1,0» 0 , 1 ) .

Nasuwa s i ę  p y ta n ie , jak o k r e ś lić  ob iekty  bardziej złożonej

Pi Po
“  * ® B . q  I  0)  ?

Wydaje s i ę  naturalnym p rzy jęc ie  następująoych d e f in ic j i«

p; p i M  pi P1 p2 P2 
uf -  F (A, B)»  F (A,B)cn , ( 2 . 4 )

1P 1 2p2

df  1̂ ^
co , “  * (A,B)« F (A,B)tO , ( 2 . 5 )

Q ;  Q2 ’ 1 QV 2  Q;■2

p' P\  i P $ / ,U3 -  P (A,B)oj P (A,B)C0- (2 . 6 )
Qf 1 p 2 Q’ 9

’ ^Właściwie zap isy  wzorów (2 . 4 )  -  ( 2 . 6 )  s ą  n i e ś c i s ł e ,  gdyż np. w
1 P,i P.

prawej s tr o n ie  wzoru (2 . 4 )  zamiast ca powinno być C£ ±  i . 1 ,2.
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Korzystając z poprzednich rozważań zapiszemy

czyli

r i ęi  r 2 ę2 r i  - ? i  r i £ i  r ?  *2  r , f i ,W  - H (A)H (B)to 1 1 H 2(A) H 2 (B ) w  2 2
1 r l 2 r 2 2 ? 2

r i  - ? i  r 2 ? 2 r ,  ęT n , ę ,H (A) H 1 (B) H 2 (A) H (B)oł 1 7 2 2  (2.7 )
1 r i 1? i 2 *2 e2

Macierz H jest na ogól rożna od macierzy H f co wynika z rozwią— 
1 -  2 zań równania (1.4), (podobnie macierz H może być różna od macie-

v 1 ^ 1 r 2 ^ 2 1rzy H). Ponieważ dla obiektu co wskaźniki z ciągów m i m
2

"przeplatają się", więc przyjmiemy, że

r lr2 $ 1?2 df r l?i V 2 tu 41 U  w 1 1 2 2 ( 2 ' 8 )

Podobnie z (2.5) i (2.6) otrzymujemy związki

df S1 a2 _62
® aia i *' 3 ».isi a'«' " H (A )H (B)H (A)H (B)dJ - ^

1 2  "I 2 31®1 2 2 1 s ’ 1 6Cj' 2 6 ^  ' 31 ®1 B2©2

(2.9)

r ' ę ł
«  a ' # Ą  (A)h J (B)B J(A)H* (B)w (2.10)
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O b i e k t y  ( 2 . 7 ) ,  ( 2 . 9 )  i  ( 2 . 1 0 )  n a z w i e m y ( H ,  H)  i ,  j  =  1 , 2  t e n s o r a m i

=  1 3
i l o c z y n o w y m i ,  g d z i e  ( H ,  H)  = ( H ,  K ;  H ,  H ) , o  w a l e n c j a c h  o d p o w i e d -

i  j  1 2  1 2

n i o  ( 2 , 0 j  2 , 0 ) ,  ( 0 , 2 }  0 , 2 ) ,  ( 1 , 1 }  1 , 1 ) .  T e n s o r  i l o c z y n o w y  ( 2 . 7 )

j e s t  t e n s o r e m  k o n t r a w a r i a n t n y m  ( 2 . 9 )  k o w a r i ą n t n y m ,  n a t o m i a s t ( 2 . 1 0 )

mieszanym.
Ogólnie przyjmujemy, ż e j

Pk Pk «1
P (A,B)w P (A,B)*W
k Pk k+1 Qi Q-j

(A,B)w
k+1 Q1
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O c z y w i ś c i e  o b i e k t  " t a k i  j e s t  (H, H) m i e s z a n y m  t e n s o r e m  i l o c z y n o w y m  

( p o d w ó j n y m ,  r o z d w o j o n y m ) ,  p r z y  cżym i ,  j  =  1 , . . . ,  k+1, o  w a l e n c j i  

( k , l |  k , 1 ) .  P o n a d t o  z a k ł a d a m y ,  ż e

' i * - V T * * e k n *  «  r i V ” V k  *  ( * - 12)
3 1 *“• f 2. 1 * * a  s  ^  i -

Połóżmy we wzorach (2.1), (2.2), (2.3), H(A) - A, H(B) » B. Wów
czas zachodzą związki

“ r V  -  ( 2 . ’ 3)

“ r 'f ’ '  Ar '  <2’ U )

P * P r S S
“  ę ’ " As y w i (2.15)

Obiekty te nazwiemy następująco:

(2 .1 3) iloczynowym tensorem kontrawariantnym o walenc.ji (1 ,0j1 ,0)
(2 .1 4) iloczynowym tensorem kowariantnym o Walencji (0,1 j 0,1 )
(2 .1 5) iloczynowym tensorem mieszanym o walencji (1 ,0} 0,1 ).

Ogólnie: kładąc w (2.11) h (a ) =» Af H(B) = B i uwzględniając (2.12) 
otrzymujemy

r' . ..r' o’.. .ó’ r! r’ o' p \ aco 1 k 1 k J  » 1  , k „ę1 „«k . 1s ̂ * • • s •o • *«o a A • • © A B • • « B A i
1 1 1  1  r 1 rk ?1 ęk s1

3li (¡i S 1  ? 1 - - V i  • • • 6 ,

A® i B,3i *“  B6 i  w  s r * * s i 5i “ *0i
( 2 .1 6 )

Obiekt taki nazwiemy mieszanym tensorem iloczynowym (podwójnym, 
rozdwojonym) o walencji (k,l» k,l).
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J e ś l i  H ( B )  = K ( J ) ,  J  a  I I ^ I ^O ( j e s t  t a k  z a w s z e ,  g d y  m <  n ) ,  t o  

p r a w o  t r a n s f o r m a c j i  ( 2 . 1 )  ma p o s t a ć

COr ( ? =  Hp  ( A ) k | '  ( J ) o o r ?  ( 2 . 1 7 )

O b i e k t  ( 2 . 1 7 )  n a z w i e m y  H - k o n t r a w a r i a n t n y m  t e n s o r e m  i l o c z y n o w y m  

o  walencji ( 1 , 0 j  1 , 0 )  ( p o r .  [ 3 3 ) *  P o d o b n i e  m o ż n a  p o s t ą p i ć  z  z a 

l e ż n o ś c i a m i  ( 2 . 2 )  i  ( 2 . 3 ) .  O g ó l n i e ,  j e ś l i  p o ł o ż y m y  ( 2 . 1 1 )  H ( B )  = 

"  K ( J ) #  3 = 1 »  • • *  k  +  1 ,  t o  o b i e k t  a> n a z w i e m y  H ,  i  = 1 ,  k +  1 

miiśzanym t e n s o r e m  iloczynowym o  w a l e n c j i  ( k , l j  i k , l ) .

§ 3* S .  G o ł ą o  (p or. [ 2 j )  z d e f i n i o w a ł  J -o b iek ty  (ob iek ty  typ u j)  
jako ob iekty  o prawie t r a n s f o r m a c j i  z a l e ż n y m  t y l k o  od jakobianu  
tran sform acji, prowadzącej o d  jednego d o  d r u g i e g o  układu w spół
rzędnych, c z y l i

co a  P ( a > ,  J ) .

Rozszerzmy t ę  definicję na obiekty i l o c z y n o w e *

D e fin ic ja  3 . 1 .  Iloczynowy (podwójny, r o z d w o j o n y )  obiekt g e o m e 

tryczny nazywamy obiektem typu ( j ,  5 ) ,  j e ż e l i  j e g o  prawo tran sfor
m acji ma postać

W »  P(iO, J,J), J =» det A, iT =■ det B (3 . 1 )

Jeśli w ( 2 . 1 )  przyjmiemy, te H ( A )  « f(j), J » d a t  A. H ( B )  =. ? ( j ) ,

J = det B, p r z y  czym f ( j )  =|j|* albo f(j) =. jj|a sgnjjf( J ) - | J | ^

lub f ( J )  a ¡ J j a g n  J ,  to obiekt o prawie transformacji

o)'« f(J) f(j)w, (3.2)

będzie gęstością iloczynową (podwójną, rozdwojoną). Oczywiście 
jest to obiekt typu (J, j).
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W s z c z e g ó l n o ś c i  o b i e k t y  o  p r a w a c h  t r a n s f o r m a c j i

co' = | J  | | J  | co , ( 3 , 3 )

co' = | J | a | j  j^ f s g n  J)c o  , ( 3 , 4 )

co' = | j | a ( s g n  J ) | J | ° c o , . ( 3 , 5 )

co’ = | J | a ( s g n  j J j j l ^ s g n  j ) c o  , ( 3 . 6 )

n a z w i e w y  o d p o w i e d n i o  i l o c z y n o w ą  g ę s t o ś c i ą  W eyla -  c z y l i  (W,W) g ę 

s t o ś c i ą  -  o  w a d z e  ( - • »  -<*)» i l o c z y n o w ą  g ę s t o ś c i ą  m i e s z a n ą - ( W ,  G )  

g ę s t o ś c i ą  -  o w a d z e  ( - a ,  - a ) ,  i l o c z y n o w ą  g ę s t o ś c i ą  m i e s z a n ą - ( G , W )  

g ę s to ś c ią  -  o  w a d z e  (-a ,-c t)  o r a z  i l o c z y n o w ą  g ę s t o ś c i ą  z w y k ł ą  

“ ( G » 5 )  g ę s to ś c ią  -  o  w a d z e  ( - a ,  - a r ) .

§  4 .  N i e c h  m a c i e r z  K w ( 2 , 1 7 )  b ę d z i e  o k r e ś l o n a  n a s t ę p u j ą c o :

n a z w i e m y  H -  t e n s o r o w ą  g ę s t o ś c i ą  i l o c z y n o w ą  [ 3 ] .

O g ó l n i e ,  k ł a d ą c  w ( 2 . 1 1 )  H ( B )  =  f ( J ) ,  j  = 1 , k + l , g d z i e  f ( j )  =

—  —  —  —  —  —  _ ,  CC _    _  CC —

k ( j )  = f ( J ) ,  g d z i e  f ( j )  a | j |  l u b  f ( j )  = | J | s g n J .

W ó w c z a s  o b i e k t  o  p r a w i e  t r a n s f o r m a c j i

£hr = f ( j )  Hg ( A) CO 8 j ( 4 . 1 )

j  _  _    Cl j  j
=> | j |  l u b  f ( j )  = | J |  s g n  J ,  o t r z y m u j e m y  o b i e k t  o  p r a w i e  t r a n s -  

3
fo r m a c j i

. .  . r ,
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k t ó r y  n a z w i e m y  H  -  t e n s o r o w ą  g ę s t o ś c i ą  i l o c z y n o w ą  (p o d w ó jn ą ,r o z 

d w o j o n ą ) .  P o w r ó ć m y  r a z  j e s z c z e  d o  o b i e k t u  ( 2 . 1 1 ) .  N iech  b ,b  <  k+1

s p o ś r ó d  m a c i e r z y  H  o k r e ś l a  z w i ą z e k  H(A) = ?( A)  =  f ( j ) , p r z y  czym
a . a .  ̂  ̂ ^

f ( A )  = | j |  1 l u b  f  ( A)  = | j |  1 s g n j  z a ś  f i ,  f i  < k + l ,  sp o śró d  m a c ie -
i  i

r z y  H w yraża rów n an ie  H(B) = f ( J ) .
i  i

W t e d y  o b i e k t  o  p r a w i e  t r a n s f o r m a c j i

. . . § '    1
q  s ' . . . s '  e ' . . . e '  = f ( j ) . . .  f ( j ) f ( j ) . . . f ( j ) H  (a )

1 p  1 6 1 b  1 6  1 r ,

. . .  (B)(0 m q (4 .3 )

m +  p  =  k + l - b ,  q + (J  =  k + l - / 3

nazw iem y (H, jji) ten so ro w ą  g ę s t o ś c i ą  ilo c z y n o w ą  o w a le n c j i  (m , pj

q , i )  i  wadze ( - a . j -  . . .  -  a ^ , -  a ^ -  . . . - « g ) .  Przypadkam i s z c z e g ó l 

nym i wzoru ( 4 . 3 )  s ą  z w ią z k i

W r ! - V i

r 1 . .  . r  o*. . .  p  ^  ^  ^ r .
w  m V  .‘. . s ’ S . . . 6 =  f ( j ) . . . f ( j ) f ( j ) . . . f ( « T )  A . . .  

1 p  1 S 1 b  !  fi
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O b i e k t  o  p r a w i e  t r a n s f o r m a c j i  ( 4 « 4 )  n a z y w a ć  b ę d z i e m y  i l o c z y n o w ą  

g ę s t o ś c i ą  t e n s o r o w ą  o  w a l e n c j i  ( m , p j  q f( j )  i  w a d z e  ( - a 1 - . . . -  a ^ ,

-  - •  • ' “ S g )  * z a ś  o b i e k t  o  p r a w i e  t r a n s f o r m a c j i  ( 4 . 5 )  t e n s o r e m

i l o c z y n o w y m  o  w a l e n c j i  ( m , p j  q ,  J  ) .

Tensory o prawie transformacji (4*5) wprowadził A.D. Michał [7] 
przy czym rozpatrywał on tensory zależne od i-punktów rozmaitości 
analitycznej. Dla i = 2 otrzymujemy właśnie tensor podwójny o pra
wie transformacji (4.5). Obiekty o prawie transformacji (4.4) roa-' 
patrują S . Gołąb [2] i J.L. Erickson [i].

Uwagi końcowe

Przedstawiony w tej pracy podział liniowych jednorodnych obiek
tów iloczynowych (podwójnych, rozdwojonych) klasy pierwszej nie 
jest oczywiście wyczerpujący. Celem naszym było wykorzystanie zna
jomości konstrukcji macierzy F(A,B) do budowania bardziej złożo
nych obiektów iloczynowych (podwójnych, rozdwojonych).Z praw trans
formacji przedstawionych w pracy obiektów widać, iż stanowią one 
uogólnienie, zwykle rozpatrywanych obiektów liniowych, jednorod
nych klasy pierwszej określonych w punkcie. Ma to ważne znaczenie 
praktyczne. I tak obiekty iloczynowe i podwójne znalazły zastoso
wanie we współczesnej mechanice ośrodków ciągłych, zaś obiekty 
rozdwojone w geometrii przestrzeni zanurzonych £2], [8].

Wpłynęło do Bedakcji w styczniu 1971 r.
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HEKOTOPHK JHJ1H JMHHlHHX, OflHOPOflHHX OEtEiCl'OU ]IP0K3BŁaŁłIKfl 
MHOrO-OEPASKfl AflBOflHiJX, PA3ÄBOEHHHX) EEPBOFO 1ÜIACCA

P e 3 u  M e

PaCoTa cojiepstMT bo3m oxhocth  KOHCTpywpoBaHHa e ó a e e  cjioikhłoc odieitTOB npo- 
M3Bej,ei!Ha MHoroo6pa3HM nBOHHiCC, pa3flB0eHHHX nepB oro K Jiacca, OGieKTbi s th  
npeflCTBBJiaioT oGoGmeHiie oöltuho paccMaTpuBaeuiDc jiHHeÜHHX, onHopojHŁnt oGiea- 
to b  onpejeaeaH H X  b T o a a e .
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SCME TYPES OP LINEAR HOMOGENOUS PRODUCT 
(DOUBLE, CONNECTING) OBJECTS OP THE FIRST CLASS

S u m m a r, y

The paper shows the possibilities of building more complex pro
duct (double, connecting) objects of the first class. They form 
the generalization of usually considered linear homogenous objects 
defined in a point.

Also the definition of double objects is given, and the rela
tions between objects of this kind and product objects are discu
ssed.


