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SZEREGI RÓŻNICZKOWE

Streszczenie» 1f pracy podane jest twierdze­
nie pozwalające rozwijać funkcje rzecżywi - 
ste - spełniające pewne warunki - w szeregi 
funkcyjne, iloczyny, itp. Dalej scharaktery 
zowane są tylko szeregi typuj

2  an ( x ) g ( n ) (x )  
n »1

nazwane szeregami różniczkowymi, podane są 
także ich zastosowania, głównie do rozwiązy­
wania równań różniczkowych następujących ty 
pówi

2  an<*)y(n )= 2  hn( x)n»o n-o

t  -  i  \ w y ( ‘ +r )n=o n>o

1. Zbiór różniczkowy

1.1. Określenie zbioru różniczkowego

Zbiór R funkcji rzeczywistych określonych we wspólnym prze­
dziale, posiadający następujące własności!
1. W zbiorze R istnieją dwa działania: D i
2. Zbiór R jest grupą względem działania □ ,  a działanie ®  jest 

wewnętrzne.
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3. W  zbiorze R istnieje operacja B spełniająca warunki?

3.1. /\[(f £ R) => (B f £ R)]

3.2. = ( f ^ B f g J D C B  f f ó f 2 )

4. W zbiorze R określona jest rodzina operacji -]b”1 k speł-
I* % JajGL

niająca warunki:

4.1. A  A  ( B Bi 1 f  -  f )%eL f € R  %

^ t f £ R ) ^ 3 i  f e R ) l

nazwijmy zbiorem różniczkowym.
1  jest dowolnym zbiorem wskaźników.
Może także zachodzić

B* B f # f

Działanie ®  nie musi być rozdzielne względem działania Q  . Zbiór 
różniczkowy nie musi więc być pierścieniem względem działańOi®. 
Operację B nazwijmy operacją różniczkową względem działań □  j®.

1.2. Twierdzenie o rozwijaniu 

Przyjmijmy następującą notację?

BBf => B2f, BBk- 1 fdIf Bk f

Element neutralny grupy oznaczmy przez ®  .
Element przeciwny w grupie d o  elementu f oznaczmy przez -f oraz

(-1) f - - f
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P o n ad to  przyjmijmy, że symbol "lim" w założeniach odpowiada pew­
nemu typowi zbieżności ciągu ¡funkcyjnego. 0 tym samym typie zbież­
n o ś c i  jest wtedy mowa w tezie twierdzenia.

1. Twierdzenie (o rozwijaniu)

Załóżmy że istnieją granice

lim fE , lim gn , lim (fn O g n )

n— -oo n-—  n — ► «

przy czym

lim ( f J D g J  => lim fn □  lim gn . (1 )
n —*-ocj —► »o

Jeżeli dla pewnych k,l całkowitych i nieujemnych oraz f1 i f ^ e . R  

jeat

u .  (-')”’W “  a * i 2 ) . 0  (2 )
H —►- ©o

to

Bk f ^ B 1 f2 » □ ( - I )**1 B(Bk+n“1 B ^  B1 fg )
n=1 n n -1 1

Dowód. Zgodnie z własnością (3.2)

□  (-1)n"1 B(Bk+n"1 f ^ B - 1  B ‘ 1 ... B"1 B1 f ) =
n - 1  ' 1 V  \ - 1  *1

... b: 1 b1 f_)□
2

□  ( * * > ,  " i ’ . , ' "  ' " ' i ’] -
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W y sta rczy  t e r a z  zb ad ać do j a k ie j  g r a n ic y  d ą ży  w y r a ż e n ie

Sq

gd y  q —— 00 q

K o le jn e  e le m e n ty  w y stę p u ją c e  pod znakiem  D j  re d u k u ją  s i ę  do 0  .  

N ie  o d n o s i s i ę  t o  do e lem en tu  p ie r w s z e g o

( - 1 ) q 1 (®k+q f-j®  B̂ 1 B 1 . . .  B“ 1 B1 f ^ ) ,  k tó r y  d ąży  do 0 ,

Jako z b ió r  R p rzyjm ijm y z b ió r  F f u n k c j i  r z e c z y w is t y c h  f  o -  

«creślonych  i  c a łk o w a ln y c h  w s e n s i e  Riemanna w pewnym wspólnym  p rze­

d z i a l e  ( a fb ) , 0 < a  < b  lub a < b < 0 .

Jako d z ia ła n ie  □  p rzyjm ijm y zw ykłe dodaw anie f u n k c j i  f ,  a dzj,a- 

ła n ie  ®  " s p lo t"  f u n k c j i  f  o k r e ś lo n y  wzorem

B k  f  1®  B1 f 2

o r a z  o s t a t n ie g o

1

gd y  q — 00.

k  1Wobec c z e g o  lim  = B f ^ ® B  f ^ f c o  d ow odzi tw ie r d z e n ie

P rzyk ład

x

x o
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Tak określone działanie * nie jest przemienne.
Zbiór F jest grupą względem dodawania funkcji.
Za operację różniczkową B przyjmijmy pochodną algebraiczną

Daf(x) = - x  t ( x ) f

która posiada wszystkie własności operacji różniczkowej względem 
dodawania i "splotu".
jedyna operacja odwrotna jest określona wzorem

Da" 1 f(x) - - 1  f(x)

Zbiór F jest zbiorem różniczkowym. 
Wprowadzając notację

D~1 D_1 f - D -2  f, D - 1  D -^k“1^= D-k f a a  a a a  a

i korzystając z twierdzenia o rozwijaniu otrzymujemy

D* fl(x) * D l  f2(x) - £ ( - 1 )n- 1 Da [ D k+n- 1 *{x)l
n»1 *- J

gdy

l i m j D k+n f 1 ( x) *D*“n f2(x)J - 0(x).

Symbol "lim" odpowiada dowolnemu typowi zbieżności ciągu funkcyj­
nego, spełniającemu warunek (1 ).
Dla k . 0, 1 - 0, f.jU) * 1(x), f2(x) - f  (x)

(gdzie 1 (x) jest funkcją stałą tożsamościowe równą 1 ) 
mamy
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C z y l i

d u = x £  j  SP(u) du

g d y

x n=1 x0 o

l im  (x n *  x  n<p ( x ) )  = 0 ( x ) .
n-«-oo

P r z y jm u ją c  y>(x) = d •

o t r z y m u je m y

»  x  n _ 1

V ( x )  = ¥ ( x  ) + x 2  /  V ( a )  du
n=1 / ux o

P r z y k ł a d  t e n  m i a ł  t y l k o  p o k a z a ć  j a k  można s to s o w a ć  t w i e r d z e n i e  o 

r o z w i j a n i u  do k o n k r e t n y c h  z b io ró w  r ó ż n i c z k o w y c h .

P rz y k ła d ó w  o p e r a c j i  r ó ż n ic z k o w y c h  można b y  p o d a ć  w i e l e .  T aką  j e s t .  

j a k  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  o p e r a c j a  o k r e ś l o n a  wzorem

L f  = f  . I n  f ,  m ’

j e ż e l i  za z b i ó r  R weźmiemy z b i ó r  f u n k c j i  r z e c z y w i s t y c h ,  f  o k r e ­

ś l o n y c h  w pewnym p r z e d z i a l e ,  o w a r t o ś c i a c h  w ię k s z y c h  od e w k a ż ­

dym p u n k c i e  t e g o  p r z e d z i a ł u ,  ze zwykłym dodaw aniem  i  m nożen iem .

P r z y  pomocy t w i e r d z e n i a  o r o z w i j a n i u  można o t r z y m a ć  in n e  s z e r e ­

g i  f u n k c y j n e ,  k t ó r e  nazw iem y s z e r e g a m i  r ó ż n ic z k o w y m i .

S ze re g o m  ró ż n ic z k o w y m  i  i c h  z a s to s o w a n io m  b ę d z i e  p o ś w ię c o n y  d a l ­

s z y  c i ą g  n i n i e j s z e j  p r a c y .

2 .  S z e r e g i  r ó ż n i c z k o w e

2 . 1 .  O gólne r ó w n a n ie

J a k o  z b i ó r  R p r z y jm i jm y  z b i ó r  f u n k c j i  r z e c z y w i s t y c h  f  k l a ­

s y  C ° °  o k r e ś l o n y c h  w pewnym wspólnym  p r z e u z i a l e .  Za d z i a ł a n i a  O
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i  ®  p r z y jm i jm y  zw yk łe  d o d aw a n ie  i  m n o ż e n ie ,  a za B o p e r a c j ę  r ó ż ­

n ic z k o w a n ia  Df = f '  i  d l a  % r z e c z y w i s t y c h  połóżm y

x

D~1^  f ( x )  = a ,+  j  f ( a )  du 

x o

Z b ió r  0  j e s t  z b io re m  ró ż n ic z k o w y m .

Łatwo w y k a z a ć ,  że  s t o s u j ą c  do  n i e g o  t w i e r d z e n i e  o r o z w i j a n i u  o t r z y ­

mamy w y r a ż e n i e ,  k t ó r e  nazw iem y ogólnym ró w n a n ie m

Dk f ^ x j D 1 f 2 ( x )  =

- §  8 f ’ w - ”4 : r  8v s  A *w ] 0 ;

Równość ( 3 )  j e s t  p ra w d z iw a ,  gdy  s p e ł n i o n y  j e s t  w a ru n e k  ( 2 ) ,  k t ó r y  

w tym p r z y p a d k u  ma p o s t a ć

p “ 1 » ¡ V - -  o1 * , ( * > ] - »  wn-«x»L o n  o n -1  o™1 J

J e ż e l i  w a ru n e k  ( 4 )  j e s t  s p e ł n i o n y ,  p r z y  czym z b i e ż n o ś ć  j e s t  j e d n o -
k 1s t a j n a ,  t o  s z e r e g  ( 3 )  j e s t  j e d n o s t a j n i e  z b i e ż n y  do D f ^ x ) .

W d a l s z y m  c i ą g u  n i n i e j s z e j  p r a c y  sym bol " l i m "  b ę d z i e  o d p o w ia d a ł  

zaw sze  z b i e ż n o ś c i  j e d n o s t a j n e j .

2 . 2 .  S z c z e g ó l n y  s z e r e g  r ó ż n ic z k o w y

Załóżm y, że  s z e r e g  ( 3 )  j e s t  j e d n o s t a j n i e  z b i e ż n y .  

W yrazy j e g o  s t a n o w i ą  pochodne  w y r a ż e n ia

D * * - ’ f  (X ) .  D-1  D ' 1 D - 1 D1 , 2 ( . )
o n  o n - l  o i

Z a ł ó ż m y  p o n a d t o ,  ż e  s z e r e g
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o w y r a z a c h  r ó ż n i c z k o w a l n y c h  J e s t  z b i e ż n y  c h o c i a ż b y  w Jednym p u n k ­

c i e .  Z a c h o d z i  w te d y  r ó w n o ś ć

f , W  '  r ; A  ” 4 - , -

f l ( x ) . » ^  » ¡ ^  . . .  * , w ]  ( »

QO
D

K o r z y s t a j ą c  z r ó w n o ś c i  ( 5 )  można o g ó ln e  r ó w n a n ie  z a p i s a ć  n a s t ę p u j ą ­

c o :

Dk f ^ r j D 1 f 2 ( x )  =

■ D ” x X  Ds v r < N  b1 ( 6 )

C a ł k u j ą c  o b u s t r o n n i e  ró w n o ś ć  ( 6 )  i  o z n a c z a j ą c  c a ł k ą  n i e o z n a c z o n ą  

p r z e z  D”  o t r z y m u je m y :

D_1[D k f 1 ( x ) .  D1 f 2 ( x ) J -

- C + Dk+n_1f1(x) . D"1. D"1 ... D‘1 D1 f (x) (7)
n -1  1 x o \  x o \ i - 1  Xo**\ Z

S t a ł a  C n i e  może b y ć  d o w o ln a ,  l e c z  m u s i  b y ć  t a k  d o b r a n a ,  a b y  ró w ­

n o ś ć  ( 7 )  b y ł a  p r a w d z iw a .

P r z y jm u ją c  w ( 7 )  1=0 , k » 1 , f 1 ( x )  a g ( x )  i  f 2 ( x )  a  1 ,  o t rz y m u je m y  

g ( x )  a  C + £ ( - 1 )n - 1 i D n g ( x )  .  D” 1 D "1 . . .  D "1 i ]  ( 8 )
nT l  L x o \  x o n -1  x o H  J



S z e r e g i  ró ż n icz k o w e 39

S t o s u j ą c  p o d s t a w i e n i a ;  5^ -  x Q =  ,

2

%2 -  r  -  C1 x o = c 2

: x  n  x  n - 1

%n  ~ i f "  '  C1 ( n - 1 )! Cn - 1  Xo = Cn

ró w n o ść  ( 8 )  można z a p i s a ć  w p o s t a c i

n-1
g ( x )  = C + Z ( - 1 ) n “ 1 S ( n ) ( x ) j ^ f i -  + C1 x_ ) f . . . + c n _ f  + c j  ( 9 )

P r z y jm u ją c  = 0 d l a  i  = 1 , 2 . . .  

o trz y m u je m y  z ( 9 )

O O  J,

g ( x )  = C + 2  (-1)n_1 ~  g ^ n ) ( x )  ,■ ( 1 0 )
n=1

a z ( 1 0 )  g ( 0 )  = C.

Więc g ( x )  = g ( 0 )  + 2 I ( - 1 . ) n  1 ~ y  S i n ^ (x )  (1 1 )
n=1

g d y  l im  | y  g^n + 1 ^ ( x )  = 0
n-»oo

R e z u l t a t  t e n  można u j ą ć  w n a s t ę p u j ą c e  t w i e r d z e n i e ;

2 ,  T w ie r d z e n ie

J e ż e l i  g  j e s t  f u n k c j ą  k l a s y  C ° ° o k r e ś l o n ą  w p r z e d z i a l e  z a w i e r a j ą ­

cym z e r o  o r a z  j e ż e l i

ft— oa

t o

lim —  g(n+1)(x) a 0

g ( x )  8 g ( o )  + 2 ( “ 1 ) n_1  5 7  s ^ ( x ) «  
n=1
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Oszacujmy resztę szeregu (11). 
Można napisać

g(x) = g(0) +^|(-1)n“1 fj- g ^ ( x )  + R (x) (12)
n=1 4

Wyznaczając z (12) Rq(x) oraz różniczkując obustronnie otrzymu­
jemy

x > /  ̂ / * \nTxn-1 (n), x xn _(n+1),
Rq(x) * g (x) + 2 -i H )  S (x) + ńT S (xJq n=1

Pod znakiem sumy kolejne składniki redukują się oprócz ostatniego!

H ) , f ? « ( w 1 , <x)

»ięo u l w  - (-1)’ fj- s(,ł1,(x) (13)
4  4  •

Całkując równość (13) obustronnie w granicach od 0 do x  i  uwzględ­
niając, że Rq(0) = 0 
otrzymujemy

x
Rq(x)  = ( - 1 ) q j  | - g ' q+^ ( u ) d u  (14)

Szereg (11) nazwijmy szczególnym szeregiem różniczkowym, a wyraże­
nie (14) q - tą resztą tego szeregu.
Niech dany będzie szereg

qO -0

g ( x )  = g ( 0 )  + X ] ( - 1 ) n “ 1 f i -  g ^ ( x )  
n-1 n ‘

Kładąc g ( x )  =»V’,(x) otrzymujemy
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Analogicznie można wykazać równość

Y » ( x )  = Y>(m)(0) + S ( - 1 ) a-1 ¿ * < n+n)(x)> (15)
n=1 ni'

która jest prawdziwa, gdy

n! ' 'n — oo

K-tą resztę szeregu (15) oznaczmy przez 
Jest więc

lim 4 ^ (n+m+1)(x) = 0. n! ' 7

\ ( x )  = ( - l ) k |  ^ V ’ (k+m+1)(u)du.
o

Do tych samych wyników można hy dojść wychodząc od wzoru na całko­
wanie przez część w granicach od 0 do x.
Jednak przytoczone na wstępie twierdzenie o rozwijaniu, od którego 
wyszliśmy, jest o wiele ogólniejsze, gdyż jest słuszne także dla 
tych operacji, dla których

a więc dla których może nie istnieć wzór analogiczny do wzoru na 
całkowanie przez części.

2.3. Ogólny szereg różniczkowy 

3. Twierdzenie

Jeżeli g jest funkcją klasy C“° określoną w przedziale zawie­
rającym zero oraz jeżeli

( B ^ 1 B  f) - ( B  B ^ 1 f)  ̂const,

+ • • •  + Cn i • x  + Cn ja 0J
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t o

n a  1
g ( x )  = g (0 )  + 2 ^ ( - 1 ) n c n  s ^ ( ° )  +

na1

* £ i ( - ' ) ” - ' g ( a ) ( « )  [ £  + 0 ,  ( ¿ T T T  * -  * V r "  ł  ° » ]  <1 6 >

Dowód .
Załóżmy, że dla pewnej wartości stałej C i stałych dla i => 1,2,... 
zachodzi (9)*
Kładąc w tej równości x = 0 mamy

PO

g ( 0 )  = C + 2 ( - 1 ) n " 1 g ( n ) ( ° )  cn  0 7 )
Ha 1

Wyznaczając z (17) stałą C i wstawiając do (9) otrzymamy (16).Wy- 
rażenie (16) przedstawia jedną funkcję niezależną od stałych 
(i = 1,2,..,).
Oszacujmy resztę szeregu (16).
W tym celu zbadajmy sumę częściową tego szeregu.

s .  = g(0) + £ ( - 1 ) n cn S ( n ) (0) + £ ( - 1 ) n - y n )U ) i j ę  
n=1 n»1 »- ̂ n=1 ** Ha1

+ C1 T̂TJT + *“  + Cn-1 *x + CnJ*

Grupując wyrazy z tą samą stałą i korzystając z równości

g(°) + ¿j(-1)n"’1 fj- S (n \ x )  = g(x) - Rq(x),

-C1 g’(0)+ C1 g*(x)-C 3Ć(-1)n“1 g^n+‘^(x) =* C1.1Rq_1(x),...,
n=1

-1mCm g(m)(0) + (-1)m"1Cm g(in)(x)+(-1)m C S - 1 )n“1 £  g(n+m)(x)
n=1

( - 1 ) m” 1 c  .  mR (x) ' m q-m



mamy

Sq = g(x) - Rq(x) + C1 • Rq_-|(x) “ C2 Rq-2^X) +

+ + M ) “ " 1 Cm mRq. m( x )  + . . .  + ( - D q ' 1 C q ^  g ( q - 1 ) ( 0 )  +

+ (“1)q"2Cq_1 g(q"l)(x) + (-Dq"1 Cq_1g(q)(x). X + (-l)qCq g(q)(D)+

+ (-1)q"1 Cq g(q)(x).
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Ponieważ
x

q-m

oraz

RqW  - (-1)q j  fj- g(q+1)(u)du, 
o

1V i (x) “ ( " 1 ) q " 1 I  f W r g(q+1)(u)du...........

■ » „ w -  ( - i ) ’ - j  ? £ j r « ( , ł , W

(-1)q"1Cq g(q_l)(0) + (-1)q_2 Cq_1 g^q_1)(x) +
X

+ (-1)q“1 Cq_1 g(q)(x).x - (-1)q_1 Cq-1 y  u g(q+1J(u) du

a x

(-I)9 Cq g(q)(0)+(-1)q'1 Cq g(q)(x) - (-l)q_1 Cq j  g(q+1)(u) du
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więc czyniąc odpowiednie podstawienia do wyrażenia na i prze­
kształcając do prostszej postaci otrzymujemy

Sq = g(x)-(-1)q j  g(q+1)(u) + C1 jHly- + ... +

uq-m
+ C / \ > + ... + C . .u + C du.m (q -m )! q-1 q

Przyjmując oznaczenie

Rq(x* , Cg» • ••» C^) a

- (-Dq f  g(q+1)( u ) [ ^  + C1 ^pyj- + ... + C ,.U + c l  du
6  L  J  (1 8 )

mamy

g(x) a Sq + (x, C1t Cg, ..., Cq) (19)

Wyrażenie (18) nazwijmy q-tą resztę szeregu (16).
Wyrażenie (19) pozwala również ustalić warunek konieczny i wystar­
czający na to, aby szereg (16) przedstawiał funkcję g.
Trzeba aby

lim Sq = g(x)
q—  oo

a to zachodzi gdy

lim R (x, C^, Cg, ...» ®q) a ®
q—— oo

czyli gdy

J i i <qł1,<I> [ $  + ^ 1 ' ł  ” • + ł  “I "  ° ‘



S z e r e g i  r ó ż n i c z k o w e 45

Twierdzenie 4
Jeżeli g jest funkcją klasy C0® określoną w przedziale zawie­

rającym zero i taką, że

A (e ( n ) ( 0 )  .  o )

°  £  n=1

jest szeregiem zbieżnym w tym przedziale i jeżeli

lim 4  g(n+1)(x) = 0
n-^-oo

oraz

lim bn(x)g^n+1 \ x )  m 0
n-*oo

to

s  hn(x) - £  an(x) s (n)(x) (21)n»1 n-1

przy czym prawa strona jest zbieżna jednostajnie niezależnie od ty 
pu zbieżności lewej strony.
We wzorach (20) oraz (21)
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Dowód;

S t a ł e  C . / . „ , w ( 1 6 )  można u z m ie n i ć .i ( i = 1 , 2 , . . . )
I s t o t n i e :

Po u z m i e n n i e n i u  s t a ł y c h

Sq = g ( x ) -  Rq ( x ,  C1 ( x ) ,  C2 ( x )  Cq (x))

a gdy

l im  R ( x ,  C ( x ) ,  C2 ( x ) ,  C (x ))  m 0
<l-~oo q q

t o  l im  S = g ( x )
q~»oo q

P r z y jm i jm y

h ( x )  n  n'' '

o r a z  z a łó ż m y ,  ż e  ^ ( g ^ ( 0 )  f  0 )  i  wstawmy do  ( 1 6 ) .

Po d o p r o w a d z e n iu  do p r o s t s z e j  p o s t a c i  i  o z n a c z e n i u

, , > n-m. n  n  h ( x )  x
b (x) = ( - o n- 1 4  + y ] ( - i )  - s — i— —

n n! iS l (n-m)!

o trz y m u je m y

g ( x )  = g ( 0 )  + 5 ]  hn ( x ) + bn ( x ) g ^ ( x ) ( 23)  
n=1 n=1

O dejm ując  s t r o n a m i  ( 2 3 )  od (1 1 )  

o t r z y m u je m y oo eo

h ( x )  =* a ( x )  g^n V x )  'n=1 n v n=1 n v '  v '

g d 2 ie s  r  1 »  1 b ( x )x n - “
a  ( x )  =» ( - 1  )n ~ 1 # r  “  b ( x ) U  (-1  )n  ( -1  )m —  n ------

V. n! n J  ± 1  ( n - m ) ! g ( 0 )
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S zereg

nazwijmy ogólnym szeregiem różniczkowym.

2.4. Potęgowy szereg różniczkowy

5. Twierdzenie

Jeżeli g jest funkcją klasy C00 określoną w przedziale I za^ 
wierającym zero i taką, że ^  (g^n^(0) f 0) 
a ciąg

a otrzymane szeregi zapiszemy pod jednym znakiem sumy to otrzymamy

jest jednostajnie zbieżny do zera w I i jeżeli

jest szeregiem zbieżnym w I 
to

(24)

gdzie:

/ «J m
(n-m)! g ^ ( 0 )

D m  - (25)

Dowód*
Połóżmy w (23)

hn ( x )  •  \

( 2 4 ) .



Przyjmując w szeregu (24) za h dane liczby współczynniki b o-n n
bliczamy z (2 5),
a przyjmując za br dane liczby współczynniki hn obliczamy na­
stępująco

h., - (1 - b,) g' (0)

h„ -  n r 1 ^ ( O j k .  ♦ ( - 1 ) » V  £  ( - ' ) *  — A r - ' I|_ rnTT (n-m)! gv (0) J

4 8 ___________    K a r o l  Bojda

Szereg (24) stanowi uogólnienie zarówno szczególnego szeregu róż­
nic zkewego, jak i szeregu Maclaurina.
Szczególny szereg różniczkowy otrzymujemy przyjmując ^  (h^ =» 0),

a azereg Kaclaurina przyjmując ^  ( \  = 0).
Aby można było także rozwijać w otrzymany szereg funkcja,dla któ- 

( n )rych V(g (°) 3 ®)t szereg (2 4) można przedstawić w postaci 
n

g(x) - g(0) + 2  (in g ^ ( * )  g^(0))x n
n=1

gdzie:

6. Twierdzenie

Jeżeli ty jest funkcją rozwijalną w przedziale I w szereg Maclau- 
rina g jest funkcją klasy C00określoną w I i taką, że

^  (g(n)(0) + 0), a ciąg|an.xn g/n+1 (̂x)j- 

jest jednostajnie zbieżny w I do zera, to
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gd z i e :

(2 7 )
A .

m=1

Dowód.

P ołóżm y w w y r a ż e n i a c h  (2 1 )  i  (2 2 )

hn ( x )  = .  xn

otrzym am y w te d y
qO oo

£  hn • x n = £  a n • S ( n ) ( x > ( 2 8 >n=1 n  n=1

i

an = (-1)n Ż ( - 1 ) m -------hjh )  (29)
m=1 (n -m ) !  ' ( 0 )

a j e ż e l i

ł ( x )  - W ( 0 )

t o  gdy

n=1

^ ^ ( O )  ,  .

n  *  5 |  ^
oo

w te d y  Z  hn . xn  » V’ ( x )  -  ¥»(0) (3 1 )

n=1

W s ta w ia ją c  ( 3 1 )  do (2 8 )  a (3 0 )  do (2 9 )  o t rzy m u jem y  (2 6 )  i  ( 2 7 ) .  

Nazwijmy potęgowym s z e r e g i e m  różn iczkow ym  s z e r e g  ( 2 6 ) .  Z ano tu jm y  

j e s z c z e  n a s t ę p u j ą c y  w zór  w y n ik a j ą c y  b e z p o ś r e d n i o  z (2 6 )

g ( k ) ( x )  = g ( k ) ( 0 )  + J  i? . xn g ( n ) ( x )  
n=1 n
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g d z i e  i

(m+k)
? .  ■ ( - 1 ) “  S ( - D -  '  ( ° i » ) ,m=1 ml (n-m)! ĝ  '(0)

3. Zastosowanie szeregów różniczkowych

3.1. Obliczanie aum niektórych szeregów liczbowych

Jak można s t o s o w a ć  szeregi różniczkowe do obliczenia sum szere­
gów liczbowych pokażemy na przykładzie, 
ftp. obliczmy sumę szeregu

(n+1) (n+2)... (n+k) (12)
n-1 2n

Szereg (32) jest równy szeregowi

y  (_Dn- 1 i .  ( _ n n- 1 l» £ lLn! v , .,nn-1 (x+1)

gdy położymy x»1. 
Ale

2 ( - D n - 1 f r  ( - i ) n " 1i£±3£2i
5-1 n! (x+1)a

a szereg w ostatnim wyrażeniu jest zbieżny do k-tej pochodnej .funk­
cji pomniejszonej o wartość tej pochodnej w punkcie x - 0.
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Zachodzi vsięc równość
co

f r  C - ' ) “ " 1
n=>1 ‘ (x+1)

k']

Co dla x = 1 das

(n+1 )(n+2). „ .(n+k) _ 2̂k+1 _ 1 )kj 
«un=1

3.2. Rozwiązywanie niektórych typów równań różniczkowych liniowych 
o zmiennych współczynnikach

3*2.1. Obliczanie całek szczególnych równań niejednorodnych

7. Twierdzenie

Jeżeli

a szereg

^ Sn > <33)

* ,  -  2  . i  ( 3 «n=u

¿est zbieżny w przedziale I. to równanie 
k

n=o n=o

posiada całkę szczególną

y =* y 1

określoną w I.
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Dowód.
Połóżmy w równości (21)

oraz zmieńmy indeksy bieżące tak,aby przyjmując że dla n>k an(x)=0 
otrzymać

k 00
2 ] a n(x)y(n) _ ̂  ha (x) (36)
n-0 n=0

Równość (36) można interjpretować jako równanie różniczkowe rzędu k. 
Dla równania (36) zależność (22) ma postać

n-m
/ ł , ^ n + 1  V  / . ,m+1 V x ' , x  , , _ x«-(*) - M )  /  (“1)  TT)--- (37)

(n-m)!y (0)

Kładąc w (37)

hn(x) = Ha(x) . y(n)(0) (38)

mamy
"  ( x )  Xn “ m 

( n - m ) !. n ( x ) .  ( - d " 1 £ |  < - i r 1
m=0 

Stąd

V x) “ a0( x)

Ba ( x ) . .  <x)  ♦  ( - i ) ” £ j  i - i r ’ n , w  &  < * »
m=o
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z (38) otrzymujemy

y(n)(0) 3 i ^ y  = Sn

Jeżeli A (Sn = const), to funkcję y można przedstawić w posta- 
'n'

oi szeregu (35)» o ile ten szereg jest zbieżny.

Przykład 1.

6y + y* aro sin x - y" n? -  £  y ^  x2 arc sinx = 2 x arcsinx +

+ 3x + 6x4 (40)

Mamy

Hq(x ) =6, H1(x) = 6x, Hg(x) =■ arcsinx + 3x2

H^(x) =. xarosinx, H^(x) =. - x4 ,

a także

b0(x) = 0, h1(x) = 3x, hg(x) = 0, h^(x) = 2 xarcsinx 

h^(x) = 6 x^, h^(x) = hg(x) = ••• hn(x) = ••• 3 0

Wtedy

So = 0 ,  Sl = S2 = 0 , S3 -  2

S . — “ 8» Sc -  S ,  3 . . . S  3 • • •  3 . 0 )4 5 6 n ’

Więc
1 1 3  1 4y . j . x + - . x - — . x .

jest całką szczególną równania (40)
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8. Twierdzenie

Jeżeli

a szereg

N (x)
A T = TT ■ v = c o n s t (4 1 )

,(42)
n=o

Jest zbieżny w przedziale I, to równanie 
k ł

V  an(x)y(n) = ^ b n(x)g(n)(x), ao.(x) * 0 (43)
n=o n=o

posiada całkę szczególną

y  =

określoną w I gdzieś g jest znaną funkcją,a Hq(x ) jest dane przez 
(39).

Nn ( x ) = b n<x )o '  7 o 

n-1

V l )  -  V * >  ł  H > ” Ż  V * )  T 5 ^ T lm=o '

Dowód t 
Napis zmy oa «*-

Hn ( x ) y ( n ) ( 0 )  = ^ a n ( x ) y ( n )  

n=o n=o
ł

y  Nn ( x ) g ^ n ^ ( 0 )  = 2 ^  bn ( x ) g ^ n ^ ( x ) ,

n=o n=o

Z tych wzorów oraz z równania (43) wynika równość
oa ©o



S z e r e g i  r ó ż n i c z k o w e 55

która zachodzi, gdy

Hn(x)y(n)(0) - Nn(x)g(n)(0) (44)

Z (44) otrzymujemy

^ ’(O) -  Ś j iT  g(n)<°) ■ T»

J e ż e l i  ^  ( tq  ■ c o n a t ) , to funkcję y można przedstawić w posta­

ci szeregu (42) o ile ten pzereg jest zbieżny.
Przykład 2.

y + x4 . y ^  - —  + — -— j (45)
1 X ( 1 - * )

mamy

6(x) - g(n)(0) - n!

X 2 x3
H0 ( x )  -  1 ,  H ^ i )  -  x ,  H g i i )  -  f -  ,  H ^ i )  -  f - ,

V x ) "  x*  + 54* * * *  ■' Hh(x )  "  (» f  + T il4 T T ) ^

N0(x) «1» N^(x) ■ 2x, ̂(i) ■ |  x + (n-1)!)x3ł

stąd

¥  -  1 f  a
~n 1+n(n-1)(n-2)(n-3)

Więc
v  V  , 1  + n  n

n “ © 1 + n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( n - 3 ) ‘

j e s t  c a ł k ą  s z c z e g ó l n ą  r ó w n a n i a  ( 4 5 ) «
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Warunki (33) i (41) ograniczają zastosowania twierdzeń (7) i (8) 
gdyż na ogół = const i Tn * const. Niemniej istnieje obszerna 
klasa równań, dla których warunki te zachodzą.
Między innymi, gdy

an(x) " an ' bn(x) = bn ' x°» V x) = V  ^

I s t o t n i e ,  j e ż e l i  n a p isze m y  

k
£  an . xn y = £  h . xn , aQ f 0 (46)
n=o n=o

t o

- M r ’ ¿ n r 1 — (47) 
*— 1 (n-m)! yv '0mpO

Gdy wyznaczymy z (47) y^n^(0) i  w stawim y do s z e r e g u  M a c l a u r i n a ,  t o  
o t r  zymamy

h . xn
y - V     (48)

a o + na1 + n(n-1)ag + ... + n... [n-(k-1)]ak

Zatem wyrażenie (48) przedstawia całkę szczególną równania (46).Po­
dobnie wychodząc od zależności pomiędzy szeregiem potęgowym a potę­
gowym szeregiem różniczkowym można uzyskać całkę szczególną równa- 
nia k ł

an . xn . y(n) = ^ b n . X11 g(n)(x), aQ 4 0 (49)
n=o n=o

jest nią funkcja

y “ X I  En s(n)(0) fi (5°)
n = o
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gdzieś g jest znaną funkcją a

b + nb. + ... + n(n-1) ... fn-(ł-1)] b
En = — 2   --- —  (51)

aQ + na1 + ... + n(n-1) ... (n-(k-1)] afc

Przykład 3

y + 2y? y ^  + 5x? y ^  = sin^ x - 2x sin 4x + cos^

Mamy

g(x) = sin^ x + cos^ x, g(0) 3 1

a także

g^n'(x) m 4 n_1 cos (4x + n . i|),

więc

g(n)(0) o 4n_1 . fcos(n .

z (5 1 ) mamy

1 + 2 . n
En 3 1 + 2n(n-1)(n-2) + 5n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)

więc

^2, (1 + 2n)4n“1 . cos (n ̂ )
y=1 + >  ----------------------------------------------------------------------------------------------

1+2n(n-1 )(n-2)+ 5n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)nl

Także równanie (45) stanowi szczególny przypadek równania (¡49j)ywięc 
całkę szczególną tego równania można natychmiast otrzymać przy po­
mocy (51) i'(50).
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3.2.2. Obliczanie.całek szczególnych lub ogólnych równań .jednorod­
nych

9. Twierdzenie

J.i.U ^  ^  - oonst j (52)

a szereg

^ Ł [ ^ £ < T T w - & 1  «>m=o L n=»1 iso J

jest w przedziale I zbieżny, to równanie
k ł

^  an( * ) y ^  = X  bn(x)y^n+r^  b0(*) f  0 (54)*-■— 1 n=on>o

pesiada całkę szczególną lub ogólną

y » Y3

określoną w I. Szereg (53) przedstawia całkę ogólną, gdy r jest
równe rzędowi rozwiązywanego równanie, a całkę szczególną, gdy r 
jest mniejsze od rzędu rozwiązywanego równania.

Dowódj

Jeżeli w równaniu (43) położymy g^n^(x) = y^n+r »̂ gdzie r jest
liczbą naturalną, to otrzymamy

k ' ł

an(?)y(n) “ 2 1  bn(x)y(a+r)
n a o  n a o

Wtedy wyrażenie (414) posiada postać

H ^ y (n)(D)“ Nn(x)y(n+r)(0)
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stąd

i(BW,(0) - M . 0 )  - Kjj M o )  (55)
n'

P rzyjm u ją c

y ( 0 ) -  c o t y'(o) -  C1 f . . . f y(r“1)(0) - c ^ _ 1

d a lsze  w a rto śc i pochodnych funkcji y w punkcie zero znajdziemy 
z wyrażenią (55)# j e ż e l i  ^  (K^ -  const).

W staw iając o b liczo n e y^n ^(0 ) do szeregu M aclaurina otrzymujemy 
szereg  ( 53)»
Warunek (52) o granicza stosowanie twierdzenia (9). Jednak is t n ie je  

k la s a  równań, d la  których warunek ten jest zawsze spełniony .M iędzy 

in n ym i są  to  równania typu:

] T  . „ W -  2  "n  '  '  ' ( " ' ) - V  0 <56>
n«o n»o

*

To, że dla tego równania warunek (52) jest zawsze spełniony, wyni­
ka natychmiast z zależności pomiędzy szeregiem potęgowym a potęgo­
wym szeregiem różniczkowym.
Ta uwaga pozwala stwierdzić, że jeżeli szereg

r-1

Dla O

fl-1
—  V 1 /  T T  m \ x n r 'Hn
m! + /  ■ \  j |  ir-s-ni/ (nr+m)!

n«1 i«o
(57)

Jest zbieżny w przedzials I, to równanie (56) posiada całkę szcze­
gólną lub ogólną
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określoną w I gdzie»

a Q + na^ + . . .  + n . . .  £n -  ( k - 1 ) ] a k 

Mn = b Q + nb1 + . . .  + n . . .  Jn -  ( ł - 1  )J bj.

Szereg (57) jest całką szczególną, gdy r jest mniejsze od r z ę d u  

rozwiązywanego równania, a całką ogólną, gdy r jest równe r z ę d o ­

wi rozwiązywanego równania.

Przykład 5

- i  . 2 u 3 nr i ii 2 + 3xy + 4x y + ary  = y + xy + xy + 3xy ł 4x y + x y = y + xy + x y

Dla tego równania rzędu trzeciego r = 1, więo z (58) otrzymamy tyl 
ko całkę szczególną

r '  °° [ 1 + 2  f  TT Mi) i r ]  gSa1’ " i ' 1ł ln»1 \ i « o  /
Więc

Co

Równanie (56) obejmuje wielką ilość ważnych przypadków szczegól­
nych, a jego rozwiązanie dużą liczbą funkcji specjalnych.
Rozwiążmy równanie

« 2  " "ay + bzy + cx y a y

tu

M * a + nb + n(n-1)cn
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w ię c

y  = C, 1 * 2  (ff (,ł2i'> + 2i<2i-i>«>) fs jr l*
L n=1 * 1=0 ' J

l- n=1 '  i= o  ' J

Z b ie ż n o ś ć  szeregów  w (5 9 )  z a le ż y  od w a r to ś c i  a ,  b i  c .

D la  a = - k ( 2 p + k ) ,  b = 2 p + i, c = 1 ,  CQ = C1 = 1 .

( g d z ie t  k  = 0 , 1 , 2 , . , . ,  p~ jest dow o lną  l ic z b ą )  z (5 9 )  o trzym u jem y 

w ie lo m ia n y

(59)

■w ,n-1
t  ] ~ [ ( 2 i ( 2 P+2 i ) - k ( 2 P+k))j

Ila I '  i=aO •

2n

( 2 n )T d la  k  p a rz y s ty c h

V k ( x ) ^ k-1 ,n-1

m  ( ( 2 i+ 1 ) (2 p + 2 i+ 1  ) - k (2 p + k ) ) )x+

\  n=1 '* i=o

2n+1
T H + T j !  d l a  k n i a “

parzystych.

Wielomiany cwp (x )  różnią się co  najwyżej o c z y n n ik  stały od o r t c -
k rj 1gonalnyoh wielomianów Gegenbauera c £ .  Przy p = j  z ( 6 0 )  o trz y m u j e- 

my wielomiany różniące się co najwyżej o czynnik s t a ł y  od wielomia­
nów Legendre’a.
Dla a = - k 2 ,  b = 1 , c = 1 ,

z (59.) o trzym u je m y  w ie lo m ia n y

k /2  . n -1

c 0 -  C ,  -  1

\ ( x )

1 + Z j  ( [  I ((2 i ) 2 -  d l a  k pa r z y s t y ° h

( k - l | ) / 2  n -1  ,

.  Z  ( T T  ((2 i+ 1 ) 2 -k 2)J^2n + 1 ) | d la  k  n ie p a rz y s ty c h
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m
Wielomiany Wk(x) różnią się o czynnik stały od wielomianów Cze- 
byszewa pierwszego rodzaju T^r), które możną otrzymać z (61) nastę­
pująco

T v (* )

k
2 T(-1) .. W^(x) dla k parzystych

k-1
(-1) .k. W, (z) dla k nieparzystych

Dla a a - 2k, b a 2, c= 0, C0 “ a 1,

z (59) otrzymujemy wielomiany

f  i n_1 \

^2^  dla k parzystych

\ ( x )  . - I
n»1 ' i»0 

k‘1 ,n-1

; ł § i C  (4i + 2 -2k)j jiń+TTl dla k nieparzystych,

które różnią się co najwyżej o czynnik stały od wielomianów Hermi- 
ta * a e

Dla równaziia

-ky + xy - (p+ljy’’ + xyW

.  n " k 
“ p+n+1

stąd

!(n ( 6 2 )
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Wielomiany I1iir^(x) r ó ż n i ą  się o czynnik s t a ł y  od w ielomianów L a g u e r -
k

r e * a  l £ .  P r z y  p = 0 i C n  = 1 z ( 6 2 )  o trzym ujem y

¿(fTfcOa?n=1 \ i=o /

a

I ^ ( x )  = k!

Dla równania

-k (p+k)y + (p+1) xy' + x2y" = qy' + xy"

= n ( p t n )  -  k l p + k j  
n q + n

Z ( 5 7 )  d l a  CQ = 1 o t rzy m u jem y

k ,n-1fi. 111 1

y  = Gk ( p f q , x )  = 1 + 5 ~ ! ( T
n=1'i»o

i(p+i)-k(p+k)\
q+i / n!

są t o  w ie l o m ia n y  J a c o b i e g o .

Przedstawiając równanie hipergeometryczne w postaoi

. . i 2 ii •* i i*aft y  + (oc+j8+ 1) xy + x y = Jf y  + xy

mamy

M = et fi + n(cX+8+ n) 
n  y  + n



Z (57) dla CQ = 1 otrzymujemy natychmiast szereg hipergeometrycz- 
ny

oo , n-1
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y

a pisząc równanie hipergeometryczne zdegenerowane w postaci

ety + xy' = Jy'+ xy!”

mamy

Hn y+n

Z (57) dla C0= 1 otrzymujemy funkcję hipergeometryczną zdegenero- 
waną

,P,fe.,.x)-1+ ^ ( | j  

Wpłynęło do Redakcji w lutym 1970 r.
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fiłiSiŁtiHUiAJIfcHŁiŁ PfcflŁI 

/* e 3 D M e

3 paCoTe nojaHa TeopeMa KOTopaa seJiaeT B03iioacHbiM npescTaBJieHne b suj^e 
(pyHKUHOHaibHblX pHflOB IlpOłt 3E ej eHHH H T.n . B eigec T B eHHblX iyHKPHi! i.npH H6K0T0- 

pbix yCJlOBMiiX ) .
OxapaKTepH30BaHo paja  Tana

^ a a (x) y*"11' ( x )
n=o

KOTOphie Ha3BSHC JH ^ e p  eHUHaJI bHLdMK pflJŁaMPI.

IioaaHH Toase npmicsceHHii -  rJiaBHHM oCpasoM k pemeHMK awcpcpepeHmiajibHhiX y -  

paBHeHMM ĆJieaywwuc thiiob:

Y  an (x) y(n) = Y  hn U )
n=o n=o

Cx) y W  = V  hn Cx) y (n + r ' 
a=o

DIFERENTIAh SERIES

S u m m a r y

In this paper is given a theorem that enables to develop real 
functions - under certain conditions in functional series prodeets 
etc.
Next series; of type a (x) g ^ ( x )

n»1 n

are characterized. We call them differential, series®
There are aIs  c given their applications - mainly to the follo­

wing equations t
^  ©o


