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Seria s MATEMATYKA - FIZYKA z. .16 Nr kol. 308

KAROL BOJDA

SZEREGI

ROZN1CZKOWE

Streszczenie» If pracy podane jest twierdze-
nie pozwalajace rozwijaé¢ funkcje rzeczywi -
ste - spedniajace pewne warunki - w szeregi
funkcyjne, iloczyny, itp. Dalej scharaktery
zowane sa tylko szeregi typuj

2 an(x)g(n)(x)

n»

nazwane szeregami rézniczkowymi, podane sa
takze ich zastosowania, g#éwnie do rozwigzy-
wania réwnan rézniczkowych nastepujacych ty
powi

2 an<*)y(n)= E_O hn(x)

n»o

>

S woy ()
=0 n>o

1. Zbidr rézniczkowy

1.1. Okres$lenie zbioru rézniczkowego

Zbioér

dziale,

R funkcji rzeczywistych okreslonych we wspélnym prze-

posiadajacy nastepujace whasnosci!

1. W zbiorze R istnieja dwa dziatania: D i

2. Zbior

R jest grupg wzgledem dziatania O, a dziatanie ® jest

wewnetrzne.
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3. W zbiorze R istnieje operacja B speiniajgca warunki?

3.1. A\[(fF £R)=> (B f £ R]

3.2. = (f~BfgJDCB ffoé f2)

4. W zbiorze R okreslona jest rodzina operacji sped-

"ﬂl%lfé jGL
niajaca warunki:

4.1. A A (BBl f-f)
%el FER %

At fFER) A B feR)I

nazwijmy zbiorem rézniczkowym.
1 jest dowolnym zbiorem wskaznikoéw.

Moze takze zachodzi¢

B* B T #fF

Dziatanie ® nie musi by¢ rozdzielne wzgledem dziatania Q . Zbior
rézniczkowy nie musi wiec by¢ pierscieniem wzgledem dziatanOi®.

Operacje B nazwijmy operacja rézniczkowg wzgledem dziatan O j®.

1.2. Twierdzenie o rozwijaniu

Przyjmijmy nastepujaca notacje?
BBFf = B2F, BBk-1 fdIf Bk f

Element neutralny grupy oznaczmy przez ®

Element przeciwny w grupie do elementu f oznaczmy przez -f oraz

-1) f--F
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Ponadto przyjmijmy, ze symbol "lim" w zakozeniach odpowiada pew-
nemu typowi zbieznosci ciggu jfunkcyjnego. O tym samym typie zbiez-

noéci jest wtedy mowa w tezie twierdzenia.

1. Twierdzenie (0 rozwijaniu)

Zatézmy ze istnieja granice

lim fE, lim gn, lim (fn 0 gn)
n— -00 n-— n-—» «
przy czym
lim (fJDgJ = lim fn O 1lim gn. D)
n —*-ocj —»»0

Jezeli dla pewnych k,l cakkowitych i nieujemnych oraz fl i fre.R

Jeat
u. DHTwo= a*i2) .0 @)
H —»Co
to
Bk fA~B1l f2 » o(-1)**1 B(Bk+n“l B~ Bl fg)
n=1 n n-1 1

Dowéd. Zgodnie z wkasnosciag (3.2)

o (-1)n"l BBk+n"l £~B-1 Bl ... B"l Bl f) =
n-1 - 1 v \-1 *1

b:1 bl f_)O

D(**>, wjr e ....i,]_
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Wystarczy teraz zbada¢ do jakiej granicy dazy wyrazenie

gdy g —@ q

Kolejne elementy wystepujgce pod znakiem D j redukujg sie do O

Nie odnosi sie to do elementu pierwszego

Bk f1® Bl f2
oraz ostatniego
(-1)g 1(®k+q f-j® B*1 B 1 B“i B1 f~), ktéry dazy do 0,
gdy q—00.
Wobec czego Iim = B fA®@B"' fAf co dowodzi twierdzenie
Przyktad

Jako zbior R przyjmijmy zbiér F funkcji rzeczywistych f o-
«cre$lonych i catkowalnych w sensie Riemanna w pewnym wspdlnym prze-
dziale (afb), O<a <b lub a<b<o0.

Jako dziatanie O przyjmijmy zwykte dodawanie funkcji f, a dzja-

tanie ® "splot" funkcji f okresSlony wzorem

X
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Tak okreslone dziatanie * nie jest przemienne.
Zbiér F jest grupa wzgledem dodawania funkcji.

Za operacje roézniczkowa B przyjmijmy pochodng algebraiczng

Daf(x) = -x t(x)f

ktéra posiada wszystkie whasnosci operacji roézniczkowej wzgledem
dodawania i1 "splotu™.

jedyna operacja odwrotna jest okreslona wzorem
pa"l f(x) - -1 fX)

Zbidor F jest zbiorem rézniczkowym.

Wprowadzajac notacje
p~1 b_1 ¥ - D2 ¥, D-1 D-~k*17= D-k F
a a-— a a a a
i korzystajac z twierdzenia o rozwijaniu otrzymujemy

D* fI(x) * DI f2(x) - £(-1)n-1 Da[Dk+n-1 *{x)1
n»l * J

gdy
1limjDk+n F1(x) *D*“n f2(x)J - 0(X).
Symbol "lim" odpowiada dowolnemu typowi zbieznosci ciggu funkcyj-

nego, spedniajgcemu warunek (1).

Dla k . 0, 1-0, fju) * 100, 200 - f

(gdzie 1(x) jest funkcja statg tozsamosciowe réwng 1)

mamy
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Czyli
dus=x=£ | SP(u) du
X0 n=1 X,
gdy
lim (xn* x n9(x)) = 0(x).
Nn-«-00
Przyjmujac y>(x) =d .

otrzymujemy

» X n_1
V(x) =¥(x ) +x2 |/ V (a) du
n=1)/( u

0
Przyktad ten miat tylko pokaza¢ jak mozna stosowaé¢ twierdzenie o
rozwijaniu do konkretnych zbioréw rézniczkowych.
Przyktadéw operacji rézniczkowych mozna by poda¢ wiele. Takag jest.

jak tatwo sprawdzi¢, operacja okre$lona wzorem
L f=f . Inf,

jezeli za zbiéor R wezmiemy zbiér funkcji rzeczywistych, f okre-

§lonych w pewnym przedziale, o warto$ciach wiekszych od e w kaz-

dym punkcie tego przedziatu, ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem.
Przy pomocy twierdzenia o rozwijaniu mozna otrzymac¢ inne szere-

gi funkcyjne, ktére nazwiemy szeregami rézniczkowymi.

Szeregom rézniczkowym i ich zastosowaniom bedzie posSwiecony dal-

szy cigg niniejszej pracy.

2. Szeregi rézniczkowe

2.1. 0Ogo6lne réwnanie

Jako zbiér R przyjmijmy zbior funkcji rzeczywistych f kla-

sy c°° okreSlonych w pewnym wspdlnym przeuziale. Za dziatania O
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i ® przyjmijmy zwykte dodawanie i mnozenie, a za B operacje roz-

niczkowania Df = f* i dla % rzeczywistych potézmy
X
D~1n f(x) =a,+ j f(a) du
X0

Zbiér 0 jest zbiorem rdézniczkowym.
tatwo wykaza¢, ze stosujgc do niego twierdzenie o rozwijaniu otrzy-

mamy wyrazenie, ktore nazwiemy ogélnym réwnaniem

Dk fAxjD 1 f2(x) =

- 8 8 fow - "4 r 8vs A *w] 0;

Réwnos¢ (3) jest prawdziwa, gdy spetniony jest warunek (2), ktory

w tym przypadku ma postac

n-oolf 1 o n” bV g O " (F2gl-»> W
Jezeli warunek (4) jest spetniony, przy czym zbiezno$¢ jest jedno-
stajna, to szereg (3) jest jednostajnie zbiezny do Dk lf"x).
W dalszym ciggu niniejszej pracy symbol "lim" bedzie odpowiadat

zawsze zbieznos$ci jednostajnej.

2.2. Szczeg6lny szereg rozniczkowy

Zatézmy, ze szereg (3) jest jednostajnie zhiezny.

Wyrazy jego stanowig pochodne wyrazenia

D**- f (X). D-1 D1 D-1 D1 ,2(.)
on o n-I 0 i

Zatézmy ponadto, ze SZereg
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o wyrazach rézniczkowalnych Jest zbiezny chociazby w Jednym punk-

cie. Zachodzi wtedy rownosc¢

f.WwW  '"r;A 74 -, -

D fl(x).»" » j ™~ ... *,w ] (»

Korzystajgc z réwnosci (5) mozna ogdlne réwnanie zapisa¢ nastepujga-

co:

Dk fArjD 1 f2(x) =
=D "xX D3 v r< N b1l (6)
Catkujgc obustronnie rownos$é (6) i oznaczajgc catkag nieoznaczong

przez D” otrzymujemy:
D_1[Dk f1(x). D1 f2(x)J-
-C + Dk+n_1f1(x) .D"1. D"1 ... D1 D1F X O

n-1 1 xo \ xol\i-1 Xo**\ Z

Stata C nie moze by¢ dowolna, lecz musi by¢ tak dobrana, aby row-
nos$¢ (7) byta prawdziwa.

Przyjmujgc w (7) 1=0, k»1, f1(x) a g(x) i f2(x) a 1, otrzymujemy

g(x) aC+£ (-1)n-1iDng(x) . D"1 bD"1 ... D"1 i] (8)
nTl L X0\ xon-1 xoH J
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Stosujgc podstawienia; 5~ -
2

w - r -

X n

%n ~ i f"

39

rownos$¢ (8) mozna zapisaé w postaci

XQ = ,
Cl xo0 = c2
X n-1
Cl (n-21)! Cn-1 Xo = Cn
n-1

g(x) =C+Z (-1)n“1 S(n)(x)j~rfi- + C1L x_ )f...+cn_f + Ccj (9)

Przyjmujac =0 dla i =1,

otrzymujemy z (9)

00

2...

J,

g(x) =C+2 (Dnl~ g"n)(x) m (10)
n=1
a z (10) g(0) =_cC.
Wiec g(x) =g9g(0) + 21(-1.)n 1 ~y Sin~(x) (11)
n=1
gdy lim |y g*n+1”~(x) =0
n-»00

Rezultat ten mozna ujag¢ w nastepujgce twierdzenie;

2, Twierdzenie

Jezeli g jest funkcjg klasy

cym zero oraz jezeli

lim —
ft— oa

g(x) 8 g(o) + 2

C°°okreslong w przedziale zawierajg-

g+t a0

( “1)n_1 57 s~ (x)«
n=1
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Oszacujmy reszte szeregu (11).

Mozna napisac
g = 9@ +"I§ 1Hn“l - g (x) + R 169 a2
n=
Wyznaczajac z (12) Rq(x) oraz rozniczkujac obustronnie otrzymu-
Jemy

>/ N / *\nTxn-1 ), x xn _(n+l),
Rq(x) *g X)) +2- :ILH) S X +nTS xJ

Pod znakiem sumy kolejne skkadniki redukuja sie oprécz ostatniego!
H ), f?2 «(w1l,<x)

»ieo ulw - 17 fi- sGH, (13)

Catkujac réwnos¢ (13) obustronnie w granicach od 0 do x i uwzgled-
niajac, ze Rq() =
otrzymujemy

X
Ra(x) = (-1)g j |-g " g+ (u)du (14)

Szereg (11) nazwijmy szczegolnym szeregiem rozniczkowym, a wyraze-
nie (14) g - ta resztg tego szeregu.

Niech dany bedzie szereg

g(x) =g9(0) +X]1(-1)n" 1fl- g”~(x)
n-1

Ktadac g(x) =V’ (x) otrzymujemy
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Analogicznie mozna wykaza¢ rownosc¢

Y»(x) =Y(Mm@O) +S(-1)a-1¢ *<n+tn)(X)> a5
n=1 ni-

ktéra jest prawdziwa, gdy

tn gy (e = o.

K-tg reszte szeregu (15) oznaczmy przez

Jest wiec

\(x) =(-Hk| "V ' (k+tm+1)(u)du.
o
Do tych samych wynikéw mozna hy dojs¢ wychodzac od wzoru na catko-
wanie przez czes¢ w granicach od O do x.
Jednak przytoczone na wstepie twierdzenie o rozwijaniu, od ktérego
wyszlismy, jest o wiele ogolniejsze, gdyz jest shuszne takze dla

tych operacji, dla ktdrych
(s~1 8 ) - (5 s~1 F) ” const,

a wiec dla ktorych moze nie istnie¢ wzér analogiczny do wzoru na

catkowanie przez czesci.

2.3. 0golny szereg roézniczkowy

3. Twierdzenie

Jezeli g jest funkcjag klasy C‘° okreslong w przedziale zawie-

+'--+O"|i'x+01\]a0

rajacym zero oraz jezeli
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to
g(x) =g9g(0) + 272(-1)ncn s~ (°) +
nat
*E i(-)7-rg(a)(«) [£ 40, ((TTT * - >V 1" | °»] <16>
Dowdd .
Zatozmy, ze dla pewnej wartosci statej C i1 statych dla i >1.2,...

zachodzi (9)*
Ktadac w tej roéwnosci x = 0 mamy
PO
g(o) =C + l_2|a{-1)n"1 g(n)(°) c¢n 07)

Wyznaczajac z (17) statg C 1 wstawiajgc do (9) otrzymamy (16)-Wy-
razenie (16) przedstawia jJedng funkcje niezalezng od statych
G=12,..).

Oszacujmy reszte szeregu (16).

W tym celu zbadajmy sume czesSciowg tego szeregu.

S, = g(0) +£n(g-_1)n cg*S(n)(O) + gl_é:l)n-y n)uU )ij)e

+ATIT +* +@& I +@F

Grupujac wyrazy z tg samg statg i1 korzystajac z réwnosci

9(®) + ¢i(-1Hn"1 G- S(n\x) =gy - RAGI,
-C1 g’ (0)+ C1 g*()-C ﬁz(':l(—l)n“l g™+ “Nx) =C1.1Rq_1(X),---,
-ImCm g(M)(@) + (-1m"1Cm g @)X+ (-1)m C ?1:1 - )n“l £ g(n+tm)(x)

(-1)m"1 Co an—m (€9)
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mamy

Sq = g(xX) - Rg(xX) + C1 = Rg-|X) “ C2 Rg-2™"X)+

+ + M )“"1 CmnRg.m(x) + ... + (-Dg 1Cq" g(q-1)(0) +

+ (“1Dg"2Cq_1 g(@' D) + (-Dg"1 Ca_1lg(@ G- X + (-DaCq g(@O+

+ (-1Dg"1 Cq 9(@DX-

Poniewaz
X
RQW - (-1)q j - g(g+1)(wdu,
0
IV i(X) “ ¢rira-2 I FW 1 g(g+l)(u)du...........
" J-m W - (-i)’ - j ? E£jr« (,H,W
oraz

(-19"1Cq g(_DH (@ + (-1)g.2 Cq_1 g*q_ 1)) +
X
+ (-1Dg“1 Ca_1 g(D(x)-x - (-1Dag1 Cg-1y u g(q+lI(u) du

a X

(-D9 Cq g((O)+(-1)a"1 Cq gD ) - (-Da.l Cqj g(g+1)() du
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wiec czynigc odpowiednie podstawienia do wyrazenia na i prze-

ksztatcajgc do prostszej postaci otrzymujemy

Sq = g()-C-Dg j g@+DW + CljHly- + ... +
ug-m
+ Cm {q-m\f + ..+ Cq_r.u + Cq du.

Przyjmujac oznaczenie

Rq(x* , CO» eee» CN) a
- (-bDg f  g@+D(u)[™ + C1pyj-+ ... +C ,U+cl du
6 L J o (18)
mamy
g(x) a Sq + *x, Cit Cg, ..., Cq) a9

Wyrazenie (18) nazwijmy g-tag reszte szeregu (16).
Wyrazenie (19) pozwala réwniez ustali¢ warunek konieczny i wystar-

czajacy na to, aby szereg (16) przedstawiat funkcje g.

Trzeba aby
lim Sq = g(X)
g— 0o
a to zachodzi gdy
lim R (x, C», Cg, -.--» ®Q) a ®

g—— 00

czyli gdy

\]||<ql’1,<|>[$ + ANl O T e boepm oo



Szeregi rézniczkowe 45

Twierdzenie 4

Jezeli g jest funkcjag klasy CORokreslong w przedziale zawie-

rajacym zero i taka, ze

A(e(n)(0) . o)

=1

jest szeregiem zbieznym w tym przedziale i jezeli

lim 4 g(n+t1)X) =0

n-"-00
oraz
lim bn()g™+l\x) moO
n-*o0o
to
s bhn(x) - £ an(x) s(n)(x) (22)
n»1 n-1

przy czym prawa strona jest zbiezna jednostajnie niezaleznie od ty
pu zbieznosci lewej strony.
We wzorach (20) oraz (21)
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Dowdd;
State Ci'(i'= )

Istotnie:

w (16) moznauzmieniC.

peee)
Po uzmiennieniu statych

Sq = g(x)- Rg(x, Cl(x), C2(x) Cq (x))

a gdy
lim R (x, C (x), C2(x), C (x)) mo
<l-~00 q q

to lim S = g(x)
g~»00 q

Przyjmijmy
h (x),

oraz zatézmy, ze A(g”™N(0) f 0) i wstawmy do (16).

Po doprowadzeniu do prostszej postaci i oznaczeniu
. on o) x "M
b (x) =(-on-14 +y](-|)-s—|— —
n n! Sl (n-m)!

otrzymujemy

g(x) =9g(0) +5] hn(x) + bn(x)g ™ (x) (23)
n=1 n=1

Odejmujac stronami (23) od (11)

otrzymujemy

00 €
n=1 hn\(/x) :*nzl anSX), g"n VVX)' '
gd2ies r » 1 b (x)xn-*“
a (x) » (-1)n~ 1#r “b (x)U (-1)n (-1 )m— [ —
V. n! n J +1 (n-m)lg  (0)
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Szereg

nazwijmy ogélnym szeregiem rézniczkowym.

2.4. Potegowy szereg roézniczkowy

5. Twierdzenie

Jezeli g jest funkcjg klasy CO0okreslong w przedziale 1 za®
wierajacym zero i taka, ze ~ (@n™0) T 0)
a ciag

jest jednostajnie zbiezny do zera w I i1 jezeli

jest szeregiem zbieznym w |

to
@5
gdzie:
"8 m m @5)
(nh-m! g~ (0)
Dowod™

Potézmy w (23)

hn(x) « \

a otrzymane szeregi zapiszemy pod jednym znakiem sumy to otrzymamy
(24).
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Przyjmujac w szeregu (24) za hn dane liczby wspétczynniki bn o-
bliczamy z (25),

a przyjmujac za br dane liczby wspétczynniki hn obliczamy na-
stepujaco

h, - Q@ -b,) g ©

h, - n r 12~(0 jk. ¢ (-1)»V £ -9 — A ro -l
L miT (n-m! gv (©)J

Szereg (24) stanowi uogoélnienie zarowno szczegdolnego szeregu roéz-
nic zkewego, jak I szeregu Maclaurina.

Szczegblny szereg roézniczkowy otrzymujemy przyjmujac ~ (" > 0),

a azereg Kaclaurina przyjmujac ~ (\ = 0).
Aby mozna byto takze rozwija¢ w otrzymany szereg funkcja,dla kto-

rych V(g(n) (®) 3 ®)t szereg (24) mozna przedstawi¢ w postaci
n

g - 9(@® + 21 @in g~ (™) g7 (0))x n
n=

gdzie:

6. Twierdzenie

Jezeli ty jest funkcja rozwijalng w przedziale 1 w szereg Maclau-
rina g jest funkcja klasy COOokreslong w 1 i taka, ze

N (g(n)©) +0), a ciaglan.-xn g/n+1™"X)j-

jest jednostajnie zbiezny w I do zera, to



Szeregi rézniczkowa

gdzie:

m=1

Dowéd.

Pot6zmy w wyrazeniach (21) i (22)

hn(x) = . Xn
otrzymamy wtedy
O 00
%:1 hn e Xn= n£:1 an e S(n) (x>
i
an = CDNZ(-1)m ——————- h
N mgl ) (n-m)! ‘h)(O)
a jezeli
t(x) -W(0)
n=1
to gdy
AN (O)
n * 5|
00
wtedy z hn . xn » V(x) - ¥»(0)
n=1

Wstawiajgc (31) do (28) a (30) do (29) otrzymujemy (26)
Nazwijmy potegowym szeregiem roézniczkowym szereg (26).

jeszcze nastepujacy wzdr wynikajacy bezposSrednio z (26)

g(k)(x) =g(k)(0) +J3 7 . xn g(n)(x)

n=1 n

49

(27)

(28>

9

(31)

(27).
Zanotujmy
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gdzie i

(m+k)
2. ®(-1)" S(-D -

m -yt (gt R o)

3. Zastosowanie szeregbw rozniczkowych

3.1. Obliczanie aum niektorych szeregow liczbowych

Jak mozna stosowa szeregi rozniczkowe do obliczenia sum szere-
gow liczbowych pokazemy na przyktadzie,
fip. obliczmy sume szeregu

(n+1) (n+2)... (n+tk) a2
n-1 2n

Szereg (32) jest rowny szeregowi

y (_Dn-lii (_nn-1I»£IL
n-1 nt v (X+I)n

gdy potozymy x»1.
Ale

2 (-D n-1fr (-i)n"Lli£+3£2i
5- n! x+Da

a szereg w ostatnim wyrazeniu jest zbiezny do k-tej pochodnej _fuk-

cji pomniejszonej o wartos¢ tej pochodnej w punkcie x - O.
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Zachodzi vsiec rownoscé
co

fr C-)“ 1
= ‘ O+

k']
Codla x =1 das

MH)H(+2) . ,,-(ntk) _ "2k+l _ 1)Kj

«u
n=1

3.2. Rozwigzywanie niektorych typéw réwnan rézniczkowych liniowych

o zmiennych wspédczynnikach
3*2_.1. Obliczanie catek szczegélnych réwnan niejednorodnych
7. Twierdzenie

Jezeli
N Sn > <33)

a szereg
-2 i (3«

¢cest zbiezny w przedziale 1. to réwnanie
k

n=o0 n=o0

posiada catke szczegdblng

okreslong w 1.
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Dowdd .

Pot6zmy w réwnosci (21)

oraz zmienmy indeksy biezgce tak,aby przyjmujac ze dla n>k an(x)=0

otrzymac

k 00
2lanQ)y(n) _ 7 ha (x) (@36)
n-0 n=0
Réwnos¢ (36) mozna interjpretowac¢ jako rownanie rézniczkowe rzedu k

Dla rownania (36) zaleznos¢ (22) ma postac

n-m
(Y e Y &
(n-mty —(©
K¥adac w (37)
hnGy = HaC) . y(m(©) 33
mamy
(x) Xn“m
n(x). (-d"1£ | < -irl1 (n-m)!
m=0
Stad

vV  x) “ a0(x)

Ba(x).. <x) & (-i)7E£j i-ir” n,w & <*y
m=o
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z (38) otrzymujemy

y(m(@) 317"y =5n

Jezeli A (Sn = const), to funkcje y mozna przedstawi¢ w posta-
oi szeregu (35)» o ile ten szereg jest zbiezny.

Przyk¥ad 1.

6y + y* aro sin x - y" n? - £ y~ x2 arc sinx = 2 X arcsinx +

+ 3x + 6x4 (40)
Mamy
Ha(x) =6, H1(X) =6x, Hg(x) =marcsinx + 3x2
HMN(X) = xarosinx, HN) = - x4,
a takze
bO(X) =0, hli(®) =3, hg(x) =0, h"X) = 2 xarcsinx
h"(xX) = 6 x», (X)) = hg(X) = e*= hn(x) = e== 3 0
Wtedy
So =0 Sl = S2 =0 S3 2
54 —“8» S.oc 56 3 S n 3 eee 3.0),
Wiec
1 1 3 1 4
Yy - 1] X+ X -=.X

jest caltka szczegdlng rownania (40)
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8. Twierdzenie

N O
Jezeli AT =T w=mv = const (41)
a szereg
/(42)
n=o
Jest zbiezny w przedziale 1, to réwnanie
k 4
V. anQy =~ b n()g(n (), ao.(d * 0 “)
n=o n=o0

posiada calke szczegdlng

okreslong w 1 gdzies g jest znang funkcjg,a Hq(x) jest dane przez

(39).

Ng(xy = bg<x)
n-1
vV 1) - Vv*> } +1>”%:O vV *) T5/TI
Dowdd t
Napis zmy oa &
Hn(x)y(n)(0) = " a n(x)y(n)
n=o n=o0

1
Yy  N(x)ghnr(0) =27 bn(x)gAnn(x),
n=0 n=0

Z tych wzoréw oraz z réwnania (43) %Xpika rownosc
oa
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ktéra zachodzi, gdy
HN GCAY(n) (0) - Nn(G)g(n)(©O) (€]
Z (44 otrzymujemy
AP - ST g(n)<°) m

Jezeli N (tq m conat), to funkcje y mozna przedstawi¢ w posta-

ci szeregu (42) o ile ten pzereg jest zbiezny.

Przyk¥ad 2.
Y+ x4 L yN - — 4o “5)
1 X (1-%)
mamy
6() - g(m@ - nt
. .. X2 ) x3
HO (x) - 1, H™i) - x, Hgii) - f- , H”i) - f-,
vV  Xx) " ox*+54* *** & Hh(x) " (»f + Til4TT) ~
NO(X) «1» NN m 2x,M (1) m| X + (n-1) sk
stad
¥ - 1f a
~n 1+n(n-1)(n-2) (n-3)
Wiec

\Y \ ,1 +n n
n“o®© 1+n(n-1)(n-2)(n-3)"

jest catkg szczegdlng rownania (45)«
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Warunki (33) 1 (41) ograniczajg zastosowania twierdzen (7) i ®)
gdyz na ogot = const 1 Tn * const. Niemniej iIstnieje obszerna
klasa réwnan, dla ktérych warunki te zachodza.

Miedzy innymi, gdy

an(x) " an " bn(x) =bn "x°» V x) =V A

Istotnie, jezeli napiszemy

k
£ an . xny = £ h _xn, aQ f0 (46)
n=o n=0
to
-Mr ¢ n r 1 - 47
’(’Jr“n—pol (n-m)! yv "0 “n

Gdy wyznaczymy z (47) y"™n”™(0) i wstawimy do szeregu Maclaurina, to

otr zymamy

h . xn
y -V “38)
ao + nal + n(n-ag + ... + n... [n-(k-1]Jak

Zatem wyrazenie (48) przedstawia catke szczeg6lng réwnania (46).Po-
dobnie wychodzac od zaleznosci pomiedzy szeregiem potegowym a pote-
gowym szeregiem rozniczkowym mozna uzyska¢ catke szczegdlng rowna-
nia k +
an . xn .y =~bn . x1gn)), aQ 40 (49
n=o n=o

jest nig funkcja

y “X 1 En s(n)(0) fi G
n

1
o
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gdzies g jest znang funkcjg a

b +nb. + ... + n(n-1) ... -] b
En = - 2 —_— GD

aQ + nal + ... + n(n-1) ... (nr-(k-1)] at

Przyktad 3
y+2y? y N + 5x?2y” =sin® x - 2x sin 4x + cos”

Mamy

g(x) = sin™ x + cos™ X, g®) 31
a takze

gMn*"() M4 nl cos (4x + n i),
wiec
g(n)©) o 4n 1 . foos(nh -

z (51) mamy

1+ 2.n
En 3 1+ 2n(n-1)(n-2) + 5n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)
wiec

n2, @ + 2n)4n“1 . cos (n ™)
y=1 + >

1+2n(n-1)(n-2)+ 5n(n-1)(n-2) (n-3)(n-4)(n-5)(n-6)nl

Takze rownanie (45) stanowi szczegolny przypadek rownania (j49))ywiec
catke szczegdlng tego réwnania mozna natychmiast otrzymaé przy po-
mocy (61) i1°(50).



58 Karol Bojda

3.2.2. Obliczanie.catek szczeg6lnych lub ogélnych réwnan .jednorod-

nych

9. Twierdzenie

J.i.U n n - oonstj 52)
a szereg
’\L[O’\£<T_Tw -& 1 «=>
m= L =1 1S0 J
jest w przedziale Izbiezny, to réwnanie
k +
A an(F)y”N =X bnxy™+rr bo™®) f O (D))
’r*]i>-01 n=o

pesiada catke szczegdélng lub ogdlng
y » Y3

okreslong w I. Szereg (63) przedstawia catke ogélng, gdy r jest
réwne rzedowi rozwigzywanego rownanie, a caltke szczegdélng, gdy r

jest mniejsze od rzedu rozwigzywanego réwnania.
Dowodj

Jezeli w réwnaniu (43) potozymy g™"n~(X) = y™n+r™>» gdzie r jest

liczbg naturalng, to otrzymamy
k " +

an(?)y(n) “21 bn(x)y(a+r)

nao nao

Wtedy wyrazenie (414) posiada postac

H 2y MO NnOQy((n+r) (0)



Szeregi rézniczko*» 59

stad

i(BW, (0) - M.0) -KiMo) (55)
Przyjmujac

y(0) - cot y (@) - Cif...f y(r<1)(@©) - c~_1

dalsze wartosci pochodnych funkcji y w punkcie zero znajdziemy
z wyrazenig (55)# jezeli ~ (KN - const).

Wstawiajgc obliczone y*n~(0) do szeregu Maclaurina otrzymujemy
szereg (53)»

Warunek (52) ogranicza stosowanie twierdzenia (9). Jednak istnieje
klasa rownan, dla ktorych warunek ten jest zawsze spekniony.Miedzy
innymi sg to réwnania typu:

1T .. W -2 "n° Cr(™)- Vo0 <56>

n«o n»0
*

To, ze dla tego réwnania warunek (52) jest zawsze spedniony, wyni-
ka natychmiast z zaleznosci pomiedzy szeregiem potegowym a potego-
wym szeregiem rézniczkowym.

Ta uwaga pozwala stwierdzié¢, ze jezeli szereg

r-1 fl-1

— 1/ TT \x nr'Hn

m + y m\ ] | rnir-s-ni/ (nr+m)! GND
DIa0 n«l 1«0

Jest zbiezny w przedzials 1, to réwnanie (56) posiada catke szcze-
g6lng lub ogdélnag



60 Karol Bojda

okreslong w I gdzie»

aQ+na™ + ... + n ... £n - (k-1)]ak
M =bQ+nbl + ... +n ...Jdn- (+-1)Jbj.

Szereg (57) jest caltka szczegdlng, gdy r jest mniejsze od rzedu
rozwigzywanego rownania, a catkg ogolng, gdy r jest réwne rzedo-

wi rozwigzywanego rownania.

Przyktad 5

y + éx& + 4x2 yu + x?ynrz y'+ xy. + x2 y
Dla tego roéwnania rzedu trzeciego r = 1, wieo z (68) otrzymamy tyl

ko catke szczegdlng

r [1 +2n»1 (i:[('l)' M} ir] gSal i 14l

Wiec
Co

Rownanie (56) obejmuje wielka ilos¢ waznych przypadkéw  szczegol-
nych, a jego rozwigzanie duza liczbg funkcji specjalnych.

Rozwigzmy rownanie
« 2" "
ay + bzy + cxy ay

tu

Mn * a + nb + n(n-1)c
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wiec

y=C 1*2 (ff (Ri>+2iLi-i=fsjrl*
L nﬂ.g‘lzo( =9 JJ

(59)

Zbiezno$¢ szeregéw w (59) zalezy od wartosci a, b i c.
Dla a = -k(2p+k), b=2p+i, c=1, CQ=Cl =1.
(gdziet kK = 0,1,2,.,., p~ jest dowolng liczba) z (59) otrzymujemy
wielomiany
m ,n-1
t 1~ [(2i(2 P+2i)-k (2 P+k))j
llal"i=aO .

2n

(2mT dla k parzystych

vV k (x)» k-1 n-1
2ntl
X+ m ((2i+1)(2p+2i+1 )-k(2p+k))) TH+Tj! dla k

\ n=1 "*i=o

I

nia
parzystych.
Wielomiany cwp(x) roézniag sie co najwyzej o czynnik staty od ortc-
gonalnyoh wiellémian(’)w Gegenbauera cg. Przy p =j1 Z (60) otrzymuje-
my wielomiany réznigce sie co najwyzej o czynnik staty od wielomia-
now Legendre’a.

Dla a = -k2, b=1, c=1, co-¢, -1

z (59.) otrzymujemy wielomiany

k/2 .n-1
1+2Zj ([ 1 (2i0)2 - dla k parzysty°h
VOx) (k-11)/2  n-1 ,

Z (T T ((2i+1)2-k2J™2n+1)| dla k nieparzystych
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Wielomiany ka(x) rézniag sie o czynnik staty od wielomianéw Cze-
byszewa pierwszego rodzaju T/~r), ktdre mozng otrzyma¢ z (61) naste-
pujaco
k
2 T
(-1) . W) dla k parzystych

Tv(*) ket

D ke W, (@ dla k nieparzystych

Dla a a - 2k, b a2, c= 0, Cco “ al,
z (59) otrzymujemy wielomiany

f in1 \

~n2n o dla k  parzystych
n»1l " i»0

\ (X |
(x) k<1 ,n-1

;48 1 C (41 + 2 -2k)j Jin+TTl dla k nieparzystych,

ktoére réznig sie co najwyzej o czynnik staty od wielomianéw Hermi-
ta*ae
Dla rownaziia

-ky + xy - (p+tljy” + xyW

. n"k
“ ptn+l

stad

I(n (62)
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63

Wielomiany |1i'l(r’\(x) réznig sie oczynnik staty od wielomianéw Laguer-

rexa |I£. Przy p =0 1 cn =1 1z (62) otrzymujemy

¢((TfcOa?

I"(x) = k!
Dla réwnania
-k (pty + (Pt xy' + X2y"= aqyt + xy”

=n(ptn) - klp+Kkj
n qg+n

Z (57) dla CQ = 1 otrzymujemy

k in-11
i (p+i)-k(p+KkO\

y = Gk(pfg.x) =1 +5~I(T q+i /n!

n=1"i»0

sg to wielomiany Jacobiego.
Przedstawiajac roéwnanie hipergeometryczne w postaoi

afty + (ccHg+ 1) xyi + X yii = :l?yi+ xyi*
mamy

M = efi + n(cX+8+ n)
n y +n
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Z (67) dla CQ = 1 otrzymujemy natychmiast szereg hipergeometrycz-

ny
oo ,n-1

a piszac réownanie hipergeometryczne zdegenerowane w postaci

ety + xy" =Jy"+ xy1”

mamy

H
n y+n

Z (57) dla CO= 1 otrzymujemy funkcje hipergeometryczng zdegenero-

wang

.Pofe.,.x)-1+7~ (] ]

Wpdynedo do Redakcji w lutym 1970 r.
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fitiSittiHUIAJIfcHE L PRcfitd
e 3DMe

3 paCoTe nojaHa TeopeMa KOTopaa seliaeT BO3iicacHbiM npescTaBJieHne b suj’e
(pyHKUHOHaibHbIX pHfIOB 1lpOtt3Eej eHHH H T.n. Beigec TBeHHIX iyHKPHi! i.npH H6KOTO-
phix yCJIOBMiiX ).

OxapaKTepH30BaHo paja Tana

Naa(x) Yy (x)
n=o
KOTOphie Ha3BSHC JH”ep eHUHaJl bHLAVK pfltaMPl.

lioaaHH Toase npmicsceHHii - rJiaBHHM oCpasoM k pemeHMK awcpcpepeHmiajibHhiX y-
paBHeHVM Clieaywwuc thiiob:

X=o an(x) y(n) =X=o hnU)

Cx) YW =V hnCx) y(n+r'
a=o0

DIFERENTIAh SERIES

Summary

In this paper is given a theorem that enables to develop real
functions - under certain conditions in functional series prodeets
etc.

Next series; of type a & gNn(x)
n»l n
are characterized. We call them differential, series®

There are alsc given their applications - mainly to the follo-

wing equationst
A ©o



