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O“OGRANICZONOSCI ROZWIAZAN RCWNANIA
ROZN1CZKOWEGO DRUC-1EGO RZEDU

Streszczenie. W artykule tym, korzystajac =z
warunku i metody podanej w [1]-przedstawione

zostang uogollnienia twierdzen, dotyczacych

réwnan rézniczkowych, opisujacych ruch mecha-
niczny modelu ciata statego niesprezystego.

Rownania te zostaly zbadane przez autoréw

prac [2] [3] [4] [5] [6]- Pokazemy, ze wyniki po-
dane w wyzej wymienionych pracach mozna uzy-

ska¢ w sposéb bardzo prosty i1 przy znacznie

stabszych zatozeniach.

1. Zaktada sie, ze czytelnikowi znane sg oznaczenia przyjete w [1]

Zajmiemy sie najpierw réwnaniem rézniczkowym

X + FOQg(x) + x =0 (€))

Réwnanie, to zostato zbadane przez S. Ziembe w [2]-

Jest ono réwnowazne ukdadowi:

X =y y = -fOo9(y) - x. an
Wprowadzmy nastepujace zaltozenia:

HIPOTEZA A

1° funkcje (X)) g(y) sa funkcjami ciggtymi,
2° f(-x) = F(x)>0 dla kazdego x # O,
3° g(-y) =-9(y) g(o) = o,
g(y)>0 dla y> 0,
4° rozwigzania réwnania (1) sa jednoznaczne.
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Z zatozen tych wynik®, ze (G»0) jest jedynym punktem osobliwym
uktadu (1) oraz ze trajektorie tego ukfadu "nawijajg sie".

Warunek H_j(x,y) zdefiniowany w pracy dla ukdfadu (1*) ma
postac

Ho,GY) -y [-FOO9(-y)-x]1 _y [- FCOay) - x1= 2y FCO9(y)

Widzimy, ze Lj(x,y)> 0 dla x,y jtO
oraz}ze ,y) » 0 dla x -0 lub y m 0.

Stad na podstawie Twierdzenia 1 z [ij wynika wohodzenie trajekto-
rii w obszar S, a ze wzgledu na to, ze HA(x,y) > O0dla x f O,
y f 0 mamy stabilnos$é asymptotyczng, czyli ruch gasnacy.

W ten sposcb udowodnilismy

TWIERDZENIE 1

Jesli speknione sg zatozenia Hipotezy A, to ruch punktu po trajek-
toriach uktadu (1*) jest gasngcy i zmierza do potozenia réwnowagi

Uwaga 1. W pracy [2j dla wykazania analogicznego twierdzenia,”>ok
zatozen Hipotezy A, potrzebne byly jeszcze naatepujaoe

zatozeniat

dla 0<ij< jest
a dla O<jxt]<jx2] jest O

W nastym wypadku zatozenia te ckszaty sie zbedne.
2. Rozpatrzmy obecnie réwnanie
T+ R (i) +SXX) »0 @

Rownanie to zostato zbadane przez 3. Ziembe w pracy [33* Jest ono

réwnowazno uktadowi

k mJ, y m-s(x,y) - s(xX) (2»)
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WprowadZzmy nastepujgce zatozeniai
HIPOTEZA B

1° funkcje R(X,Yy) i S(x) sa funkcjami ciggtymi,
2° x . S(x)>0 dla x £ 0,
+00

SG) dx $ +m ,

3° R(X, -y) - - R(X,Y) dla  x f o0,
y Rx,y) > 0 dla y > 0,
R(x, 0) m 0 dla kazdego x,
R(-X,¥) = R{X,y) dlawszystkich Xx,y,

4° rozwigzania rownania (2) sa jednoznaczne.

Z zatozen Hipotezy B wynika, ze (C,0) jest jedynym punktem oso-
bliwym uktadu (2*) oraz ze trajektorie tego uktadu "nawijajg sie".
Warunek H™M(X,y) dla uktadu (2*) przyjmuje postacé

HT(x,y) » y[-R(x,-y)-S(x)j -y [- R(x,y) - S(x)J - 2y R(x,y)

Widzimy, ze Hl(x,y)>0 dla x,y $ 0,
oraz,ze H,j(x,y) » 0 dla x,y <0,

Stad znowu na podstawie Twierdzenia 1 z [1] wynika wishoizenie tra-
jJektorii w obszar S, a ze wzgledu na to, ze H”ix.y"O dla x,y f 0
mamy stabilno§é asymptotyczna, czyli ruch gasnacy.

W ten sposdb udowodniliSmy

TWIERDZENIE 2

Jezeli spedniona sg zatozenia Hipotezy S, to ruch punktu po tra-
jektoriach uktadu (2*) jest gasnacy i punkt ten dgzy do potozenia

rownowagi.



70 Andrzej Flisowaki

Uwaga 2. W pracy [3] dla wykazania analogicznego twierdzenia, obok
zatozen Hipotezy B, potrzebne byty jeszcze nastepujace za-
tozenia :

s(-*) . M |1 ~ 0 dla kazdego x

ktoére, jak sie okazuje, nie sg istotne.

3. Zajmiemy sie teraz réwnaniem

1
o

X + £|x] + d x|x1

©)

Rownanie torozwazane bydo przez K. Szpunara i1 W. Bogusza w pracy

w . Jest one réwnowazne ukdadowi:

X =y, = -yly | -oCx|x] &)

Jak wida¢, (0,0) jest jedynym punktem osobliwym tego réwnania. Wa-
runek H.(x,y) ma postac:
Hi(x,y) = ylyl-yl ~eex|x|J-y [-y |y | - ci x|[x]]= 2 y2 |y|,

Hl(x,y)>0 dla y*0

oraz Hi(x,y) =0 dla y = 0.

Analogicznie jak wpunkcie 1 i 2 dowodzimy, ze ruch jestgasng-

cy 1 punkt ruchowy dazy do potozenia rdéwnowagi -

4. Korzystajac z warunku H™M(x,y) mozna +*atwo wykazac¢ istnie-

nie trajektorii okresowej rownania

1
o

x -£0 - g(x,x)] x + h(x) ()

Réwnaniem tym zajmowali sie T.K. Caughey i R.K. Malhotra w pracy[5]-

Réwnanie (4) réwnowazne jest ukkadowi

X ay, y-£[i - g(x,y)J y -h(x) (47)
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X
Oznaczmy przez H(x) a j h(s)ds
0

WprowadZzmy nastepujgce zatozenia:

HIPOTEZA C
1° g(x,y) =1 okresla krzywg Jordana ograniczajacg obszar wy-
pukty,
2° g(xyy) =g9(-x,y) =9g(x,~y) a g(-x,-y)>0 dla x,y t 0,

3° x . h(x) >0 dla x ™ O

H(x)-*+ » gdy Xx-"t«>,

4° £ >0,
5° zapewnione jest istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzah réwna-
nia (4).

Z zatozen tych wynika, ze (0,0) jest jedynym punktem osobliwym
uktadu (4*) oraz ze trajektorie "nawijajag sie".

Oznaczmy przez obszar zawarty wewnatrz krzywej g(x«y) a 1,
a przez Dg obszar na zewnatrz tej krzywej.

Warunek H”(x,y) bedzie miat postac:
. S
H1(x,y) =yj-e[l - g(x,-y)] . y-h(x)| -yje [i - g(x,y)]ly - h(x)j =

= -2 y2£[l - g(x,y)].
Widzimy, ze H1(x,y)>0 dla (x,y) € E2 oraz
H1(x,y)<0 dla (x,y)ED1.
Istnienie w obszarze trajektorii "oddalajgcej sie"™ od po-

czatku uktadu, a w obszarze Dg trajektorii (Jg zblizajgcej sie do

poczatku uktadu dowodzimy w sposéb analogiczny jak w pracy [ij.
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Staa wynika juz

TWIERDZENIE 3

Jezeli spelnione sag zatozenia Hipotezy C, to réwnanie (4) ma co naj-

mniej jedno rozwigzanie okresowe.

5. Sledzac sposéb wyprowadzenia warunku H(X,y) z [1] przekonuje
my sie z katwoscig, ze podobny warunek mozna wyprowadzi¢ odbijajac
trajektorie réwnolegle do osi y wzgledem prostej y = n X , gdzie
n < O.

Odpowiednie twierdzenie wypowiemy odnosnie ukdadu
x = f(x,y), y > g(x,y) @
Wprowadzmy nastepujace zatozenia:

HIPOTEZA D

Funkcje f(x,y) i1 g(x,y) sa okreslone i ciagte w catej plaszczyz-
nie, rozwigzania uktadu (&) sa jednoznaczne. 0(0,0) jedyny  punkt
osobliwy.

Niech fuk 3 0 réwnaniu x=x(t),y=y(t), t€J jest +*ukiem

trajektorii uktadu (@), przy czym y(t) > 0, x(£)™0 i1 x"() > O
lub y(®) ~ 0, x(t)<O0 i x’(t)"N0.

Zakozmy, ze +uk a mozna przedstawié¢ takze réwnaniem y =f (X),
X 6 A.
Oznaczmy przez s krzywg oréwnaniuy = -p(x) + 2 nx xeA

oraz przez S zbior punktow

-y + 2 n XMy <<p(X) dla f ) > 0

x,y) xeA,
9(x) <y < -fix) + 2 nx dla y(x) ~ O.

Potozmy W(x,y) = F(x,” + 2 nx) [(x,y) - 2 nf(x,y)i+

+ g(X--y + 2 n ) F(X,y)
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TOIBRDZENIE 4

Jezeli zatozenia Hipotezy D sg spetnione, to przy powyzszych ozna-
czeniach trajektoria x(t), y(t) uktadu (a) zaczynajaca sie przy
t =t na s jest dla t>t i x(t)EAzawarta w 3 lub lezy poza
S odpowiednio do tego czy ff(x,y)~ 0 Ilub W(x,y)*0 na tuku s.

Jezeli przy tym nier6wnosci te sg spetnione silnie, to trajekto-
ria, o ktorej mowa jest dla t>t zawarta w 8 lub odpowiednio
poza S,

Twierdzenie powyzsze mozna sformutowa¢ znacznie ogdlniej, jed-
nak w naszym przypadku nie jest to potrzebne.

Rozpatrzmy obecnie réwnanies

X +0;(x,x,t) i +B(x,*,t) x =0 (5)

i wprowadzmy nastepujgce zatozenias

HIPOTEZA E

1° istniejag takie dodatnie liczby p i a, ze dla |x|>p jestd>a,
2° istnieje taka dodatnia liczba M, ze dla kazdego (x,x,t) jest
cc>- M,
3° funkcje Ei fi okreslone saw 2 = E x 1,
gdzie B2j y~oo<x,x< + 00} i. { t>

tQ - liczba nieujemna,

4° funkcje oci y§ spetniajg zatozenia gwarantujgce istnienie roz-
wigzan rownania (5) o6la dowolnych warunkéw poczatkowych z 52*

5° istniejag state dodatnie b i B, tak ze dla kazdego (x,i,t.)
jest b < jS<B,

6° a2 > B - b.

Przy tych zatozeniach pokazemy, ze wszystkie rozwigzania rowna-

nia (5) sa ograniczone.
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Réwnanie (5) réwnowazne jest uktadowi

fi =y

ly = -oc(x,y,t)y - p(x,y,t)x, (5%)

Stad = -ci(x,y,t) -0(x,y,t)£ (6)

Réwnanie (6) w'poszczegdlnych czesciach plaszczyzny x»y zmajoryzu-

jemy réwnaniami o statych wspéiczynnikach w nastepujgacy sposéb:

X >0
A) dla y>p dx <-a-by*
x>0 ,
B) dla di <M “ b 7»
O<y<P X y
x > 0 j

C) dia g < -a-B2
y<-p y

D) dla X>0 sVe m- B X
-p<y<o dx y
x <O .

E) dl Si < - b

) dla Sj < _a y:
y <-P
xX<0 .

P) dla Si< M- b
rP <y<o dx y
x<0

G) dla
0<y<p QX y
x<0 ,

H) dla %)I( < - a - By
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Dla poszczeg6lnych punktpw od A do H rozpatrzmy wiec réwnania:

dla A 1E réwnanie X+ ax+bx=o, (@)

dla B i F rownanie - Mx+bx= 0, ®

dla C i H réwnanie X+ ax + B x = 0, ®

dla D i G réwnanie X-Mi+Bx=0. (10)
Dla x>0, y>p roéwnanie i+ ax+bx»0 réwnowazne jest u-
ktadowi

x=ky y=""]-aky-bxj.

Podobnie dla xi*0, y<- p roéwnanie x+ax + Bx = 0 rownowaz-
ne jest ukdtadowi

i = y=£[-aky-Bx1J.

W obszarze x>0, y >p wezmy trajektorie réwnania (7) 1 odbijmy
réwnolegte do osi y wzgledem prostej y = n x, n<O. Funkcja

W(x,y) ma wowczas postac:
Wx,y) =2y2(kka+nk2)-2nb x2 + xy (b-B-4 n ak -4 n2k2) (11)

i jest dodatnig dla kazdego x>0, y > 0, gdy

g-F¥a2 ", (B —b?<n<t-..NT2.-
- 2K * 0 wx 2k

W pasie x>0, O<y~p rownanie x-Mx+bx =0 réwnowazne
Jjest uktadowi >‘(1:ky )t/ =4 M ky -b x) natomiast dla x > O,
y< 0 réwnanie xXx-Mx+Bx=0, zastepujemy ukkadem x = ky,
y=£ (Mky -B x).

Trajektorie.réownania (8) lezacg w obszarze x>0 O0O<y<p odbija-

my rownolegle do osi y wzgledem prostej y = n x.
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Warunek W(x,y) ma teraz postac:

2 2 2 2 2
W(x»y) = -2 n b x + xy(b-B +4nMKk-4n k )+2y (n k - M k)
(12)

Niech xQ bedzie wiekszym pierwiastkiem réwnania W(x,y) = 0, w
ktérym to réwnaniu y traktujemy jako znang (y<p).

tatwo widaé, ze dla x> x W (x,y)>0 (x>0, y>0).
Oznaczmy X" = max TxQ, '\—AE—S]i

2a - Va2 -

Przyjmujemy k = 1 (s - b)

Z {Junktu (x”~, p) buduje trajektorie lewg rownania x + ax + bx = 0
af do przecigecia z dodatnig cze$cig osi y oraz trajektorie prawa
rownania 2z - Mt + bx = 0 do przeciecia z dodatnig cze$cig osi X.

Otrzymang w ten sposOb trajektorie oznaczam literg 1.Konstruk-
cja ta jest mozliwa ze wzgledu na przyjete zatozenia odnosnie a,
b, M, x1.

Odbijam trajektorie 1 réwnolegle do osi y wzgledem prostej
_ . _2a - YaZ- (B - bl
y = nx, gdzie n = _a .

Otrzymuje krzywa 1, na ktérej W(x,y) $0.

Obrazem symetrycznym trajektorii 1 wzgledem poczatku uktadu
wspoétrzednych jest krzywa 17, bedgca dla x<0, y<- p trajekto-
rig rébwnania Xx + ax + bx = oraz dla x<0, - p<y<O0 trajekto-

0
rig réwnania ‘i - Mx + bx = 0. Trajektorie 1 odbijam réwnolegle

N -
do osi ywzgledem prostej y = nx gdzie n :_____2_9___:U*a &B b)

Otrzymuje krzywag 1 (, na ktorej W (x,y)itO0.

Oznaczmy przez S krzywa sktadajgcg siez 1, 1, I» i 10 oraz
odpowiednich dwéch odcinkéw prostopadtych do osi x. Pierwszy w
punkcie przecigecia 1 <z dodatnig cze$cig osi x do przeciecia z
krzywg 1, drugi w punkcie przeciecia L z ujemng cze$cig o0si X
do przeciecia z 17

Przy spetnieniu zatozen Hipotezy E z twierdzenia 4 oraz punktéw

A do H wynika, ze trajektoria rownania (5') zaczynajgca sie wchwt
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Ii tst] na S jest dla te>t" zawarta we wnetrzu krzywej S,
a wiec rozwigzania sa ograniczone.
Jesli  x™—» + <» otrzymujemy, ze wszystkie rozwigzania sa ogra-
niczone.
Uwaga 3. W naszym przypadku przyjelismy k = 1.
Dobierajac ki n tak, aby w (11) W(x,y) > 0 dla x>0 y>p
oraz w (12) w(x,y) % 0 dla x>x1 mozna ostabi¢, a na-
wet poming¢ zatozenie 6° Hipotezy E. Obliczenia sg wow-
czas bardzo zmudne ze wzgledu na og6lnos¢ statych.
Ograniczonos¢ rozwigzan rownania (5) rozpatrywana byta
w [6] inng metoda.

6. UWAGI KONCOWE

Rozwazania w tym artykule opieraja sie na warunku H1(x,y) po-
danym i sformutowanym w [i], stuzac jako przykkad jefo dos¢ szero-
kiego zastosowania. Wyniki uzyskane w punktach 1 i 2 osiggniete
zostaty jak podatem w Uwagach 1 1 2, przy znacznie raniej Kkrepuja-
cych zatozeniach, niz w pracach2 i 3.

W punkcie 3, 4 i 5 uzyskatem wyniki analogiczne do wynikéw prac
W* CN* W . TflI® przy znacznie mniejszym nakkadzie Srodkéw ra-
chunkowych.

W pracy [5] w pordéwnaniu z punktem 4 niniejszej noty przy dodat-
kowych zatozeniach udowodniono jeszcze jednoznacznos$¢ rozwigzania
okresowego réwnania (4).

Wptynedo do Redakcji 3«1I»71 r.
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O OrPAHHAEHHOOTH PLimil.S JWALPHIUHAIBHIX yPAVHHKM
BTOI-OrO AOPIlAKA

Pe3bme

3 3TOU pa6oTe “aiiw HeKCTopbie oéotimeHMH TeopeM Kacaiomnxcfl orpaHvmenHoc-

T™ u

yracaHMH peuieHnw ;nMp$epeHiuiajibHbix ypaBHOHWfi RToporo ncifl*Ka»  KpoMe

toto jtliH ochoto H3 ypaBHeHHM noKa3aHo cymecTBOBaHite no KpaMHeii Mepe ocho-
to nepHO"M"ecKoro peuieHua. (icé 3To noHB3aHo npn noMomu ycjioBMH  cflpcpMyjiy-
poBaHHoro h BbiBeeHHoro b pa6oTe [1].



0 ograniczonosoi rozwiqzari rovmania. 79

ON BOUNDEDNESS OP SOLUTIONS OP SECOND ORDER
DIPPERENTIAL EQUATIONS

Summary

In this note are presented generalizations of theorems concer-
ning boundedness and fading of solutions of second order differen-
tial equations. Moreover for one equation the existence of at least
one periodic solution has been proved. AIll this has been proved on

the basis of a condition given in note D]*



