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Streszczenie. W artykule tym, korzystając z 
warunku i metody podanej w [1].przedstawione 
zostaną uogólnienia twierdzeń, dotyczących 
równań różniczkowych, opisujących ruch mecha­
niczny modelu ciała stałego niesprężystego. 
Równania te zostały zbadane przez autorów 
prac [2] [3] [4] [5] [6]. Pokażemy, że wyniki po­
dane w wyżej wymienionych pracach można uzy­
skać w sposób bardzo prosty i przy znacznie 
słabszych założeniach.

1. Zakłada się, że czytelnikowi znane są oznaczenia przyjęte w [1]  

Zajmiemy się najpierw równaniem różniczkowym

x + f(x)g(x) + x = 0 (1)

Równanie, to zostało zbadane przez S. Ziembę w [2].
Jest ono równoważne układowi:

x = y y = -f(x)g(y) - x. (1*)

Wprowadźmy następujące założenia:

HIPOTEZA A
1° funkcje f(x) i g(y) są funkcjami ciągłymi,
2° f(-x) = f(x)> 0  dla każdego x # 0,
3 °  g ( - y )  = - g ( y )  g (o )  = o,

g(y)> 0 dla y > 0,
4° rozwiązania równania (1) są jednoznaczne.
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Z założeń tych wynik®, źe (G»0) jest jedynym punktem osobliwym 
układu (1”) oraz że trajektorie tego układu "nawijają się".

Warunek H.j(x,y) zdefiniowany w pracy dla układu (1*) ma 
postać

H.,(x,y) - y [-f(x)g(-y)-x] _y [- f(x)g(y) - x]= 2y f(x)g(y)

Widzimy, że Lj(x,y)> 0 dla x,y jt 0

oraz}że (x,y) » 0 dla x - 0 lub y ■ 0.

Stąd na podstawie Twierdzenia 1 z [ij wynika wohodzenie trajekto­
rii w obszar S, a ze względu na to, że H^(x,y) > 0 dla x f  0, 
y f  0 mamy stabilność asymptotyczną, czyli ruch gasnący.
W ten sposćb udowodniliśmy

TWIERDZENIE 1

Jeśli spełnione są założenia Hipotezy A, to ruch punktu po trajek­
toriach układu (1*) jest gasnący i zmierza do położenia równowagi

N J

Uwaga 1. W pracy [2j dla wykazania analogicznego twierdzenia,^>ok 
założeń Hipotezy A, potrzebne były jeszcze naatępująoe 
założeniat

dla 0 <ij < jest

a dla 0<jxt| <jx2] jest 0 .

W nastym wypadku założenia te ckszały się zbędne.

2. Rozpatrzmy obecnie równanie

'i + R (x,i) + S(x) » 0 (2)

Równanie to zostało zbadane przez 3. Ziembę w pracy [33* Jest ono 
równoważno układowi

k  m J , y *■ -s(x,y) - s(x) ( 2 » )
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Wprowadźmy n a s tę p u ją c e  z a ło ż e n ia  i

HIPOTEZA B

1° fu n k c je  R(x,y) i S(x) są  funkcjami c ią g ły m i ,  

2° x . S(x)>0 dla x £ 0,
±oo

S(x) dx $ + m ,
/

3° R(x, -y) - - R(x,y) d l a  x  f. 0,
y R(x,y) >  0 dla y  >  0,
R ( x ,  0 )  ■ 0 d l a  k a ż d e g o  x ,

R(-x,y) = R{x,y) dla w s z y s t k i c h  x,y,

4° rozwiązania równania (2) są j e d n o z n a c z n e .

Z z a ł o ż e ń  Hipotezy B wynika, że  (C,0) j e s t  jedynym  punktem  o s o ­

bliwym u k ł a d u  ( 2 * )  oraz że trajektorie tego u k ła d u  " n a w i j a j ą  s i ę " .  

Warunek H^(x,y) d l a  u k ł a d u  (2 * )  p r z y jm u je  p o s t a ć

HT( x , y )  » y [ - R ( x , - y ) - S ( x ) j  - y  [ -  R ( x , y )  -  S ( x ) J  -  2y  R ( x , y )

W idzim y,  że H1 ( x , y ) > 0  d l a  x , y  $ 0 ,

oraz,że H ,j (x ,y )  » 0 dla x , y  <= 0 ,

Stąd znowu na p o d s t a w ie  T w ie r d z e n ia  1 z [1 ]  w y n ik a  wiśhoi zenie tra­
jektorii w o b s z a r  S, a ze  w z g lę d u  na t o ,  że  H ^ i x . y ^ O  dla x , y  f  0 

mamy s t a b i l n o ś ć  a s y m p to ty c z n ą ,  c z y l i  r u c h  g a s n ą c y .

W t e n  sp o s ó b  u d o w o d n i l i ś m y

TWIERDZENIE 2

J e ż e l i  spełniona są z a ł o ż e n i a  H i p o t e z y  S ,  t o  r u c h  p u n k tu  po tra­
j e k t o r i a c h  u k ł a d u  ( 2 * )  j e s t  g a s n ą c y  i  p u n k t  t e n  d ą ż y  do p o ł o ż e n i a  

ró w n o w a g i .
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Uwaga 2. W pracy [3j dla wykazania analogicznego twierdzenia, obok 
założeń Hipotezy B, potrzebne były jeszcze następujące za­
łożenia :

s ( - * )  .  M | 1  ^  0 dla każdego x

które,jak się okazuje, nie są istotne.

3. Zajmiemy się teraz równaniem

x + ±|x| + ot x|x I = 0 (3)

Równanie to rozważane było przez K. Szpunara i W. Bogusza w pracy
w .  Jest onę równoważne układowi:

x = y, = -y|y | -oCx|x| (3* )

Jak widać, (0,0) jest jedynym punktem osobliwym tego równania. Wa­
runek H.(x,y) ma postać:

H1 ( x , y )  = y [ y | - y |  ~ ę e x | x | J - y  [ - y  | y  | -  ci x | x | ] =  2 y2 | y | ,  

H1 ( x , y ) > 0  dla y*0

oraz H1(x,y) = 0 dla y = 0.

Analogicznie jak w punkcie 1 i 2 dowodzimy, że ruch jest gasną­
cy i punkt ruchowy dąży do położenia równowagi.

4. Korzystając z warunku H^(x,y) można łatwo wykazać istnie­
nie trajektorii okresowej równania

x - £ [i - g(x,x)] x + h(x) = 0 (4)

Równaniem tym zajmowali się T.K. Caughey i R.K. Malhotra w pracy[5]. 
Równanie (4) równoważne jest układowi

X =■ y ,  y  - £ [ i  -  g ( x , y ) J  y  - h ( x )  ( 4 ’ )
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x

Oznaczmy p r z e z  H (x)  a j  h ( s ) d s

o

Wprowadźmy n a s t ę p u j ą c e  z a ł o ż e n i a :

HIPOTEZA C

1 °  g ( x , y )  = 1 o k r e ś l a  k rzy w ą  J o r d a n a  o g r a n i c z a j ą c ą  o b s z a r  wy­

p u k ł y ,

2 °  g ( x , y )  = g ( - x , y )  = g ( x , ~ y )  a  g ( - x , - y ) > 0  d l a  x , y  t  0 ,

3 °  x  . h ( x )  >  0 d l a  x  ^  O

H (x ) - * +  »  g d y  x - ^ ± « > ,

4°  £ > 0 ,

5 °  za p ew n io n e  j e s t  i s t n i e n i e  i  j e d n o z n a c z n o ś ć  r o z w i ą z a ń  rów na­

n i a  ( 4 ) .

Z z a ł o ż e ń  t y c h  w y n ik a ,  że  ( 0 , 0 )  j e s t  jedynym  punktem  osobliwym 

u k ł a d u  (4 * )  o r a z  że t r a j e k t o r i e  " n a w i j a j ą  s i ę " .

Oznaczmy p r z e z  o b s z a r  z a w a r ty  w ew n ą t rz  k rz y w e j  g ( x « y )  a  1 ,  

a p r z e z  Dg o b s z a r  na z e w n ą t r z  t e j  k r z y w e j .

W arunek H ^ ( x , y )  b ę d z i e  m i a ł  p o s t a ć :
. s

H1 ( x , y )  = y j - e [ l  -  g ( x , - y ) ]  . y - h ( x ) |  - y j e  [ i  -  g ( x , y ) ] y  -  h ( x ) j  =

= -2  y2£ [ l  -  g ( x , y ) ] .

W idzim y, że H1 ( x , y ) > 0  d l a  ( x , y )  € E2 o r a z

H1 ( x , y ) < 0  d l a  ( x , y ) £ D 1 .

I s t n i e n i e  w o b s z a r z e  t r a j e k t o r i i  " o d d a l a j ą c e j  s i ę "  od p o ­

c z ą t k u  u k ł a d u ,  a w o b s z a r z e  Dg t r a j e k t o r i i  (Jg z b l i ż a j ą c e j  s i ę  do 

p o c z ą t k u  u k ł a d u  dowodzimy w sp o s ó b  a n a l o g i c z n y  j a k  w p r a c y  [ i j .
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Stąa wynika już

TWIERDZENIE 3

Jeżeli spełnione są założenia Hipotezy C, to równanie (4) ma co na j- 
mniej jedno rozwiązanie okresowe.

5. Śledząc sposób wyprowadzenia warunku H(x,y) z [1] przekonuje­
my się z łatwością, że podobny warunek można wyprowadzić odbijając 
trajektorię ró w n o le g le  do osi y względem prostej y = n x , gdzie 
n <  0.

Odpowiednie twierdzenie wypowiemy odnośnie układu

x = f(x,y), y =» g(x,y) (a)

Wprowadźmy następujące założenia:

HIPOTEZA D

Funkcje f(x,y) i g(x,y) są określone i ciągłe w całej płaszczyź­
nie, rozwiązania układu (a) są jednoznaczne. 0(0,0) jedyny punkt 
osobliwy.

Niech łuk 3 o równaniu x=x(t),y=y(t), t € J  jest łukiem 
trajektorii układu (a), przy czym y(t) >  0, x(t)^0 i x'(t) > 0 
lub y(t) ^ 0, x(t)<0 i x’(t)^0.
Załóżmy, że łuk a można przedstawić także równaniem y = f  (x),
x 6 A.

Oznaczmy przez s krzywą o równaniu y = - <p(x) + 2 n x x e A 
oraz przez S zbiór punktów

(x,y)
- y>(x) + 2 n x ^ y  <<p(x) dla f  (x) >  0

x e A ,

9(x) <  y < - f i x ) + 2 n x dla y(x) ^ 0.

Połóżmy W(x,y) = f(x,^ + 2 nx) [g(x,y) - 2 nf(x,y)j+ 

+ g(x.-y + 2 n x) f(x,y)
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TOIBRDZENIE 4

J e ż e l i  z a ł o ż e n i a  H ip o te z y  D s ą  s p e ł n i o n e ,  t o  p r z y  pow yższych  o z n a ­

c z e n i a c h  t r a j e k t o r i a  x ( t ) ,  y ( t )  u k ł a d u  ( a )  z a c z y n a j ą c a  s i ę  p r z y  

t  = t  na  s j e s t  d l a  t > t  i  x ( t ) £ A z a w a r t a  w 3 lu b  l e ż y  poza 

S o d p o w ie d n io  do  t e g o  c z y  f f ( x , y )  ^  0 lu b  W ( x , y ) ^ 0  n a  łu k u  s .

J e ż e l i  p r z y  tym n i e r ó w n o ś c i  t e  s ą  s p e ł n i o n e  s i l n i e ,  t o  t r a j e k t o ­

r i a ,  o k t ó r e j  mowa j e s t  d l a  t > t  z a w a r ta  w 8 lu b  od p o w ied n io  

p oza  S ,

T w ie r d z e n ie  pow yższe  można s fo rm u ło w a ć  z n a c z n i e  o g ó l n i e j ,  j e d ­

n a k  w naszym  p rz y p a d k u  n i e  j e s t  t o  p o t r z e b n e .

R o z p a t rz m y  o b e c n ie  r ó w n a n ie s

x  + o ; ( x , ± , t )  i  + )5 ( x , * , t )  x  = 0 (5 )

i  wprowadźmy n a s t ę p u j ą c e  z a ł o ż e n i a s

HIPOTEZA E

1°  i s t n i e j ą  t a k i e  d o d a t n i e  l i c z b y  p i  a ,  że  d l a  | x | > p  j e s t d > a ,  

2 °  i s t n i e j e  t a k a  d o d a t n i a  l i c z b a  M, że d l a  k aż d eg o  ( x , x , t )  j e s t  

c c > -  M,
3° funkcje c£ i fi określone są w 52 = E x I, 

gdzie B2 j -ĵ - oo<x,x < + 00 } i. { t >

t Q -  l i c z b a  n i e u j e m n a ,

4 °  f u n k c j e  oc i  yS s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  g w a r a n t u j ą c e  i s t n i e n i e  r o z ­

w ią z a ń  r ó w n a n ia  ( 5 )  ó l a  dow olnych  warunków p o c z ą tk o w y c h  z 52* 

5 °  i s t n i e j ą  s t a ł e  d o d a t n i e  b i  B, t a k  że  d l a  k a ż d e g o  ( x , i , t . )

j e s t  b <  jS < B ,

6 °  a 2 >  B -  b .

P rz y  t y c h  z a ł o ż e n i a c h  pokażem y, że w s z y s t k i e  r o z w i ą z a n i a  rów na­

n i a  ( 5 )  s ą  o g r a n i c z o n e .
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R ównanie ( 5 )  równoważne j e s t  u k ła d o w i

f i  = y

|y  = - o c ( x , y , t ) y  -  p ( x , y , t ) x ,  ( 5 * )

S tąd  = - c i ( x , y , t )  - 0 ( x , y , t ) £  ( 6 )

R ównanie (6 )  w ' p o s z c z e g ó ln y c h  c z ę ś c ia c h  p ła s z c z y z n y  x » y  z m a jo ry z u -  

jem y ró w n a n ia m i o s ta ły c h  w s p ó łc z y n n ik a c h  w n a s tę p u ją c y  sp osób :

x  > o  ,
A) d l a  <  -  a -  b

'  y  >  p d x  y *

x > 0  ,
B) d l a  d i  < M  “  b 7»

0 < y < P  x y

x  >  O j
C) d i a  g < - a - B 2

y < - p  y

x>0 dv XD) d l a  S i  <  M -  B
- p  < y < o  d x  y

x  <  O .
E) d l a  S i  <  _ a -  b

 ̂ <3x y ’
y  < - P

x<0 ,
P)  d l a  S i  <  M -  b

r P  <  y  <  o  d x  y

x < 0
G) d l a

0 <  y <  p QX y

x < 0  ,
H) d l a  S i  <  -  a -  B

d x  y
y > p
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Dla poszczególnych punktpw od A do H rozpatrzmy więc równania:

d l a A i E ró w n a n ie X + a x + b x = o, (7)
d la B i F ró w n a n ie #*•X - M x + b x = 0, (8)
d la C i H ró w n a n ie X + ax + B x = 0, (9)
d la D i G ró w n a n ie X - M i + B x = 0. (10)

Dla x>0, y > p  równanie i + a x + b x » 0  równoważne jest u- 
kładowi

x = k y y = ^ | - a k y - b x j .

Podobnie dla xi*0, y<- p równanie x + a x  + B x  = 0 równoważ­
ne jest układowi

i  = y = £ [ - a k y - B x J .

W obszarze x>0, y > p  weźmy trajektorie równania (7) i odbijmy 
równoległe do osi y względem prostej y = n x, n < 0. Funkcja
W(x,y) ma wówczas postać:

W(x,y) = 2 y2(k a + n k2)- 2 n b x2 + xy (b-B-4 n ak -4 n2k2) (11) 

i jest dodatnią dla każdego x>0, y > 0, gdy

g-f-ł/a2 ", (B .-,b?< n <Ł-..liT2. -- 2 k * ** - 2 k

W pasie x>0, 0 < y ^ p  równanie x - M x + b x  = 0 równoważne
4 t 1jest układowi x = k y  y = ̂  (M k y - b x) natomiast dla x > 0,

y < 0 równanie x - M x + B x = 0 ,  zastępujemy układem x = ky,
y = £ (M k y - B x).

Trajektorię.równania (8) leżącą w obszarze x> 0 0 < y < p  odbija­
my równolegle do osi y względem prostej y = n x.
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W arunek W (x ,y )  ma t e r a z  p o s t a ć :

2 2 2 2 2 
W (x»y) = - 2  n  b x  + x y ( b - B  + 4 n M k - 4 n  k )+ 2 y  ( n  k -  M k)

(1 2 )

N iec h  x Q b ę d z i e  w iększym  p i e r w i a s t k i e m  r ó w n a n ia  W (x ,y )  = 0 ,  w 

k tó r y m  t o  r ó w n a n iu  y  t r a k t u j e m y  j a k o  z n a n ą  ( y < p ) .

Łatwo w i d a ć ,  że  d l a  x > x  W ( x , y ) > 0  ( x > 0 ,  y > 0 ) .
T M p S ]Oznaczmy x^ = max x Q, — £— i  

P rz y jm u je m y  k = 1 2a -  V a2 -  ( s  -  b )

Z {Junktu ( x ^ ,  p )  b u d u j ę  t r a j e k t o r i ę  le w ą  r ó w n a n ia  x  + a x  + b x  = 0

a£ do  p r z e c i ę c i a  z d o d a t n i ą  c z ę ś c i ą  o s i  y  o r a z  t r a j e k t o r i ę  p raw ą  

r ó w n a n ia  ż  -  M± + b x  = 0 do p r z e c i ę c i a  z d o d a t n i ą  c z ę ś c i ą  o s i  x .

O trzy m a n ą  w t e n  s p o s ó b  t r a j e k t o r i ę  oznaczam  l i t e r ą  1 . K o n s t r u k ­

c j a  t a  j e s t  m oż liw a ze  w z g lę d u  na  p r z y j ę t e  z a ł o ż e n i a  o d n o ś n ie  a ,  

b ,  M, x 1 .

O db ijam  t r a j e k t o r i ę  1 r ó w n o l e g l e  do o s i  y  w zględem  p r o s t e j
, 2a  -  V a 2 -  ( B -  b )y  = n x ,  g d z i e  n  = --------- 1 _ ^ --»---------- L.

O trz y m u ję  k rz y w ą  1 ,  na  k t ó r e j  W (x ,y )  $ 0 .

Obrazem sy m e try c z n y m  t r a j e k t o r i i  1 w zględem  p o c z ą t k u  u k ł a d u  

w s p ó ł r z ę d n y c h  j e s t  k rzyw a 1 ^ ,  b ę d ą c a  d l a  x < 0 ,  y < -  p t r a j e k t o ­

r i ą  r ó w n a n ia  x  + a x  + b x  = 0 o r a z  d l a  x < 0 ,  -  p < y < 0  t r a j e k t o ­

r i ą  r ó w n a n ia  ' i  -  Mx + b x  = 0 .  T r a j e k t o r i ę  1^ o d b i ja m  r ó w n o l e g l e

2a — Ua^ -  (B -  b )d o  o s i  y w zg lędem  p r o s t e j  y  = n x  g d z i e  n  =------------- * 1

O tr z y m u ję  k rz y w ą  1  ( , n a  k t ó r e j  W ( x , y ) i t 0 .

Oznaczmy p r z e z  S k rzy w ą s k ł a d a j ą c ą  s i ę  z 1 ,  1 ,  1^ i  1^ o r a z

o d p o w ie d n ic h  dwóch odcinków  p r o s t o p a d ł y c h  do  o s i  x .  P i e r w s z y  w 

p u n k c i e  p r z e c i ę c i a  1 z d o d a t n i ą  c z ę ś c i ą  o s i  x  do p r z e c i ę c i a  z 

k rz y w ą  1 ,  d r u g i  w p u n k c i e  p r z e c i ę c i a  L  z u je m n ą  c z ę ś c i ą  o s i  x 

d o  p r z e c i ę c i a  z 1 ^ .

P r z y  s p e ł n i e n i u  z a ł o ż e ń  H i p o t e z y  E z t w i e r d z e n i a  4 o r a z  punktów  

A d o  H w y n ik a ,  że t r a j e k t o r i a  r ó w n a n ia  ( 5 ' )  z a c z y n a j ą c a  s i ę  w c h w t
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li t s t.| na S jest dla t •> t̂  zawarta we wnętrzu krzywej S, 
a więc rozwiązania są ograniczone.

Jeśli x^— ► + <» otrzymujemy, że wszystkie rozwiązania są ogra­
niczone.
Uwaga 3. W naszym przypadku przyjęliśmy k = 1.

Dobierając k i n  tak, aby w (11) W(x,y) > 0 dla x>0 y> p 
oraz w (12) w(x,y) % 0 dla x > x 1 można osłabić, a na­
wet pominąć założenie 6° Hipotezy E. Obliczenia są wów­
czas bardzo żmudne ze względu na ogólność stałych.

Ograniczoność rozwiązań równania (5) rozpatrywana była 
w [6] inną metodą.

6. UWAGI KOŃCOWE

Rozważania w tym artykule opierają się na warunku H1(x,y) po­
danym i sformułowanym w [i], służąc jako przykład je£o dość szero­
kiego zastosowania. Wyniki uzyskane w punktach 1 i 2 osiągnięte
zostały jak podałem w Uwagach 1 i 2, przy znacznie raniej krępują­
cych założeniach, niż w pracach 2 i 3.

W punkcie 3, 4 i 5 uzyskałem wyniki analogiczne do wyników prac
W *  C^]* W .  fll® przy znacznie mniejszym nakładzie środków ra­
chunkowych.

W pracy [5] w porównaniu z punktem 4 niniejszej noty przy dodat­
kowych założeniach udowodniono jeszcze jednoznaczność rozwiązania 
okresowego równania (4).

Wpłynęło do Redakcji 3«II»71 r.
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O 0rPAHH4EHH00TH PŁimil.S JW^LPHiUHAJlbHliX yPAMHLHKM 
BTOl-OrO AOPilAKA

P e 3 b m e

3 3TOÜ pa6oTe ^aiiw HeKCTopbie oćotimeHMH TeopeM Kacaiomnxcfl orpaHvmenHoc- 
TH u yracaHMH peuieHnw ;nM(p$epeHiuiajibHbix ypaBHOHwfi RToporo ncifl^Ka» KpoMe 
to to  jtJiH ochoto H3 ypaBHeHHM noKa3aHo cymecTBOBaHite no KpaMHeii Mepe ocho­
to nepHO^M^ecKoro peuieHua. ücé 3To noHB3aHo npn noMomu ycjioBMH cflpcpMyjiy- 
poBaHHoro h BbiBe^eHHoro b paóoTe [ 1] .
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ON BOUNDEDNESS OP SOLUTIONS OP SECOND ORDER 
DIPPERENTIAL EQUATIONS

S u m m a r y

I n  t h i s  n o t e  a r e  p r e s e n t e d  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  th e o re m s  c o n c e r ­

n i n g  b o u n d e d n e s s  and f a d i n g  o f  s o l u t i o n s  o f  se co n d  o r d e r  d i f f e r e n ­

t i a l  e q u a t i o n s .  M o reo v e r  f o r  one e q u a t i o n  t h e  e x i s t e n c e  o f  a t  l e a s t  

one p e r i o d i c  s o l u t i o n  h a s  b e e n  p r o v e d .  A l l  t h i s  h a s  b e e n  p ro v ed  on 

t h e  b a s i s  o f  a c o n d i t i o n  g i v e n  i n  n o t e  D ] *


