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CZESŁAW KLUCZNY

O PEWNEJ METODZIE OBLICZENIOWEJ 
W ZAGADNIENIACH STEROWANIA LINIOWEGO

S tr e s z c z e n ie . W p racy n in ie js z e j  opisano pr^f 
■pomocy prostych przykładów pewną metodę o - 
b lic z e n io w ą , któ ra może byó stosowana przy­
n a jm n ie j do pewnej grupy zadań z t e o r i i  s te ­
rowania lin iow ego czasowo-optymalnego. Spro­
wadza s ię  ona do ro zw iązan ia  pewnych układów 
równań a lg e b ra iczn y ch  i  n ieró w n o ści, z któ­
rych  otrzymujemy od razu  czas m inim alny i  
chwale p rze łą cze ń , o m ija ją c  wyznaczanie sa­
mych t r a je k t o r i i ,  które w zastosowaniach czę­
sto  je s t  bez zna czenia. Z resztą  po uzyska­
n iu  okresów sterow ania wyznaczenie t r a je k t o ­
r i i  n ie  spraw ia ju t  tru d n o śo i. Metoda ta  n ie  
c z y n i użytku z zasady maksimum F o n tr ia g in a ^  
a n i n ie  je s t  metodą programowania dynamiczne­
go, natom iast podstawowym pojęciem je s t  tu , 
Jak w metodzie ,pola oriento*R«wego pojęoie: 
s t r e f y  e m is ji*

1 .  Rozważmy zagadnienie sterow ania-opisane równaniem

± -  Ax + Bu ( 1)

i  B « są  a sc le rz a m i s ta ły m i, p ierw sza o wy­

m iarach n x  n , druga n x  m, x i  u są m acierzam i s ta ły m i o 1 ko­

lum n ie , pierw sza o n składowych druga c m składowych u  ,  

p rzy czym zakłada s ię ,  że ^  u ^ ^ ,  i  s t a łe ,  i  = 1 ,2 , . .m  

ChodzJt o to , by wychodząc z punktu x  ■ O w c h w ili  t « 0 osiągnąć 

punkt x °  o składowych x °  w najkrótszym  c z a s ie .

U w a g a .  Wychodzimy z poosątku układu i  sterujem y do punktu x °  

a n i*  na odwrót, ja k  to  s ię  zwykle czyniąponiew aż ra ch u n k i s ą  ł a t -

gd zie  A -  [a4, j



82 C ges ław K lu czny

t w i e j s z e .  Obydwa z a d a n i a  s ą  z r e s z t ą  ró w n o w a żn e .  J e ż e l i  f u n k c j a  x ( t)  

r e a l i z u j e  n a s z e  z a d a n i e ,  a w ięc  x ( 0 )  = O i  x (T )  = x ° ,  p r z y  f u n k c j i  

s t e r u j ą c e j  u ( t ) ,  t o  x 1 ( t )  = x ( T - t )  s p e ł n i a  r ó w n a n ie  x = -Ax + Bu 

z f u n k c j ą  s t e r u j ą c ą  u ( T - t ) ,  p r z y  czym x 1 ( 0 )  = - x °  i  x .j ( t ) = 0 . J e ­

ż e l i  n p .  s t e r o w a n i e  u ( t )  b y ł o  t y p u  m in-m ax z p r z e ł ą c z e n i e m  w c h w i ­

l i  t ^ , t o  s t e r o w a n i e  u ( T - t )  j e s t  t y p u  m ax-m in z p r z e ł ą c z e n i e m  w 

c h w i l i  T - t ^ .  W z w ią z k u  z tym zn an e  t w i e r d z e n i a  d o t y c z ą c e  d r u g i e g o  

z t y c h  z a d a ń  p r z e n o s z ą  s i ę  w s p o s ó b  o c z y w i s t y  na  z a d a n i e  n a s z e . J e ­

ż e l i  n p .  w t a k im  t w i e r d z e n i u  z a k ł a d a ł o  s i ę ,  że  p i e r w i a s t k i  c h a r a k ­

t e r y s t y c z n e  m a c i e r z y  s ą  u je m n e ,  t o  w naszym  p rz y p a d k u  t r z e b a  z a ł o ­

ż y ć ,  że s ą  one d o d a t n i e .

P r z e z  E ( P q ) ,  r Q = ( t 0 , x ° )  rozum iem y  s t r e f ę  e m i s j i  p r a w e j ,  t o  

z n a c z y  d l a  t  >  t Q, a p r z e z  E ( P Q, t 1 ) j e j  p r z e k r ó j  h i p e r p ł a s z c z y z -  

n ą  t  = t ^ .  P o d o b n ie ,  p r z e z  e ( P 0 ) r o z u m i e ć  b ę d z ie m y  b r z e g  z b i o r u  

E (P  ) ,  a p r z e z  e ( P Q, t ^ )  p r z e k r ó j  b r z e g u  e ( P 0 ) h i p e r p ł a s z c z y z n ą  

t  = t ^ .

J e s t  j a s n e ,  że j e ż e l i  p u n k t  x  j e s t  o s i ą g a l n y  z p o c z ą t k u  u k ł a ­

du 0 ,  a E ( 0 )  j e s t  z b io re m  d o m k n ię ty m ,  t o  p u n k t  x °  b ę d z i e  o s i ą g n i ę ­

t y  w n a j k r ó t s z y m  c z a s i e  p r z e z  t ę  t r a j e k t o r i ę ,  k t ó r a  d o c i e r a  do punk­

t u  p r z e c i ę c i a  s i ę  p r o s t e j  x  = x °  ze  z b io re m  e ( 0 ) .  Wiadomo, że w 

rozw ażanym  p r z e z  n a s  p r z y p a d k u  t r a j e k t o r i a  t a k a  i d z i e  c a ł y  c z a s  

po b r z e g u  e m i s j i  i  że  wymaga s t e r o w a n i a  w a r t o ś c i a m i  e k s t r e m a ln y m i  

p a ra m e tró w  u i  z pewną s k o ń c z o n ą  l i c z b ą  p r z e ł ą c z e ń .  x a k n p . ,  j e ż e l i  

m a c i e r z  A ma t y l k o  p i e r w i a s t k i  c h a r a k t e r y s t y c z n e  r z e c z y w i s t e ,  t o  

do  p u n k tu  o s i ą g a l n e g o  można d o t r z e ć  s t e r o w a n ie m  z n -1  z m i a n a m i . J e ­

ż e l i  c h w i l e  p r z e ł ą c z e ń  oznaczym y p r z e z  t ^  i  = 1 , 2 , . . . , n -1  a d l a  

w ygody, c z a s  o p ty m a ln y  p r z e z  t  ( z a m i a s t  T ) ,  t o  mamy do w y z n a c z e ­

n i a  n n ie w ia d o m y c h .  Tu doch o d z im y  do i s t o t y  m e to d y ,  k t ó r ą  chcem y 

o p i s a ć ,  y/yznaozymy e ( 0 )  j a k o  f u n k c j ę  n  p a ra m e tró w  

a n a s t ę p n i e  ro z w ią ż e m y  u k ła d  n  rów nań

e ( 0 , t n ) = x° ( 2 )
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Ja k  z a p o w ie d z ie liś m y  o g ra n ic z y m y  o p is  m etody do p rz y k ła d ó w  i  to  

t y l k o  do u k ła d ów  dwóch rów nań ró ż n ic z k o w y c h . Okaże s ię  p rz y  tym , 

ż e  i  w p rz y p a d k u  p ie rw ia s tk ó w  c h a ra k te ry s ty c z n y c h  n ie rz e c z y w is ty c h ,  

g dy  i lo ś ć  p rz e łą c z e ń  z a le ż y  od p u n k tu  doce low ego  x ° ,  l ic z b a  n ie ­

w iadom ych w na szych  ró w n a n ia c h  b ę d z ie  zawsze rów na 2 (mówimy o p rz y ­

padku dwóch rów nań  ró ż n ic z k o w y c h ) .

P oza  p r z y k ła d a m i  b ę d z ie m y  p r z y  s p o s o b n o ś c i  w y p o w ia d a l i  uw ag i o 

c h a r a k t e r z e  o g ó l n i e j s z y m .

U w a g a  2 ,  W p r z y k ł a d z i e  2 rozważonym  n i ż e j  z o b a cz y m y ,że  n i e ­

k t ó r e  p u n k ty  p ł a s z c z y z n y  można o s i ą g n ą ć  w tym samym c z a s i e  m inim al­

nym dwoma r ó ż n y m i  t r a j e k t o r i a m i  i d ą c y m i  po  b r z e g u  e m i s j i .  Z odpo ­

w i a d a j ą c y c h  im s t e r o w a ń  j e d n o  j e s t  e k s t r e m a l n e  z j e d n ą  z m ia n ą ,  a 

d r u g i e  s t a ł e ,  a l e  n i e  e k s t r e m a l n e .  To d r u g i e  s t e r o w a n i e  p o t r a f i m y  

t a k ż e  w y z n a c z y ć ,  p o n ie w a ż  c z ę ś ć  z b i o r u  e ( 0 )  możemy p r z e d s t a w i ć  przy 

pomocy p a ra m e t ró w  u i  t ,  wobec c z e g o  w a r t o ś ć  u s t e r o w a n i a  s t a ł e g o  

i  c z a s  T o k r e ś l i ć  b ę d z i e  można z r ó w n a n ia  e ( u , T )  = x ° .  P o d o b n ie  

w p r z y p a d k u  d o w o ln eg o  n  z a d a n i e  o p ty m a ln e g o  s t e r o w a n i a  można b ę ­

d z i e  r o z w i ą z a ć ,  j e ż e l i  b r z e g  e m i s j i  b ę d z i e  można p r z e d s t a w i ć  p r z y  

pomocy n  p a r a m e t r ó w ,  ( z  k t ó r y c h  jednym  j e s t  t ) ,  k t ó r e  w y z n a c z a ­

j ą  t r a j e k t o r i ę  d o c i e r a j ą c ą  d o  p u n k tu  o k r e ś l o n e g o  ty m i  p a r a m e t r a m i .

W zw ią zk u  z tym nasuwa s i ę .  uwaga o g ó l n i e j s z a .  P rz y p u ś ć m y ,ż e  c h o ­

d z i  o z a d a n i e  n a  s t e r o w a n i e  o p ty m a ln e  p r z e d s t a w i o n e  rów nan iem  (1 )  

l u b  o g ó l n i e j s z y m  rów nan iem  n ie l i n i o w y m ,  p r z y  czym j e s t  o k r e ś l o n y  

z b i ó r  U ( t )  f u n k c j i  s t e r o w a n i a  d o p u s z c z a l n y c h .  Załóżm y j e s z c z e ,  że 

e m i s j a  j e s t  z b io re m  dom k n ię ty m .  J e ż e l i  z r o d z i n y  U ( t )  można wybrać 

( n - 1 )  p a r a m e t r o w ą - k l a s ę  s t e r o w a ń ,  k t ó r e j  e m i s j a  z a w ie r a  z b i ó r  e(0)^ 

t o  z a d a n i e  da s i ę  r o z w i ą z a ć  w podobny s p o s ó b .  W arunek d o m k n i ę t o ś c i  

e m i s j i  n i e  zaw sze j e s t  s p e ł n i o n y .  Nie j e s t  n p .  s p e ł n i o n y , g d y  z b i ó r  

U ( t )  j e s t  z b io ra m  f u n k c j i  c i ą g ł y c h  o w a r t o ś c i a c h  z o k r e ś l o n e g o  zbio­

r u  z w a r t e g o .  Można w te d y  s z u k a ć  ( n -1 ) -p a r a m e t ro w e j  k l a s y  U.j ( t )  )funlfr 

c j i  b ę d ą c y c h  g r a n i c a m i  pewnych c ią g ó w  f u n k c j i  n a l e ż ą c y c h  do  U ( t )  

t a k i e j ,  b y  j e j  e m i s j a  z a w i e r a ł a  z b i ó r  e ( t ) .  R o z w ią z a n ie  z a d a n i a  op-
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tymalnego sterowania dla równania (1) ze zbiorem funkcji do­
puszczalnych (t) byłoby wtedy w podobny sposób możliwe, a jego 
związek z otrzymaniem rozwiązania przybliżonego dla tegoż równa­
nia przy dopuszczeniu zbioru U(t) jest oczywisty.

2. Przechodząc do przykładów przypomnimy, że rozwiązaniem równa­
nia (1) z warunkiem początkowym x(t) = x przy sterowaniu wektorem 
stałym Bu jest

c(t) = eA(t_i)x + K(t-iji (3)

g d zie t t
K(t) = j  eA3Bds *f K(t)B, (IC(t) = j  eAsds) (4)

J e ż e l i  p rzy  tym kolumnami m acierzy B są B1,B2,...,Bm, to

t

K (t)  .  R, + Kg + . . .  + Km, K± -  j As ds e B±

Przykład 1

- Xg, x2 = u, a ̂  u <  b,

(5)

J e ż e l i  do chwili t1 sterujemy wartością u^, a następnie do 
c h w il i  t wartością Ug, to jak wynika z (3) i (4) dojdziemy do
punktu

A ( t - t  ) *1 *
x(t1tt) =• u.,e K(t1) + UgK(t-t^) = u1

t .

+
t - t 1 J

( 6 )

Jeże:i  we wzorze (6) położymy ra z  u1 = a, Ug ■ *>» a drugim Irazem 

^  ■» b ,  u2 * a , to  p rzy warunku 0 t 1 t ,  otrzymamy przedstaw ie­

ni« param etryczne dwóch, płatów' brzegu e m is j i  z punktu 0 , a p rzy
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ustalonym, t = T dwa łuki zbioru e(0,T). Aby więc wyznaczyć ste­
rowanie optymalne do punktu x°(x°, Xg), trzeba rozwiązać układ 
równań

x(t1fT) = x°, 0 < t1 ̂  T (7)

Jeżeli a <  0 < b, to układ ten będzie posiadał przy każdym x° ro»4 
wiązanie. Jeżeli Jednak a i b są tego samego znaku, np. dodatniej 
to zbiór punktów osiągalnych, który Jest sumą zbiorów e(0,T) Jest 
zawarty.w pierwszej ćwiartce płaszczyzny fazowej.

Przyjmujemy dalej, że a = -1, b - +1 ,i |opuszczam przy x ° , x £ , x °
znaczejc u góry. Ufcład (7) przyjmie postaćt

x1 - t* - 2Tt1 + \  T2, Xg = -2t - T, < > < ^ < 1 ,  (7.1)

dla sterowania min-max, to znaczy, gdy û  =* -1, Ug = +1 oraz 

2 1 2X, =. -t1 + 2Tt1 - j  T , Xg = 2t1 - T, 0 «  tr< T  (7.2)

dla sterowania max-min.
Kładąc t̂  = T , czyli przy sterowaniu bez zmiany, otrzymujemy z 

tych układów wierzchołki zbiorów e(0,T)

* 2 ( a * 2 * T)

odpowiadające odpowiednio sterowaniom stałym u * -1, ft « +1. Miej­
scem geometrycznym tych wierzchołków dla T >  0 Leą półparabole, 
które w sumie dają krzywą Kj OKg przedstawiony na rysunku 1.Krży­
wa ta rozdziela płaszczyznę na dwa obszary górny i D dolny.
Z (7.1) otrzymujemy

*1 - V ł * 2  _X1 ’ T “  X! + 2 t !
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Z u w a g i  na w a r u n e k  O <  <  T d a j e  t o  r o z w i ą z a n i e  w p r z y p a d k u ,

g d y  p u n k t  x  n a l e ż y  do o b s z a r u  D ,  P u n k ty  t e g o  o b s z a r u  s ą  w ięc  

o s i ą g a l n e  s t e r o w a n i e m  m in -m ax .  P o d o b n ie  p u n k ty  o b s z a r u  D+ o s i ą g a ­

my s t e r o w a n i e m  m ax-m in ,  p r z y  czym

2 ^ x2 + x l t T = 2 t 1 -  x v

Na rysunku zaznaczono je sz c z e  z b ió r e (0 , 2 ) ,  k tó ry  je s t  sumą 2 łu ­

ków o wspólnych końcach W1(i  oraz t r a je k t o r ie  *0A2B2C2

o s ią g a ją c e  po drodze punkty; B1 i  B  ̂ n a leżące  do e ( 0 ,2 ) .

P rzykład  2 , « Xg + v ,  = u , -1 <  u , v  ^  +1 .

Zapiszm y ten układ w p o s ta c i x = » A x + B u  + B v .  Każde ro zw ią­

zan ie  tego u kła d u , wychodzące z początku układu w c h w il i  t = 0 jest 

sumą rozw iązań x ' ( t )  układu i  = Ax + B u i  x ( t )  układu x = Ax+ 

+ B* v  s p e łn ia ją c y c h  ten sam warunek początkowy. Układ d la  x K(t )  

ro zw ażyliśm y w p rz y k ła d z ie  1. Łatwo także widać, że
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p r z y  czym znak  +  odpow iada  s t e r o w a n i u  max~min, a  znak  -  s t e r o w a ­

n i u  m±n-max. Z ( 8 ) ,  z uw ag i  n a  o ^  <  T w y n ik a ,  że  z b i ó r  ¿ ' (0 ,T )

j e s t  o d c in k ie m  o s i  x 1 o k o ń c a c h  -T  i  +T. P on iew aż  I  = 2 ^  Ł  

t o  g d y  x  = ( x 1 f 0) i  x 1> 0 ,  o t rzy m u jem y  Tmia = x1 p r z y  = 0 ,  co 

o z n a c z a ,  że  p u n k t  x  może b y ć  o s i ą g n i ę t y  s t e r o w a n ie m  s t a ł y m  mak­

sym alnym . J e ż e l i  x,| <  0 ,  t o  Tmi n  = ”X1 s t e r o w a n i e  m in im a ln e .

Z uw ag i n a  t o ,  że  p r z e k r ó j  e m i s j i  E ( 0 , T )  j e s t  z b io re m  punktów 

x  = x  +  %n , g d z i e  x ’ , x "  n a l e ż ą  o d p o w ie d n io  do  e ' ( 0 , T )  i  E ^ O . T ^  

t o  u w z g l ę d n i a j ą c  w y n ik i  z p r z y k ł a d u  1 w n io s k u je m y ,  że  w naszym 

p rz y p a d k u  z b i ó r  e ( 0 , T )  s k ł a d a  s i ę  z 4 łuków ( z  k t ó r y c h  dwa s ą  od­

c i n k a m i )  i  ra z e m  t w o r z ą  obwód o 4 w i e r z c h o ł k a c h :

t 2  + T»T) ’ w2 ( ^ c2- t , 2 ) ,  w3 ( -  w4 ( -  ^ t2+t , - t ),

o s i ą g a n y c h  s t e r o w a n i a m i  s t a ł y m i ,  o k r e ś lo n y m i  o d p o w ie d n io  r ó w n o ś c ia ­

m i:  U -  V a  1 ,  V = -1 a U =» 1 ,  7  « u  a  -1 ,  V a  1 i U  = -1.RÓW-

n a n i a  p o s z c z e g ó ln y c h  łuków z b i o r u  e ( 0 , T )  s ą  n a s t ę p u j ą c e :

^ 1 ^ 2  : Xg =

W2W3 : x 1 = -T  + t 2 -  2 t 1 T + |d )2 ,  Xg “  - 2 t 1 + T

* 3 W4* *2 ”

x 1 =« T - t 2 + 2 t 1T -  ^T 2 , x2 » 2 t . j - T .

P o d o b n ie 1 ¡ jak  w p r z y k ł a d z i e  1 c z t e r y  krzyw e o p o c z ą t ­

ku w p u n k c ie  0 ,  b ę d ą c e  m ie j s c a m i  g e o m e try c z n y m i w ie rz c h o łk ó w  W1 , 

W2 »w3 ^ 4 r o z d z i e l a j ą  p ł a s z c z y z n ę  f a z o w ą  n a  4 o b s z a r y  D1 2 *D2 3 * D t 4 *
,D^., m ię d zy  K, a K j• W s z y s tk i e  p u n k ty  j e d n e g o  z t y c h  obszarów  

m a ją  t e n  sam r o d z a j  s t a r o w a n i a ,  a m ia n o w ic i e :

d l a  s t e r o w a n i e  u = 1 s t a ł e  w < 0 , T > ,  r  z j e d n ą  zm ianą

d l a  Dg3 v  b  -1 - " -  - " - j i d l a  u  zm iana z -1 ną j+ 1 ,
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dla sterowanie u = -1 stałe w<0,T>, v z jedną zmianą,

dla D , „ -"- v = 1 -"-..dla u zmiana z +1 na «41

W pierwszym i trzecim z tych obszarów zmiana v może odbyć się z 
+1 na -1 lub odwrotnie, co tłumaczy się tym, że odpowiedni łuk 
czy ISTjest odcinkiem, w pozostałych obszarach tylko zmiana u po­
dana wyżej daje potrzebną wypukłość zbioru E(0,T).

Aby określić sterowanie optymalne do punktu x należącego do 
obszaru należy więc rozwiązać następujący układ równań

° 1 2 S X1 = 7  + T "  2 V  *2 “ T*

w wyniku czego otrzymujemy:

t 1 = j ( x g  + 2xg -  2 x 1 ) ,  T = x2 .

Podobnie dla pozostałych obszarów

Dg3 : x 1 = -T + t ^  -  2 ^ 1  + ^T 2 , Xg = - 2 t 1 + T,

t 1 = -1 + V1 + ^  x 2 -  x2 -  x 1 , T = 2 t 1 + xg ,
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d 3 4 s X1 = “ i ” 2 + T _ 2 t 1 » x2 = _T>

1 1 2
^ 1 3 2*̂  ”* *2X2 "** x2  ̂* T = -X2 9

D4 1 : = T -  t *  + 2 * ^  -  xg = 2 t 1 - T .

t 1 -  1 +^1 + ¿ 4  + *2 + V  5 = 2 t1 " x2-

U w a g a .  J a k  wiadom o, j e ż e l i  s t e r o w a n i a m i  u . ( t )  i  u , ( t )  osiągam y
1 2

w c h w i l i  T p u n k ty  x  i  x  ,  t o  s t e r o w a n ie m  ku., + ( 1 - £ ) u 5 , O ^ k  < 1
1 2o s ią g a m y  p u n k ty  o d c in k a  ł ą c z ą c e g o  x  z x  . Wynika s t ą d ,  że p u n k ty  

łuków i  W,Tf^ można o s i ą g n ą ć  s t e r o w a n ie m  s t a ł y m  w < 0 ,T ^ j a  mia­

n o w ic i e !  d l a  łu k u  Ŵ Wg s te r o w a n ie m  u = 1 , v  => c o n s t a n s ,  fi d l a  

s t e r o w a n ie m  u = - 1 ,  v = c o n s t .  Z naczy  t o ,  że  d l a  punktów ob­

sz a ró w  i  d 3 4  i s t n i e j ą  po dwa s t e r o w a n i a  o p ty m a ln e .  Aby o k r e ­

ś l i ć  d r u g i e  z n i c h ,  t r z e b a  w y znaczyć  t r a j e k t o r i ę  x ( v , t )  wychodzą­

c ą  z p o c z ą t k u  u k ł a d u  i  o d p o w ia d a ją c ą  s t e r o w a n i u  u = — 1 , v = v ,  a 

n a s t ę p n i e  r o z w i ą z a ć  u k ła d  u ( v , T )  = x ° ,  c o  d a j e :

1 2  X1 1 d l a  Di 2 ; x i = tj?  + vT , Xg = T, sk ą d  v  »  j  x  ,
x2

1 2  X1 1
d l a  D3 4 s x i = -  2 ?  + v T * *2  = “ T* skąd  v = -  ~  -  ? x g .

Na r y s .  2 z a z n a c z o n o  krzywe Ki?  o b s z a r y  D , obwód 

p r z e d s t a w i a j ą c y  z b i ó r  e ( 0 , 1 ) o r a z  t r a j e k t o r i ę  o p ty m a ln ą  OA^B^C^ 

d o c i e r a j ą c ą  po d r o d z e  do p u n k tu  n a l e ż ą c e g o  do e ( 0 , 1 ) o r a z  c z ę ­

ś c i  dwóch t r a j e k t o r i i  t a k ż e  o p ty m a ln y c h  OAgBg i  OB, d o c i e r a j ą c y c h  

do p u n k tu  B, o d c in k a  b ę d ą c e g o  c z ę ś c i ą  z b i o r u  e ( 0 , 1 ) .

P r z y k ła d  3 . i .  = u  + v ,  Xg = Xg + v -  u ,  -1 <  u , v  < 1 .

Obszarem w a r t o ś c i  s t e r o w a n i a  j e s t  k w a d r a t  o w i e r z c h o ł k a c h

A - | ( 2 , 0 ) ,  A2 ( 0 , 2 ) ,  A3 ( - 2 , 0 ) ,  A ^ ( 0 , - 2 )
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J e s t At9 =*
i ,  o '

t

t

, K ( t ) = /  eASds =»
" t ,  0 

t
0 ,  e /0 Q, e -1

D la  w ie r z c h o łk ó w  W., z b i o r u  e ( 0 , T )  mamy r ó w n o ś c i  W. = K(T),,A..» 
i  = 1 , 2 , 3 , 4 ,  a z a te m  W., = ( 2 T , 0 ) ,  W£ = ( O ^ e 1̂ ) ,  W? = -W,| »W ^-W g.

S praw dz im y  za c h w i l ę ,  że 4 ł u k i  d a j ą c e  r a z e m  z b i ó r  e ( 0 , p o t r z y ­

mamy s t e r u j ą c  n a j p i e r w  w ek to rem  Ag d l a  łuków z a w i e r a j ą c y c h  w i e r z ­

c h o ł e k  \7g o r a z  w ek to rem  d l a  łuków i  W^W^. Tak w ię c  d la

ViT̂ Wg mamy r ó w n a n ie

x(t1,T) = eA^ ^ W g ( t ^  ) + W^T-t.,) =

1, 0 0 2T-2t1 'W 1
s-t 

0, e \
t,2e -2

+
0

= 2

Sprawdzenia,o którym 'mowa można dokonać obliczając współrzędne
1

p u n k tu  pośredniego, dla t1 =» Otrzymamy

T
x ( h , T )

2eT-2e°’5T

i jak widać punkt ten leży zewnątrz rombu W1W2W3% ’ a zateai 
W^g jest wypukły.

W podobny sposób otrzymamy równania pozostałych łuków WgW^,W^W^;
W4W1 w postaci

x(t1,T) = 2 ---
---

---
1

<+ 1 »-a

, x ( t 1 ,T)=-2
W 1 "

,  l i t , , » ) — 2
■ t,-T

T T-t.e - e  1 M l

Z równań dla wierzchołków Wi widać, że obszarami D^g,Dg^,.... 
(por. przykład 2) są kolejne ćwiartki płaszczyzny fazowej.Mamy więc 
do rozwiązania następujące układy równańj
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Dla D12: > 0, xg> 0, x1 = 2T-2t.j, Ł, « 2eT-2e ^"*1

skąd otrzymujemy

0 , 5 x
T = ln(e +0,5 x2), t., = T-0,5*,.

Dla Dg^s ^ 0, Xg> O, ^ ją.s xi ^ ^ 0* ^0, Zg^O

mamy kolejno:

T T-t -0,5z
x1 = 2t^-2t , x2= 2e -2e , T=<ln(e łO.SZg), t1 = T+0,5xlf

T-t, T -0,5*.
x1 = 2t1~2T, Xg» 2e -2e , T-ln(e -0,5x^), t1 =» T+O^z^

T-t T 0,5x
= 2T-2t1t x2» 2e -2e , T=ln(e -0,5x2 ), t̂  ■ T-OtSz^.

U w a g a. W przykładzie 3 pierwiastkami charakterystycznymi ma­
cierzy A były liczby O i 1. ffdybyśmy macierz A zastąpili przez 
-A zmieniając w ten sposób znaki pierwiastków charakterystycznych, 
to nie wszystkie punkty płaszczyzny fazowej byłyby osiągalne.Miej­
scem geometryczny» wierzchołków byłaby oś x̂  i odcinek.
-2Cig <2 osi Xg, a zbiór punktów osiągalnych byłby pasem ogra­
niczonym prostymi Xg=-2 i Xg»2 z wyłączeniem tych prostych.

\ % 2 Przykład 4. ^  = u, ^  » u , -1 < u<1.
At ~Jest e = J, K(t) = Jt, gdzie J oznacza macierz jednostkową.

Niech podstawowym zbiorem sterowań będzie zbiór P(t) funkcji 
przedziałami ciągłych u(t), -1 4  u(t) ^ 1. Wektor sterujący o skła-
dowych u(t), u (t) przyjmuje wartości z łuku Ł paraboli o rów-

2naniu Xg = x1, -1 < x̂  <  1. Emisja przy zbiorze sterowań P(t) za­
wiera w szczególności emisję sterowań wektorami 'stałymi (u,u2), 
-1 < u <  1, a domknięcie emisji zbioru P(t) pokrywa się z emisją 
zbioru sterowań przedziałami stałych z jedną zmianą od dowolnego
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2 2 t a k i e g o  w e k t o r a  ( u ^ u ^ )  do d r u g i e g o  ( u 2 , u 2 ) .  P u n k ty  z b i o r u  E ( 0 , T ) ,

k t ó r e  w t e n  sp o s ó b  można o s i ą g n ą ć  s p e ł n i a j ą  r ó w n a n ie

( u 1- u 2 ) t 1 + u2 t '
A ( T - t J  

x ( t 1 f T)=  e X ( t 1 ) K (T - t . , )

( u ^ - u 2 ) t 1 + u2T

s k ą d  w i d a ć ,  że  t w o r z ą  o d c i n e k  ł ą c z ą c y  p u n k ty  ( u ^ u ^ ) ,  ( u 2 , u 2 ) ł u -  

ku Ł. W ynika s t ą d ,  że  d o m k n ię c i e  e m i s j i  p r z y  z b i o r z e  P ( t )  s t e r o w a ń  

d o p u s z c z a l n y c h  j e s t  i d e n t y c z n e  z e m i s j ą  z b i o r u  s t e r o w a ń  s t a ł y c h  o 

w a r t o ś c i a c h  ze . z b i o r u  Z o g r a n i c z o n e g o  łu k ie m  Ł i  o d c in k ie m  ł ą ­

czącym  k o ń c e  t e g o  ł u k u ,  a wobec t e g o  z b i ó r  e ( 0 , T )  pokrywa s i ę  z  e -  

m i s j ą  z b i o r u  s t e r o w a ń  s t a ł y c h  w < 0 , T > o  w a r t o ś c i a c h  z b r z e g u  z b i o ­

r u  Z.

Po tym u s t a l e n i u  r o z w i ą z a n i e  n a s z e g o  z a d a n i a , n i e  p r z e d s t a w i a  już  

t r u d n o ś c i .  Z b i ó r  e ( 0 , T )  s k ł a d a  s i ę  z dwóch c z ę ś c i  o d p o w ia d a ją c y c h  

s t e r o w a n io m  w e k to r a m i  z ł u k u  Ł i  z d o m y k a ją c e g o  go o d c i n k a .  C z ę ­

ś c i  t e  m a ją  r ó w n a n ia :

"u "| fuT  " 

x ( u , T )  = JT = ,  -1 <  U <  1

u ‘uT '

= JT s
2 2

u u T

o r a z

x ( u , T )

*- J

u' ‘uT’
= JT s* , -1 <  u

1

Mamy w ię c  do  r o z w i ą z a n i a  n a s t ę p u j ą c e  u k ł a d y  rów nań

I .

I I .

t 1 =. UT, 

ił, = uT,

u2 t ,

J a k  w id a ć ,  w obu p r z y p a d k a c h  może b y ć  t y l k o  Xg ^  0 , a  w ięc  z b io re m  
p unk tów  o s i ą g a l n y c h  j e s t  g ó r n a  p ó ł p ł a s z c z y z n a . -  W p rz y p a d k u  I I  mamy

X1

a o b s z a r  t e g o  s t e r o w a n i a  j e s t  o k r e ś l o n y  n i e r ó w n o ś c i ą  x2 ^ | x 1 | •

W p r z y p a d k u  I  o b s z a re m  s t e r o w a n i a  j e s t  r e s z t a  g ó r n e j  p ó ł p ł a s z c z y z -  

n y ,  i  2

T x2 x ,i i  i
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U w a g a .  Gdybyśmy zamiast układu rozważonego w tym przykładzie 
mieli układ ± = f(u), ¿2 = g(u), to i w tym przypadku łuk należą­
cy do zbioru E(0,T) otrzymany sterowaniami z jedną zmianą między 
dwoma punktami byłby odcinkiem. Przyczyna tego leży w tym,że w obu 
przypadkach macierz A jest zerowa. Zadanie optymalnego sterowania 
sprowadziłoby się więc do zadania sterowaniami stałymi o warto­
ściach z najmniejszej otoczki wypukłej linii = f(u), Xg = g(u).

Przykład 5. x2 = + u, -1 < u < 1.

At e =
'cos t, sin t " t

, K(t) = f  eASBds a
1-cos tl

Jest
-sin t, cos t l sin tj

Przyjmujemy za znane, te sterowanie optymalne jest sterowaniem 
ekstremalnym ze skończoną liczbą zmian, a wykażemy,że długość każ­
dego przedziału stałego sterowania nie może być większa od?T,a je­
żeli liczba przełączeń jest większa niż jeden, to wszystkie takie 
przedziały z wyjątkiem,być- może pierwszego i ostatniego mają dłu­
gość równą Jt.

Jeżeli chwile przełączeń oznaczymy przez t1#t2,...., to 

x(t) = — K(t) w przedziale <0, t^>,

x ( t )  = eA t̂-t1 ̂ x(t1) + (-1 )K(t - t ^ ) w < t 1f t2> (Q)

i ogólnie
A ("t —t k) + k

x(t) = e x(tk) - (-1) K(t-tk) w <tk, tk+1>,

przy czym należy wziąć znak + lub - zależnie od tego czy sterowa­
nie w pierwszym przedziale jest maksymalne, czy minimalne.

\T dalszym ciągu przez x(t) oznaczać będziemy ruch zaczynający 
się sterowaniem maksymalnym, drugie przez x(t). Je3t x(t)= -x(t), 
jeżeli chwile przełączeń są te same.
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W pierwszym przedziale mamy więc » 1 - C 03 t, Xg = sin **a ’’i?0 
ruch odbywa się po okręgu o środku S2(1,0), promieniu równym 1 i 
w kierunku dodatnim. W drugim przedziale, czyli dla t1 < jest

[cos(t-t..), sin(t~ti)l f 1-cos t -sin(t-t1),cos(t-t1 )J Lsin t1

[2 cos(t-t1)-cos t-1 
-2sin(t-t1) + sin t

i ruch odbywa się po okręgu o środku t» punkcie S^-1,0) i promie­
niu równym odległości punktu x(t.j) od s . Łatwo sprawdzić rachun­
kiem, że w następnych przedziałach ruch będzie się odbywał po okrę­
gach o środkach w lub Sg zmieniających się wraz z przełącze­
niem, tak że w przedziale ■̂ tjc,tj{.+ 1> środkiem okręgu będzie punkt 
£(-1)k,oJ, a promieniem odległość tego punktu od punktu x(tj£).Ste­
rowaniem maksymalnym stałym można więc osiągnąć tylko punkty leżą­
ce na okręgu K(Sg,1), przy czym tylko dla 0 t^Kbędzie to ste­
rowanie optymalne. Punkt łt<r<2it można bowiem osiągnąć ste­
rowaniem z jedną zmianą w chwili 11 » 2JI -T w czasie krótszym 
niż f . Wynika to stąd, że odległośfei punktów x(2JT-T) i x(t) są so­
bie równe i większe niż 1, a kąt obrotu oznacza czas. wobec tego, 
przy sterowaniu z jedną zmianą pierwszy przedział czasowy nie może 
być większy niż Jt • Przypuśćmy teraz, że przy sterowaniu z jedną 
zmianą w chwili t1, t1 ̂  X osiągamy punkt x(t"),T>H + t^. Do punk­
tu tego można dotrzuć w krótszym czasie sterowaniem z dwoma zmiana-l 
.mi w obwilach t1 i tg, tg < t ^  ST. Chwilę tg wyznaczyć trzeba z 
porównania odłegłości punktu Sg od x(r) i od x(tg). Otrzymane rów­
nanie ma rozwiązanie dzięki temu, że odległość punktu Sg od x(t) 
jest mniejsza od odległości Sg od x(t1+Jf). Nie znaczy to.że ste­
rowanie do punktu x(f) z przełączeniami w t1 i tak wyznaczonym tg 
jest optymalne, znaczy jednak, że w sterowaniu optymalnym do punk­
tu x(T) z jedną zmianą nie może byćT> ff + t^• W ten sposób stero-

[1-C0s(t-t1 ) sin(t-t1) .
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waniem  z ¡jedną z m ia n ą ,  maksymalnym w p ie rw sz y m  p r z e d z i a l e  można o -  

s i ą g n ą ć  p u n k ty  o b s z a r u  ( r y s .  3) o g r a n ic z o n e g o  t r z e m a  p ó ło k ręg a -  

sai o p r o m ie n iu  1 ,  z k t ó r y c h  p i e r w s z y  ma ś r o d e k  w Sg i  j e s t  p o ł o ż o ­

n y  w g ó r n e j  p ó ł p ł a s z c z y ź n i e , p o z o s t a ł e  l e ż ą  w d o l n e j  p ó ł p ł a s z c z y ź -  

n i e  i  m a ją  ś r o d k i  w S 1 i  w p u n k c ie  ( - 3 , 0 ) ,  i  c zw ar tym  p ó ło k r ę g ie m  

o ś r o d k u  w ( - 3 , 0 ) ,  p r o m ie n iu  3 po łożonym  w d o l n e j  p ó ł p ł a s z c z y ź n i e .  

Łatwo t a k ż e  w id a ć ,  źe  s t e r o w a n i e  z j e d n ą  z m ia n ą ,  w k tó ry m  t ^ J T  do 

k t ó r e g o k o l w i e k  p u n k tu  t e g o  o b s z a r u  j e s t  o p ty m a ln e .  Rozumując podob­

n i e  wyznaczymy o o a z a r y  D gjD t j . . . ,  t a k i e  że  p u n k ty  o b s z a r u  D* s ą  

o s i ą g a l n e  s t e r o w a n ie m  optym alnym  p r z y  a p r z e ł ą c z e n i a c h  w c h w i ­

l a c h  t 1 , t ^ +  JI ,  t 1+2jr, . . .  , t 1 + ( s -1 )JT,

Aby o k r e ś l i ć  s t e r o w a n i e  o p ty m a ln e  do p u n k tu  x ,  w y s t a r c z y  ¡więc 

w y znaczyć  l i c z b ę  p r z e ł ą c z e ń  s ,  c h w i l ę  t^  i  c z a s  s t e r o w a n i a  T .Z a ­

m i a s t  s  w y z n a c z a ć  można l i c z b ę  m = s-1 , o z n a c z a j ą c ą  i l o ś ć  p r z e ­

d z i a ł ó w  w ew n ę t rz n y c h  o d ł u g o ś c i  f t .

J e ś l i  c h o d z i  o w y z n a c z e n ie  m, t o  można p o s t ą p i ć  w sp o só b  n a s t ę - /  

p u j ą c y .  Oznaczmy p r z e z  k* c z ę ś ć  k o ł a  o p r o m ie n iu  1 i  ś r o d k u  w p u »  

k c i e  ( 1 + 2 i , 0 )  z a w a r t ą  w g ó r n e j  p ó ł p ł a s z c z y ź n i e , a p r z e z  c z ę ś ć
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koła o promieniu 1 i środku (-1-2i,0) zawartą w dolnej póipła- 
szczyźnie, i = 1,2,.., Jeżeli punkt x, do którego sterujemy nale- 
ży do k lub do k , t o  osiągamy go sterowaniem z r(m+1)=s zmianamim m a

przy czym sterowanie w przedziale <^0,t.> jest minimalne,.gdy x nala*
1 +ży do kffl i m.jest liczbą parzystą lub x należy do k^ i m jest 

nieparzyste. W pozostałych przypadkach sterowanie w pierwszym prze­
dziale jest maksymalne. Jeżeli punkt x nie należy do żadnego 
ani k^, to m wyznaczymy z nierówności

2m+1<ę(x,S1) < 2m+3,

(£|(,A,EJ oanacza odległość od A do B), o ile Xg< 0 lub z nierów­
ności

2m + 1<|(x,S2) < 2m+3,

0 11« Zgp 0. Jak poprzadnio «+1 oznacza ilość żmian i sterowa­
nie zaczyna się od minimalnego, gdy x^,<0 i a Jeat nieparzy - 
ste lub X2>0 i m parzyste. W pozostałych przypadkach sterowa­
nie zaczyna się od. maksymalnego.

Aby wyznaczyć t. i T zauważmy, że ze związków (Q) przy u-
kSiwzględnieniu równości a * J, otrzymujemy kolejno

x(t.,) = K(t1) , x(t1 + ii) - -K(t1 )-K(ji) t x(t1+2«) - (-1 )2(K;(t1) +

+ zit^mlt) - (-1 )m(K(-fc1) + KiJOJT

1 wreszcie

A(T-t,-a#) . .
x (t ) - (-i;W e (Kft^ +mK(it)jf+ (-1)“ KiT-^-mtf),

czyli
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l - c o s f T - t ^ ]

■
s in ( T -t ^ )

( 2m+2 )cO s(T“t.j )-0 0 3  T-1 

U (2m+2 ) a t a ( T -t 1 )+ s in  T

Niewiadome i  T wyznaczymy w ięc  z układu równań

(2 m + 2)co s(T -t1 ) ' -  cos T - 1  = -  

- ( 2m+2 ) s in ( T -t ^ ) + s in  T » — ig

b io rą c  po prawej s tro n ie  znak + lu b  -  z a le ż n ie  od tego czy  s t e ­

r o w a n ie  zaczyna s ię  od maksymalnego,, c& y od minimalnego o ra z  pamię­

t a j  ąc o tym, ż e  O <  t ^ J l .  m S -C T -^  <  (m +1)il. T a k 1 np.j j e ż e l i  
x ( 3 ,- 3  V 3 ) ,  to  ponieważ <  O i  §  ( x ,S 1 ) <  7 , t o  m»4 i tr z e ­

ba r o z w i ą z a ć  układ równań

6 c o s (T -t^ )  -  cos T -1  ™ 3  

-6 s in ( T - t 1 ) + s in  T -  -3  f f t

- 2 , jąkąd otrzymujemy T -t^  * 2JI+JI i  t ^ '■  J « *

Wzory (Q) pozw alają wyznaczyć ju ż  i  t r a je k t o r ię ,  po k tó re j ośląt'' 

gamy pui^kt i»
Ne rysunku 3 zaznaczono obszary D*, których punkty można o s ią g -1/ 

nąć 8 terowaniem optymalnym z k zmianami zaczynając od maksymal­

nego.

CTwagi końcowe

Rozważond p rzy kła d y dotyoayły «terow ania lin io w e g o .Is to ta  p rze*-, 

staw io nej metody l e ż a k a  w ty m ,  by zna leźć ( n - 1 ) -parametrowy pod-

x ( T )

c o s ( T—t ^ ) ,  s i n ( T - t . j ) 

- s i n ( T - t ^ ) , o o s ( T - t ^ )

2m +1-cos t„

s in  t«
+ ( - 1 )

2m+1
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z b i ó r  U1 ( t )  z b i o r u  s t e r o w a ń  d o p u s z c z a l n y c h  U ( t ) , t a k i  że  j e g o  em i­

s j a  p o k r y w a ła b y  b r z e g  e ( 0 )  e m i s j i  E ( 0 )  o d p o w ia d a j ą c e j  z b i o r o w i  U(t)= 

Tu m o ż liw e  s ą  n a s t ę p u j ą c e  m o d y f i k a c j e :  z b i ó r  ( t )  n ie  m u s i  b y ć  pod­

z b io re m  U ( t ) ,  a c a ł k i  o d p o w ia d a ją c e  s t e r o w a n io m  z t e g o  z b i o r u  n i e  

m uszą  i ś ć  c a ł y  c z a s  po b r z e g u  E ( 0 ) .  J e ż e l i  p r z e z  ( 0 )  oznaczym y 

e m i s j ę  z b i o r u  U ^ t ) ,  t o  w y s t a r c z y ,  b y  s p e ł n i o n y  b y ł  w a ru n e k  

e ( 0 )  c  E^ ( 0 )  C  E ( 0 ) ,  t o  z n a c z y ,  b y  e m i s j a  z b i o r u  U ^ t )  z a w ie ­

r a ł a  b r z e g ,  a m i e ś c i ł a  s i ę  w d o m k n ię c iu  e m i s j i  z b i o r u  U ( t ) .

B y ło b y  i n t e r e s u j ą c e  z n a l e ź ć  se n so w n e  w y k o r z y s t a n i e  t y c h  m o d y f i ­

k a c j i  w s t e r o w a n i u  l in io w y m  c z y  n i e l i n i o w y m .  Gdy z b i ó r  E (0 )  n i e  

j e s t  z b io re m  d o m k n ię ty m ,  t o  z a s t ą p i e n i e  U ( t )  p r z e z  U ^ t )  s p e ł n i a j ą ­

c e  pow yższy  w a r u n e k  p r o w a d z i ło b y  do  r o z w i ą z a n i a  p r z y b l i ż o n e g o ,  o 

j a k i e  może w tym p r z y p a d k u  c h o d z i ć .  O trzym ana w a r t o ś ć  n a  T b y ł a ­

by  k re se m  do lnym  c h w i l ,  w k t ó r y c h  można s i ę  z n a l e ź ć  w s ą s i e d z t w i e  

p u n k tu  d o c e lo w e g o ,  w r e s z c i e ,  w p r z y p a d k u  g d y  U ^ t ) "  n i e  j e s t  p o d ­

z b io re m  z b i o r u  U ( t )  a n i  j e g o  d o m k n i ę c i a ,  t o  r o z w i ą z a n i e  z a d a n i a  z  

U „ ( t )  z a m i a s t  U ( t )  n i e  b y ł o b y  j e s z c z e  r o z w ią z a n i e m  z a d a n i a  w y j ś c io ­

w eg o .  J e ż e l i  s t e r o w a n i e  u ^ t )  n a l e ż ą c e  do U ^ ( t )  j e s t  r o z w ią z a n i e m  

p ie r w s z e g o  z t y c h  z a d a ń  i  u ^ T )  = x ° ,  t o  p o z o s t a ł o b y  j e s z c z e  w zbio­

r z e  U ( t )  z n a l e ź ć  f u n k c j ę  u ( t ) ,  d l a  k t ó r e j  b y ło b y  t a k ż e  u ( T )  =* x ° .

Z p r o s ty m  p r z y p a d k ie m  t e g o  r o d z a j u  s p o t k a l i ś m y  s i ę  w z a d a n i u  4 .

W n a s z y c h  p r z y k ł a d a c h  z a k ł a d a l i ś m y ,  że  z b i ó r  U ( t )  j e s t  z b io re m  

f u n k c j i  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y c h .  Aby u z y s k a ć  t ę  sam ą e m i s j ę  można b y ­

ł o  o g r a n i c z y ć  s i ę  do  z b i o r u  f u n k c j i  p r z e d z i a ł a m i  s t a ł y c h ,  a  d l a  o -  

t r z y m a n i a  b r z e g u  e m i s j i  w y s t a r c z a ł y  s t e r o w a n i a  o w a r t o ś c i a c h  p r z e ­

d z i a ł a m i  e k s t r e m a l n y c h .  W p r a k t y c e  b ę d z ie m y  m i e l i  do c z y n i e n i a  z 

p r z y p a d k a m i ,  g d y  z b i ó r  f u n k c j i  d o p u s z c z a l n y c h  j e s t  s z c z u p l e j s z y . M o ­

g ą  t o  b y ć ?n p .  f u n k c j e  r ó ż n i c z k o w a l n e  lu b  d w u k r o t n i e  r ó ż n i c z k o w a l n e  

z o g r a n i c z o n ą  p i e r w s z ą  c z y  d r u g ą  p o c h o d n ą .  W t y c h  p r z y p a d k a c h  z a ­

s t ą p i e n i e  z b i o r u  U ( t )  z b io re m  f u n k c j i  p r z e d z i a ł a m i  s t a ł y c h  p o s z e ­

r z a ł o b y  e m i s j ę  i  w k o n s e k w e n c j i  m ogłoby  p r o w a d z ić  do  b ł ę d n y c h  w yni­

ków. P o w s t a j e  w ię c  p y t a n i e ,  j a k  w ■t a k i c h  p r z y p a d k a c h  w y g ląd a  ( n - 1 )  

p a r a m e t r o w a  r o d z i n a  U ^ ( t )  s t e r o w a ń ,  o k t ó r e j  mowa.
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Jak widać z przedstawioną w tej pracy metodą wiążą się zagad - 
nieniar które mogą mieć znaczenia zarówno dla teorii jak i prakty­
ki.

Wpłynęło do Redakcji w grudnia 1970 r.

LITERATURA

fi] PONTRIAGIN L.3., BOLTIAHSKIJ W.G., GAMKRELIDZE R.W.,HISZCZSirXD 
E.F. -  M a t e m a t i c z e s k a j a  t e o r i a  o p t i m a l n y c h  p r o c z e s s o w ,  Moskwa, 
1969.

[ 2 ] TUROWICZ A., GÓRECKI H. - Sterowanie optymalne.Wiadomości Ma­
tematyczne, Seria II, XII, 1, Warszawa 1969.

[3] KHJCZNÏ Cz. - Sur certaines familles de courbes en relation 
avec la théorie des équations différentielles ordinaires I, An­
nales UMCS, Sectio A, XV, 2, Lublin 1961.

CE OfiilOli BUSKCJttiTŁJIHOM JŁTOJIŁ CiiTiiiAAJIbUOrO y/i]JAJJ!LHi.li 

f  e 3 »3 m e

3 pafioTe jipeacTaBJieifo onuGaiivte oflHcro BLmnc;inTejiHoro ueroxa o im m ax-  
Koro ÿnpaBJieHHH b cMucjre OućTpojeticTBHH, orpaHMBMBaucb £o npitMepoB.Oe c i» . 
3BH c n^ejo opueHTHpHoro iicjza npHHaAJiexaiuyu T. JaxeBCKOMy. B cjty%ae,Kor«a 
oh upuMCHHM, mh no-iynaeM cnepBa ynpaBJiamny» ipyHKpn h KpaTnajiise speiui, 38- 
TeM TpaeKTop».
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ON SCTvIE C A LC U LA TIB G  METHOD OP O PTIM A L COHT.ROL 

S u  m m a r  y

I n  t h i s  p a p e r  v»e p r e s e n t  som e c a l c u l a t i n g  m e th o d  i n  l i n e a r  o p ­

t i m a l  c o n t r o l ,  b y  s o l v i n g  s im p le  e x a m p le s .  I t  i s  c o n n e c te d  w i t h t h e  

n o t i o n  o f  o r i e n t o r - f i e I d  d u e  t o  T .  W a z e w s k i.  B y  t h i s  m e th o d ,  w h e re  

i t  i s  p o s s ib l e  t o  b e  u s e d ,  we o b t a i n  t h e  t im e  o f  c o n t r o l  a n d  c o n ­

t r o l  f u n c t i o n  w i t h o u t  f i x i n g  t h e  t r a j e c t o r y ,  w h a t  a f t e r  t h i s  i s  n o  

p r o b le m .


