ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ¢(LASKIEJ 1971"

Seriaj MATEMATYKA - FIZYKA z. 16 Nr kol. 308

CZEStAW KLUCZNY

O PEWNEJ METODZIE OBLICZENIOWEJ]
W ZAGADNIENIACH STEROWANIA LINIOWEGO

Streszczenie. W pracy niniejszej opisano prf
mpomocy prostych przyktadow pewng metode o-
bliczeniowa, ktdéra moze by6é stosowana przy-
najmniej do pewnej grupy zadan z teorii ste-
rowania liniowego czasowo-optymalnego. Spro-
wadza sie ona do rozwigzania pewnych ukfadoéw
rownan algebraicznych i nierbwnosci, z kto-
rych otrzymujemy od razu czas minimalny i
chwale przetgczen, omijajgc wyznaczanie sa-
mych trajektorii, ktére w zastosowaniach cze-
sto jest bez znaczenia. Zresztg po uzyska-
niu okreséw sterowania wyznaczenie trajekto-
rii nie sprawia jut trudno$oi. Metoda ta nie
czyni uzytku z zasady maksimum Fontriagina”®
ani nie jest metoda programowania dynamiczne-
go, natomiast podstawowym pojeciem jest tu,
Jak w metodzie ,pola oriento*R«wego pojeoie:
strefy emisji*

1. Rozwazmy zagadnienie sterowania-opisane rownaniem

+ - AX + Bu (1)
gdzie A - [a4,j i B « sg asclerzami stalymi, pierwsza o0 wy-
miarach n x n, druga n x m, X i u sag macierzami statymi o 1 ko-
lumnie, pierwsza o n skiadowych druga ¢ m skiadowych
przy czym zaktada sie, ze Nu N i state, i = 1,2,..m

ChodzJt o to, by wychodzac z punktu x m O wchwili t « 0 osiggnat
punkt X° o0 sktadowych x° w najkrétszym czasie.

Uwaga. Wychodzimy z poosatku uktadu i sterujemy do punktu  x°
a ni* na odwrdt, jak to sie zwykle czynigponiewaz rachunki sg tat-
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twiejsze. Obydwa zadania sg zresztg réwnowazne. Jezeli funkcja x(t)
realizuje nasze zadanie, a wiec x(0) = O i x(T) = x°, przy funkcji
sterujgcej u(t), to x1(t) = x(T-t) speinia réwnanie x = -Ax + Bu
z funkcjg sterujacg u(T-t), przy czym x1(0) = -x° i xj(t) = 0.Je-
zeli np. sterowanie u(t) byto typu min-max z przetgczeniem w chwi-
li t~, to sterowanie u(T-t) jest typu max-min z przetgczeniem w
chwili T-tA. Wzwigzku z tym znane twierdzenia dotyczgce drugiego
z tych zadan przenoszg sie w spos6b oczywisty na zadanie nasze.Je-
zeli np. w takim twierdzeniu zaktadato sie, ze pierwiastki charak-
terystyczne macierzy sg ujemne, to w naszym przypadku trzeba zato-
zy¢, ze sa one dodatnie.

Przez E(Pq), rQ = (t0, x°) rozumiemy strefe emisji prawej, to
znaczy dla t > tQ, a przez E(PQ,tl1) jej przekrdj hiperptaszczyz-
ng t = t*. Podobnie, przez e(P0) rozumieé bedziemy brzeg zbioru
E(P ), a przez e(PQ,t*) przekroj brzegu e(P0) hiperptaszczyzng
t = th.

Jest jasne, ze jezeli punkt x jest osiggalny z poczatku ukta-
du 0, a E(0) jest zbiorem domknietym, to punkt x° bedzie osiggnie-
ty w najkrotszym czasie przez te trajektorie, ktora dociera do punk-
tu przeciecia sie prostej x = x° ze zbiorem e(0). Wiadomo, ze w
rozwazanym przez nas przypadku trajektoria taka idzie caty czas
po brzegu emisji i ze wymaga sterowania wartosciami ekstremalnymi
parametréow ui z pewng skonczong liczbg przetgczen. xak np., jezeli
macierz A ma tylko pierwiastki charakterystyczne rzeczywiste, to
do punktu osiagalnego mozna dotrze¢ sterowaniem z n-1 zmianami.Je-
zeli chwile przetgczen oznaczymy przez t~ i =1,2,...,n-1 a dla
wygody, czas optymalny przez t (zamiast T), to mamy do wyznacze-
nia n niewiadomych. Tu dochodzimy do istoty metody, ktdrg chcemy
opisac¢, ylyznaozymy e(0) jako funkcje n parametréow

a nastepnie rozwigzemy uktad n réwnanh

e(0,tn) = x° (2)
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Jak zapowiedzieliSmy ograniczymy opis metody do przyktadéw i to
tylko do uktadéw dwoéch réwnan rézniczkowych. Okaze sie przy tym,
ze i w przypadku pierwiastkéw charakterystycznych nierzeczywistych,
gdy ilos¢ przetaczen zalezy od punktu docelowego x°, liczba nie-
wiadomych w naszych réwnaniach bedzie zawsze réwna 2 (méwimy o przy-
padku dwéch réwnan rézniczkowych).

Poza przyktadami bedziemy przy sposobnos$ci wypowiadali uwagi o

charakterze ogolniejszym.

Uwaga 2, Wprzyktadzie 2 rozwazonym nizej zobaczymy,ze nie-
ktédre punkty ptaszczyzny mozna osiggnaé w tym samym czasie minimal-
nym dwoma réznymi trajektoriami idacymi po brzegu emisji. Z odpo-
wiadajgcych im sterowan jedno jest ekstremalne z jedng zmiang, a
drugie state, ale nie ekstremalne. To drugie sterowanie potrafimy
takze wyznaczy¢, poniewaz cze$¢ zbioru e(0) mozemy przedstawié przy
pomocy parametrow u i t, wobec czego warto$¢ u sterowania statego
i czas T okres$li¢ bedzie mozna z rébwnania e(u,T) = x°. Podobnie
w przypadku dowolnego n zadanie optymalnego sterowania mozna be-
dzie rozwigzac¢, jezeli brzeg emisji bedzie mozna przedstawi¢ przy
pomocy n parametrow, (z ktorych jednym jest t), ktére wyznacza-
jag trajektorie docierajagcg do punktu okreslonego tymi parametrami.
W zwigzku z tym nasuwa sie. uwaga ogoOlniejsza. Przypusémy,ze cho-
dzi o zadanie na sterowanie optymalne przedstawione rownaniem (1)
lub ogélniejszym réwnaniem nieliniowym, przy czym jest okreslony
zbidér U(t) funkcji sterowania dopuszczalnych. Zalézmy jeszcze, ze
emisja jest zbiorem domknietym. Jezeli z rodziny U(t) mozna wybraé
(n-1) parametrowga-klase sterowan, ktorej emisja zawiera zbior e(0)®
to zadanie da sie rozwigza¢ w podobny sposéb. Warunek domknigtos$ci
emisji nie zawsze jest spetniony. Nie jest np. spetniony,gdy zbidr
U(t) jest zbioram funkcji ciggtych o wartosciach z okre$lonego zbio-
ru zwartego. Mozna wtedy szukaé (n-1)-parametrowej klasy Uj(t) )funlfr
cji bedacych granicami pewnych ciggéw funkcji nalezgcych do u(t)

takiej, by jej emisja zawierata zbidér e(t). Rozwigzanie zadania op-
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tymalnego sterowania dla réwnania (@) ze zbiorem funkcji do-
puszczalnych (t) bytoby wtedy w podobny sposéb mozliwe, a jego
zwigzek z otrzymaniem rozwigzania przyblizonego dla tegoz rowna-

nia przy dopuszczeniu zbioru U(t) jest oczywisty.

2. Przechodzgc do przyktadow przypomnimy, ze rozwigzaniem réwna
nia (1) z warunkiem poczatkowym x(t) = x przy sterowaniu wektorem
statym Bu jest

c(®) = eA(L_i)x + K(t-iji ®

gdzie t t
K(®) =] eA3Bds *F K()B, (IC(Y) =] eAsds) @

Jezeli przy tym kolumnami macierzy B sag B1,B2,...,Bm, to
t
. As_ d
K(t) . R, + Kg+ ... + km Kt -] e°Bs™ ®
Przykdad 1
- Xg, X2 = u, a”™ u< b,

Jezeli do chwili tl1 sterujemy wartoscig u”, a nastepnie do
chwili t wartoscig Ug, to jak wynika z (3 i (4) dojdziemy do
punktu

A(t-t ) *1 =
x(tltt) = u.e K(tl) + UgK(t-t*) = ul

+ (6)
t-t

Jeze:i we wzorze (6) potozymy raz ul = a, Ug m ®™ a drugim Irazem
N mb, U2 *a, to przy warunku 0 t1 t, otrzymamy przedstawie-
ni« parametryczne dwoch, platow' brzegu emisji z punktu 0, a przy
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ustalonym, t = T dwa #4uki zbioru e(0,T). Aby wiec wyznaczyc¢ ste-
rowanie optymalne do punktu x°(x°, Xg), trzeba rozwigzac ukdad

réwnan

X(tlfT) = x°, 0 < tIAT )

Jezeli a< 0 < b, to ukkad ten bedzie posiadat przy kazdym x° ro»4
wigzanie. Jezeli Jednak a i b sg tego samego znaku, np. dodatniej
to zbidér punktow osiagalnych, ktory Jest sumg zbioréow e(0,T) Jest
zawarty.w pierwszej cwiartce plaszczyzny fazowej .

Przyjmujemy dalej, ze a = -1, b - +1 ,i]Jopuszczamprzy x°,X£,x°
znaczejc u gory. Ufckad(7) przyjmie postact

x1 -t - 2Ttl +\ T2, Xg = -2t - T, <><A~<1, 7.1

dla sterowania min-max, to znaczy, gdy uw* = -1, Ug = +1 oraz
- A 1.2 _
X, = -t1l +2Ttl -] T , Xg = 2t1 - T, 0« tr<T (7.2)

dla sterowania max-min.
Ktadgc t = T, czyli przy sterowaniu bez zmiany, otrzymujemy z
tych uktadow wierzchotki zbioréw e(0,T)

*2(a*2* T)

odpowiadajgce odpowiednio sterowaniom statym u * -1, ft« +1. Miej-
scem geometrycznym tych wierzchotkéw dla T > 0 leg podparabole,
ktére w sumie daja krzywa KjOKg przedstawiony na rysunku 1.Krzy-
wa ta rozdziela ptaszczyzne na dwa obszary gérny i D dolny.

Z (7.1) otrzymujemy

*1 -Vi*2 X1’ T“ X+ 2t!
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Z uwagi na warunek O< < T daje to rozwigzanie w przypadku,
gdy punkt x nalezy do obszaru D , Punkty tego obszaru sg wiec
osiggalne sterowaniem min-max. Podobnie punkty obszaru D+ osigga-

my sterowaniem max-min, przy czym
N
x5+xlt T=2t1 - xv

Na rysunku zaznaczono jeszcze zbidr e(0,2), ktory jest sumg 2 tu-
kéw o wspdlnych koncach W(i oraz trajektorie *0A2B2C2
osiggajace po drodze punkty; Bl i B" nalezgce do e(0,2).

Przyktad 2, « Xg + V, = u, -1 < u,v M +1.
Zapiszmy ten ukiad w postaci x=»Ax+Bu + B v. Kazde rozwig-
zanie tego uktadu, wychodzace z poczatku uktadu wchwili t = 0jest
sumg rozwigzan x'(t) ukiadu i = Ax + Bui x (t) uktadu x = Ax+
+ B* v speiniajacych ten sam warunek poczatkowy. Uklad dla xK(t)
rozwazyliSmy w przyktadzie 1. tatwo takze wida¢, ze
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przy czym znak + odpowiada sterowaniu max~min, a znak - sterowa-
niu mzn-max. Z (8), z uwagi na o * < T wynika, ze zbior ¢'(0,T)
jest odcinkiem osi x1 o koncach -T i +T. Poniewaz | = 2" Lt

to gdy x = (x1f0) i x1>0, otrzymujemy Tmia = x1 przy =0, co

oznacza, ze punkt x moze by¢ osiggniety sterowaniem statym mak-
symalnym. Jezeli x| < 0, to Tmin = ”X1 sterowanie minimalne.

Z uwagi na to, ze przekrdj emisji E(0,T) jest zbiorem punktow
X = x + %n , gdzie x’, x" nalezg odpowiednio do e'(0,T) i E~O.T"
to uwzgledniajgc wyniki z przyktadu 1 wnioskujemy, ze w naszym
przypadku zbiér e(0,T) sktada sie z 4 tukéw (z ktérych dwa sa od-

cinkami) i razem tworzg obwdd o 4 wierzchotkach:

12 + T»T)’ w2(*2-t,2), wa(- wa(- ~t2+t,-t),

osigganych sterowaniami statymi, okre$Slonymi odpowiednio rownoscia-
mi: U-Val V=-1 a U>»1, 7«ua-1,ValiuU =-1.ROW-

nania poszczeg6lnych tukéw zbioru e(0,T) sa nastepujace:

ANLN2 0 Xg =

WW8: x1 = -T +t2 - 2t1 T + |d)2, Xg “ -2t1 + T

*3\M* *2 ”

x1 = T-t2 + 2t1T - ~T2, x2 » 2t.j-T.

Podobnieljjak w przyktadzie 1 cztery krzywe 0 poczat-
ku w punkcie 0, bedace miejscami geometrycznymi wierzchotkow WL,
W »w3” 4 rozdzielajg ptaszczyzne fazowag na 4 obszary D12*D23* Dt4*

,D7., miedzy K, a Kje Wszystkie punkty jednego z tych obszaréw

majg ten sam rodzaj starowania, a mianowicie:

dla sterowanie u = 1 state w <0,T>, r z jedng zmiang

dla Dg3 Vb -1 -"- -"-jidla u zmiana z -1 nagj+1,
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dla sterowanie u = -1 state w<0,T>, v z jedng zmiana,

dla D41’ ='- v =1 ="—-..dla u zmiana z +1 na «

W pierwszym i trzecim z tych obszaréw zmiana v moze odby¢ sie z
+1 na -1 lub odwrotnie, co tdumaczy sie tym, ze odpowiedni 4uk
czy 1STjest odcinkiem, w pozostatych obszarach tylko zmiana u po-
dana wyzej daje potrzebng wypuktos¢ zbioru E(0,T).-

Aby okresli¢ sterowanie optymalne do punktu x nalezgcego do

obszaru nalezy wiec rozwigza¢ nastepujacy ukdad roéwnan
°12S X1l = 7 + T " 2V *2 “T*
w wyniku czego otrzymujemy:
tl =j(xg + 2xg - 2x1), T = x2.

Podobnie dla pozostatych obszaréw

Dg3: X1 = -T +th - 2°A1 + /T2, Xg = -2t1 + T,

tl = -1 + V1 +7~ x2 - x2 - x1, T =2tl + xg,
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d34s XL = “i"2 + T _2tl» x2 = _T>
1 12
AL 3 20RXQ M x2  Ax T= -X29
D41: =T - t* + 2%~ - xg = 2t1 -T.

tl - 1+M +44 +7*2 +V 5=2t1 " x2-

Uwaga. Jakwiadomo, jezeli sterowaniami u.(t) i u,(t) osiggamy
w chwili T punkty xl i2x , to sterowaniem ku.,+(1-£)u5, Ok <1
osiggamy punkty odcinka tgczacego xl ZZX . Wynika stad, ze punkty
tukow i W,Tf» mozna osiggng¢ sterowaniem statym w<0,T”*ja mia-
nowicie! dla tuku WWy sterowaniem u = 1, v =>constans, fi dla

sterowaniem u = -1, v = const. Znaczy to, ze dla punktow ob-
szaréw i d34 istnieja po dwa sterowania optymalne. Aby okre-
§l1i¢ drugie z nich, trzeba wyznaczyé¢ trajektorie x(v,t) wychodzg-
cg z poczatku uktadu i odpowiadajgca sterowaniu u= —1,v=v, a

nastepnie rozwigza¢ uktad u(v,T) = x°, co daje:

dla Di2; Xi = '[]]'; + VvT, Xg =T, skad v » X1 jl X
X2
12 X1 1
dla D34s Xi= -2? + vI*®2 = “T*skad v = - ~ - ?xg.
Na rys. 2 zaznaczono krzywe Ki? obszary D , obwdd

przedstawiajgcy zbior e(0,1) oraz trajektorie optymalng OA"B CH
docierajgcg po drodze do punktu nalezacego do e(0,1)oraz cze-
§ci dwéch trajektorii takze optymalnych OAgBg i OB, docierajgcych
do punktu B, odcinka bedgcego czescig zbioru e(0,1).
Przyktad 3. i. =u +v, Xg= Xg+ v - u, -1 < u,v <1.

Obszarem wartos$ci sterowania jest kwadrat o wierzchotkach

A-|(2,0), A2(0,2), A3(-2,0), AN (0,-2)
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i, o' t "t, O

Jest 9 = , K(t)=/ eASds > t

/O Q e -1

Dla wierzchotkow W, zbioru e(0,T) mamy réwnosci W. = K(M),,A--»
i =1,2,3,4, a zatem W, = (2T,0), W = (O”"ed ), W= -W]|»W"-Wg.
Sprawdzimy za chwile, ze 4 tuki dajgce razem zbior e(0,potrzy-
mamy sterujgc najpierw wektorem Ag dla tukéow zawierajgcych wierz-
chotek \7g oraz wektorem dla tukow i WAWA, Tak wiec dla

\it Wg  mamy réwnanie

X(t1,T) = eAMAWg (tA ) + WAT-t.,) =

1, O 0 2T-2t1 w1

Sprawdzenia,o ktdorym “mona mozna dokona¢ obliczajac wspodrzedne

punktu posredniego, dla tl1 > Otrzymamy
T
x(h,T)
2eT-2e°’5T

i jak wida¢ punkt ten lezy zewngtrz rombu WIW2W3% * a zateai
WAg jest wypukdy.

W podobny sposéb otrzymamy rownania pozostatych dukow WgW», WAWA;
WAVl w postaci

“
v —% . mt,-T

w
, X (t1,T)=-2 ,lit,,»)—2
T-t Ml

x(tl,MH= 2

Z rownan dla wierzchotkéow Wi wida¢, ze obszarami D~g,Dg",---.
(por. przyktad 2) sg kolejne c¢wiartki ptaszczyzny fazowej.Mamy wiec

do rozwigzania nastepujace uktady réwnanj



O pewnej metodzie obliczeniowej.«. 91

Dla D12: >0, xg> 0, x1 = 2T-2t.j, L, « 2eT-2e M™*1

skad otrzymujemy

0,5x
T = In(e +0,5 x2), t, = T-0,5%,.
Dla Dg's ~ 0, Xg>0, "jas xi” nNoo* ~0, Zg”no
mamy kolejno:
T T-t -0,5z
X1l = 2t"N-2t, X2= 2e -2e , T=<In(e 40.Szg), t1 = T+0,5xIf
T-t, T -0,5*.
x1 = 2t1~-2T, Xg» 2e -2e , T-In(e -0,5x), tl »>T+0/”zN
T-t T 0,5x
= 2T-2tlt x2» 2e -2e , T=In(e -0,5x2), t©© m T-0tSz/.

Uw ag a- W przyktadzie 3 pierwiastkami charakterystycznymi ma-
cierzy A bydy liczby O i1 1. ffdybySmy macierz A zastgpili przez
-A zmieniajac w ten sposéb znaki pierwiastkéw charakterystycznych,
to nie wszystkie punkty ptaszczyzny fazowej bydyby osiggalne.Miej-
scem geometryczny» wierzchotkow bytaby oS x* 1 odcinek.
-2Cig <2 osi  Xg, a zbidr punktéw osiagalnych bykby pasem ogra-
niczonym prostymi Xg=-2 i Xg»2 z wydaczeniem tych prostych.

0,
Przyktad 4. A = u, NG » U 2, -1 < u<l.
Jest eAt =J, ~K(t) = Jt, gdzie J oznacza macierz jednostkows.
Niech podstawowym zbiorem sterowan bedzie zbidér P(t) funkcji

przedziatami ciaggtych u(t), -14 u(t) ™ 1. Wektor sterujgcy o skla-
dowych u(t), u (©) przyjmuje wartosci z duku & paraboli o roéw-
naniu Xg = X%., -1 < x* < 1. Emisja przy zbiorze sterowan P(t) za-
wiera w szczeg6lnosci emisje sterowan wektorami “staltymi (u,u2),
-1 < u< 1, a domkniecie emisji zbioru P(t) pokrywa sie z emisja

zbioru sterowan przedziatami statych z jedng zmiang od dowolnego
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takiego wektora (u’\u’g) do drugiego (u2,u§). Punkty zbioru E(0,T),

ktére w ten spos6b mozna osiagna¢ spetniajg réownanie

A(T -t (ul-u2)tl + uw2t'
X (t1fT)= e X (t1) K(T-t.,)

(ur-u2)tl + u2T

skad widaé, ze tworza odcinek tgczgacy punkty (u”u”?), (u2,u2) tu-
ku £. Wynika stad, ze domkniecie emisji przy zbiorze P(t) sterowan
dopuszczalnych jest identyczne z emisjag zbioru sterowan statych o
wartosciach ze .zbioru Z ograniczonego tukiem Lt i odcinkiem t3-
czagcym konce tego tuku, a wobec tego zbiér e(0,T) pokrywa sie z e-
misjg zbioru sterowan statych w <0,T>0 warto$ciach z brzegu zbio-
ru Z.

Po tym ustaleniu rozwigzanie naszego zadania,nie przedstawia juz
trudnos$ci. Zbiér e(0,T) sktada sie z dwoch czesSci odpowiadajgcych
sterowaniom wektorami z tuku & i z domykajgcego go odcinka. Cze-

§ci te majg réwnania:

W fuT "
x(u,T) =1JT s , 1< U< 1
2
U J uT
oraz u' T
x(u,T) =1JT s , -1 < u

Mamy wiec do rozwigzania nastepujgce uktady réwnan

l. tl = UT, ut,

1. ik, = uT,
Jak widaé¢, w obu przypadkach moze by¢ tylko Xg ~ 0,a wiec zbiorem
punktéw osiggalnych jest gorna potptaszczyzna.- W przypadku Il mamy
X1

a obszar tego sterowania jest okreslony nierébwnoscig X2 N|x 1] e
w przypadku | obszarem sterowania jest reszta go6rnej poOtptaszczyz-

ny, i 2
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Uwaga . Gdybysmy zamiast ukdtadu rozwazonego w tym przykfadzie
mieli uktad +* = f(u), ¢2 = g(u), to 1 w tym przypadku 4uk nalezag-
cy do zbioru E(0,T) otrzymany sterowaniami z jedng zmiang miedzy
dwoma punktami by#by odcinkiem. Przyczyna tego lezy w tym,ze w obu
przypadkach macierz A jest zerowa. Zadanie optymalnego sterowania
sprowadzidoby sie wiec do zadania sterowaniami statymi o warto-

Sciach z najmniejszej otoczki wypukdtej linii = f(uw), Xg = gu).

Przyk¥ad 5. X2 = +u, -1<u< 1.

At "cos t, sin t” t 1-cos ¢|

Jest e = , K(t) = f eASBds a
-sin t, cos t I sin tj

Przyjmujemy za znane, te sterowanie optymalne jest sterowaniem
ekstremalnym ze skonczong liczbg zmian, a wykazemy,ze ddugos¢ kaz-
dego przedziatu statego sterowania nie moze by¢ wieksza od?T,a je-
zeli liczba przelaczen jest wieksza niz jeden, to wszystkie takie
przedziaty z wyjatkiem,by¢- moze pierwszego i1 ostatniego majg ddu-

gos¢ réwng Jt

Jezeli chwile przelaczeh oznaczymy przez t1#t2,...., to
x(t) =-— K(t) w przedziale <0, t™>,
x (1) = eAM-t1™X(tl) + (-1)K(t-t") w <tlf 2> [©)
i ogolnie
ACEtk) J:

k
x() = e x(tk) (-1) K(t-tk) w <tk, tk+l>,
przy czym nalezy wzig¢ znak + lub - zaleznie od tego czysterowa-
nie w pierwszym przedziale jest maksymalne, czy minimalne.
\I' dalszym ciggu przez x(t) oznacza¢ bedziemy ruch zaczynajacy
sie sterowaniem maksymalnym, drugie przez x(t). Je3t x(t)= -x(bv),

jezeli chwile przektaczeh sg te same.
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W pierwszym przedziale mamy wiec » 1-c03 t, Xg = sin **a ”i0
ruch odbywa sie po okregu o Srodku S2(1,0), promieniu réwnym 1 i

w kierunku dodatnim. W drugim przedziale, czyli dla til< jest

Eos(t—t..), sin(t~ti)l fl-cos t E—COs(t—tl)

sin(t-tl),cos(t-t1)J Lsin tl in(t-tl)

[2 cos(t-tl)-cos t-1

-2sin(t-tl) + sin t

i ruch odbywa sie po okregu o sSrodku & punkcie S"-1,0) i promie-
niu réwnym odlegtosci punktu x(t.j) od s . tatwo sprawdzi¢ rachun-
kiem, Zze w nastepnych przedziatach ruch bedzie sie odbywat po okre-
gach o srodkach w lub Sg zmieniajacych sie wraz z przedtacze-
niem, tak ze w przedziale wgc,g{ 1> Srodkiem okregu bedzie punkt
£(-1k,0d, a promieniem odlegtos¢ tego punktu od punktu x(tjf).Ste-
rowaniem maksymalnym statym mozna wiec osiggna¢ tylko punkty lezg-
ce na okregu K(Sg,1l), przy czym tylko dla 0 t”~Kbedzie to ste-
rowanie optymalne. Punkt H<r<2itmozna bowiem osiagng¢ ste-
rowaniem z jedna zmiang w chwili 11 » 2JI -T w czasie krotszym
niz f . Wynika to stad, ze odleghosfei punktow x(2JIT-T) i x(t) sa so-
bie rowne i wieksze niz 1, a kat obrotu oznacza czas. wobec tego,
przy sterowaniu z jedng zmiang pierwszy przedziat czasowy nie moze
by¢ wiekszy niz Jt e Przypusémy teraz, ze przy sterowaniu z jedna
zmiang w chwili tl1, t1”™ X osiggamy punkt x(t'),T>H + t~. Do punk-
tu tego mozna dotrzu¢ w krétszym czasie sterowaniem z dwoma zmiana-I
.mi w obwilach t1 i tg, tg < t~ SI. Chwile tg wyznaczy¢ trzeba z
porownania oddtegtosci punktu Sg od x(r) i od x(tg). Otrzymane row-
nanie ma rozwigzanie dzieki temu, ze odlegtos¢ punktu Sg od x(t)
jest mniejsza od odleghosci Sg od x(tl+Jf). Nie znaczy to.ze ste-
rowanie do punktu x(f) z przetgczeniami w tl i1 tak wyznaczonym tg
jest optymalne, znaczy jednak, ze w sterowaniu optymalnym do punk-

tu x(T) z jedng zmiang nie moze byéT> ff + t~= W ten sposdéb stero-
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waniem z jjedng zmiang, maksymalnym w pierwszym przedziale mozna o-
siagna¢ punkty obszaru (rys. 3) ograniczonego trzema potokrega-
sai 0 promieniu 1, z ktorych pierwszy ma $rodek w Sg i jest potozo-
ny w gornej potptaszczyznie, pozostate lezg w dolnej pdiptaszczyz-
nie i maja Srodki w S1 i w punkcie (-3,0), i czwartym pdtokregiem
o $rodku w (-3,0), promieniu 3 potozonym w dolnej potptaszczyznie.
tatwo takze widaé, ze sterowanie z jedng zmiang, w ktérym t*JT do

ktoregokolwiek punktu tego obszaru jest optymalne. Rozumujac podob-

nie wyznaczymy ooazary DgjDt j..., takie ze punkty obszaru D* sg
osiggalne sterowaniem optymalnym przy a przetagczeniach w chwi-
lach t1,tA+J, t1+2jr, ... ,t1 +(s-1)T,

Aby okres$li¢ sterowanie optymalne do punktu x, wystarczy jwiec
wyznaczy¢ liczbe przetaczen s, chwile t~ i czas sterowania T.Za-
miast s wyznacza¢ mozna liczbe m=s-1, oznaczajgcg ilos¢ prze-
dziatow wewnetrznych o dtugosci ft.

Jes$li chodzi o wyznaczenie m, to mozna postapi¢ w spos6b naste-/
pujacy. Oznaczmy przez k* <cze$¢ kota o promieniu 1 i $Srodku w pu»

kcie (1+2i,0) zawartg w gornej pdiptaszczyznie, a przez czesc
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koka o promieniu 1 i Srodku (-1-2i,0) zawartg w dolnej pdipta-

szczyznie, 1 = 1,2,.., Jezeli punkt x, do ktdérego sterujemy nale-

zy do km lub do iﬁn to osiggamy go sterowaniem z Km+l)=s zmianami

przy czym sterowanie w przedziale <"0,t.> jest minimalne, .gdy x nala*
zy do kll i m_jest liczbg parzystg lub 1x nalezy do k;r\ i m jest

nieparzyste. W pozostatych przypadkach sterowanie w pierwszym prze-
dziale jest maksymalne. Jezeli punkt x nie nalezy do zadnego

ani k», to m wyznaczymy z nierdéwnosci
2m+l<e(x,S1) < 2m+3,

CEIGAE) oanacza odlegtos¢ od A do B), o ile Xg< O [lub z nieréw-

nosci

2m + 1<](x,S2) < 2m+3,

0 11« Zgp 0. Jak poprzadnio «+1 oznacza ilos¢ zmian I sterowa-
nie zaczyna sie od minimalnego, gdy x",<0 i a Jeat nieparzy -
ste Iub X2>0 1 m parzyste. W pozostatych przypadkach sterowa-
nie zaczyna sie al maksymalnego.

Aby wyznaczy¢ t. 1 T  zauwazmy, ze ze zwigzkéow (Q) przy u-

wzglednieniu réwnosci akSI * J, otrzymujemy kolejno

x(t.,) = K(tl), x(tl+i) - -KEL)KGgDt x(t1l+2«) - (-1)2E; (1) +
+ zit'mlt) - (1)mEERL) + KiJoJr

1 wreszcie

A(T-t,-a#) . ;
x@) - (-isWe (KFtr +K@DjF+ (-1)“  KiT-~-mtf),

czyli
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11
cos(T—t7), sin(T-t.j) 2m+l-cos t, l-cosfT-t"]
2m+1 -
x(T) . + (-1) _
-sin(T-t"),00s(T-t") sin - t« sin(T-t")
(2m2)cOs(T*t.j)-003 T-1
u(2m+2)ata(T-tl)+ sin T
Niewiadome i T wyznaczymy wiec z ukiadu rownan
(2m+2)cos(T-t1)"- cos T-1 =-
-(2m+2)sin(T-t~) + sin T » —ig
biorgc po prawej stronie znak + Ilub - zaleznie od tego czy ste-

rowanie zaczyna sie od maksymalnego,, c&y od minimalnego oraz pamieg-
tajgc o tym, ze O< t~JI. mS-CT-» < (m+l)il. Takl np.j jezeli
x(3,-3 V3), to poniewaz < O i § (x,S1)< 7, to md itrze-
ba rozwigzaé¢ ukiad rdwnan

6 cos(T-t") - cos T -1 ™3

-6sin(T-t1) + sin T - -3 fft
gkad otrzymujemy T-tA * 2JI+Ji t/N'm 3«]*

Wzory (Q) pozwalajg wyznaczy¢ juz i trajektorie, po ktérej oSlat"”
gamy pui*kt i»

Ne rysunku 3 zaznaczono obszary D*, ktdrych punkty mozna osigg-!
na¢ 8terowaniem optymalnym z k zmianami zaczynajgc od maksymal-
nego.

CTwagi koricowe

Rozwazond przykiady dotyoayly «terowania liniowego.lstota prze*-,
stawionej metody lezaka w tym, by znalez¢ (n-1)-parametrowy pod-
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zbior UL(t) zbioru sterowan dopuszczalnych U (t),taki ze jego emi-
sja pokrywataby brzeg e(0) emisji E(0) odpowiadajgcej zbiorowi U(t)=
Tu mozliwe sg nastepujace modyfikacje: zbior (t) nie musi by¢ pod-
zbiorem U (t), a catki odpowiadajgce sterowaniom z tego zbioru nie
muszg i$§¢ caty czas po brzegu E(0). Jezeli przez (0) oznaczymy
emisje zbioru U "t), to wystarczy, by spetniony byt warunek
e(0) ¢ E~(0) c E(0), to znaczy, by emisja zbioru U~ t) zawie-
rata brzeg, a miesScita sie w domknieciu emisji zbioru U (t).

Bytoby interesujgce znalez¢é sensowne wykorzystanie tych modyfi-
kacji w sterowaniu liniowym czy nieliniowym. Gdy zbi6ér E(0) nie
jest zbiorem domknietym, to zastgpienie U(t) przez U~t) spetniajg-
ce powyzszy warunek prowadzitoby do rozwigzania przyblizonego, o
jakie moze w tym przypadku chodzi¢. Otrzymana warto$¢ na T byta-
by kresem dolnym chwil, w ktédrych mozna sie znalez¢ w sasiedztwie
punktu docelowego, wreszcie, w przypadku gdy U”t)" nie jest pod-
zbiorem zbioru U(t) ani jego domkniecia, to rozwigzanie zadania z

U, (t) zamiast U(t) nie bytoby jeszcze rozwigzaniem zadania wyjscio

wego. Jezeli sterowanie wu”™t) nalezagce do U~(t) jest rozwigzaniem
pierwszego z tych zadan i u”T) = x°, to pozostatoby jeszcze w zhio-
rze U(t) znalezé funkcje u(t), dla ktorej bytoby takze u(T) = x°.
Z prostym przypadkiem tego rodzaju spotkalismy sie w zadaniu 4.

W naszych przyktadach zaktadalismy, ze zbidr U(t) jest zbiorem
funkcji przedziatami ciggtych. Aby uzyska¢ te samg emisje mozna by-
to ograniczy¢ sie do zbioru funkcji przedziatami statych, a dla o-
trzymania brzegu emisji wystarczaty sterowania o warto$ciach prze-
dziatami ekstremalnych. W praktyce bedziemy mieli do czynienia z
przypadkami, gdy zbidr funkcji dopuszczalnych jest szczuplejszy.Mo-
ga to byc¢?np. funkcje rézniczkowalne lub dwukrotnie rézniczkowalne
z ograniczong pierwszg czy drugg pochodng. Wtych przypadkach za-
stagpienie zbioru U(t) zbiorem funkcji przedziatami statych posze-
rzatoby emisje i w konsekwencji mogtoby prowadzi¢ do btednych wyni-
kéw. Powstaje wiec pytanie, jak wmakich przypadkach wyglada (n-1)

parametrowa rodzina UA”(t) sterowanh, o ktérej mowa.
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Jak wida¢ z przedstawiong w tej pracy metoda wiazg sie zagad -
nieniar ktére mogg mie¢ znaczenia zaréwno dla teorii jak i prakty-
ki.

Wp4yneto do Redakcji w grudnia 1970 r.
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ON SCTVIE CALCULATIBG METHOD OP OPTIMAL COHT.ROL

S ummar y

In this paper we present some calculating method in linear op-
timal control, by solving simple examples. It is connected withthe
notion of orientor-field due to T. Wazewski. By this method, where
it is possible to be used, we obtain the time of control and con-
trol function without fixing the trajectory, what after this is no

problem.



