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NUMERYCZNE PROBLEMY
WYKORZYSTANIA MARKOWOWSKICH
MODELI SIECI KOMPUTEROWYCH

Streszczenie. Artykut przedstawia algorytmy tworzenia macierzy tranzycji
w markowowskich modelach systeméw komputerowych oraz numeryczne sposoby
rozwigzywania modeli systemOw o bardzo duzej liczbie stanow. Uzytecznos¢ al-
gorytméw zilustrowana zostata przyktadami numerycznymi.

NUMERICAL PROBLEMS OF UTILISATION OF MARKOV
MODELS OF COMPUTER NETWORKS

Summary. The article presents algorithms for finding transition matrices in
Markov models of computer systems as well as numerical solutions for models
with a very big number of states. The usability of the algorithms is demonstrated
by numerical examples.

LESPROBLEMES NUMERIQUES D’EXPLOITATION DES MODELS
DEMARKOV DANS LES RESEAUX D’ORDINATEURS

Résumé. L’article présente plusieurs algoritmes permettant la création des
matrices de transition des systemes d’ordinateurs suivant le model de Markov,
anisi que les manieres de resolutions numériques de tels models contenant un
grand nombre d’états. L'utilité des approches présentés est testée par des exem-
ples numériques.
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1. Wstep

Modelowanie za pomocg tancuchéw Markowa stosowane jest w wielu dziedzinach
nauki i techniki. W informatyce uzywa sie modeli wykorzystujgcych tancuchy Markowa
miedzy innymi do lokalizacji zatloczed w sieciach komputerowych, do oszacowania korzy-
§ci wynikajacych ze zwiekszania liczby procesor6w w systemach wieloprocesorowych, do
okreslania wptywu wyboru algorytmu szeregowania na przepustowos$é.

tancuchy Markowa sg dyskretnym procesem stochastycznym posiadajagcym wiasnosé
braku pamieci: prawdopodobienstwa przej$s¢ miedzy stanami zalezg tylko od tych stanow,
a nie zalezg od historii procesu.

Niech fancuch Markowa z cigglym czasem ma nastepujgacg przestrzer standw
{si,zj,...,xn}. Jezeli .~ (i) = x-, mowimy, ze tancuch jest w stanie i. Oznaczmy:

P.(t) = P[AT(t) = xA oraz pij(s,u) = P[X(u) = zjla'(a) = 7]
Dla jednorodnego tancucha Markowa
t+ A<) = pij(Ah) = q,jAt

Wspétczynnik nazywamy wspotczynnikiem (intensywnoscia) przejscia (tranzycji) =
stanu t do stanu j.

Uzyskanie rozwigzania polega na okresleniu prawdopodobienstw stanéw Pi(t) poprzez
rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych:

W

lub w zapisie macierzowym:

=qTp(t) @

p jest poszukiwanym wektorem prawdopodobienstw stanéw, a macierz tranzycji Q jest
nazywana generatorem infiniuzgmalnym prawdopodobieristw stanéw. Uktad réwnan (1)
nalezy uzupetni¢ warunkiem normalizacyjnym 57P; (f) = 1

W stanie ustalonym, gdy prawdopodobienstwa stanéw nie zalezg od czasu, p(i)
uktad (2) przechodzi w

0=QTp @

Wymiar Q, p zalezy od liczby stanéw przyjmowanych przez proces.

Modelowanie danego systemu za pomocg taficuchédw Markowa sprowadza sie wiec G
znalezienia macierzy tranzycji (takiej samej dla rozwigzania ustalonego i nieustalonego)
i rozwigzania uktadu réwnan (2) lub (3) - w zaleznosci od tego, czy poszukujemy rozwig
zania w stanie nieustalonym, czy ustalonym.

W ogdlnym przypadku rozwigzania poszukujemy na drodze numerycznej, a probierri))
jakie napotykamy, zwigzane sg z bardzo duzg, siegajacg setek tysiecy, liczbg stano*
(a wiec wymiarem macierzy Q). Macierz Q jest z reguly rzadka i Zle uwarunkowani,
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o0 poteguje trudnosci i wyklucza stosowanie najbardziej popularnych algorytmoéw roz-
wigzywania uktadéw rownan algebraicznych i rézniczkowych.

W niniejszym artykule opisano metody generowania macierzy tranzycji Q oraz przed-
stawiono zastosowanie metody podprzestrzeni Krylowa, jako najbardziej odpowiedniej
dla tego typu zagadnieri, do rozwigzywania stanéw ustalonych i nieustalonych w mar-
kowowskich modelach systeméw komputerowych. Uzyteczno$¢ algorytmow zilustrowana
zostata odpowiednimi przyktadami numerycznymi.

2. Generowanie macierzy tranzycji

Transponowana macierz tranzycji QT zawiera wspotczynniki uktadu réwnan (1). N -ty
wiersz tej macierzy zawiera wspotczynniki n-tego réwnania opisujacego bilans intensyw-
nodci przejsé dla n-tego stanu sieci. Wynika stad, ze jezeli w n-tym wierszu m-ty element
jest niezerowy, to stan m-ty jest stanem poprzednim wzgledem stanu n-tego, a warto$¢
elementu [n, m] jest warto$cig wspdtczynnika intensywnos$ci gmn przejécia ze stanu m
do n. Element gnn stojacy na przekatnej macierzy jest wzieta ze znakiem minus suma
wspdiczynnikéw intensywnosci przej$¢ do wszystkich standw nastepnych wzgledem stanu
n-tego.

Algorytm generowania n-tego wiersza macierzy tranzycji Q polega na:

1 Wygenerowaniu n-tego stanu sieci przez procedure generatora stanow.
2. Znalezieniu standéw nastepnych wzgledem stanu n-tego.

3. Obliczeniu numeréw porzadkowych stanéw nastepnych, aby wiedzie¢, na jakich po-
zycjach w n-tym wierszu umiesci¢ wspotczynniki przejsé ze stanu n-tego do jego
standéw nastepnych.

4. Obliczeniu wspoétczynnikéw przejsé i umieszczeniu ich na odpowiednich pozycjach
w wierszu.

5. Zsumowaniu obliczonych wspo6tczynnikéw przej$é i umieszczeniu ich ze znakim mi-
nus w nalezacym do przekatnej macierzy elemencie wiersza.

Aby mozna byto takg macierz zbudowac, nalezy znalezé metode numeracji stanéw. Al-
gorytm numeracji stanéw i budowy macierzy tranzycji dla modeli markowowskich opisu-
jacych sieci stanowisk masowej obstugi zaproponowat Stewart i opisat w [1G i [11]. Metoda
ta jest wykorzystana w modelach markowowskich najpopularniejszego chyba w Europie
pakietu oceny efektywnosci systemédw komputerowych QNAP [13]. Duza zajeto$¢ pamieci
komputera oraz konieczno$¢ wielokrotnego przeszukiwania listy stanéw powoduje, ze me-
toda Stewarta jest nieefektywna w przypadku modeli o duzej liczbie stanéw zaréwno pod
"'tgledem czasowym, jak i pamieciowym.

Metoda numeracji standw, alternatywna w stosunku do metody Stewarta, opiera sie
"a jdei generowania kolejnych stanéw sieci przez procedure generatora standw. Generator
stanéw okre$la pewne, wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru liczb naturalnych
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wraz z zerem na zbiér stanéw sieci. Musi wiec istnie¢ funkcja odwrotna, ktora na pod
stawie wektora stanu sieci oblicza jego numer. Zaproponowana przez autoréw niniejszego
artykutu metoda numeracji stanow [4] (zwana metodga funkcji odwrotnej) polega na zna-
lezieniu analitycznej postaci funkcji odwrotnej i obliczaniu na jej podstawie numerow
stanéw. Algorytm wykorzystujagcy opisang metode zostat zaimplementowany w pakiecie
programowym AMOR [1] modelujagcym dziatanie systeméw komputerowych.

Zaleta metody funkcji odwrotnej jest niewielka zajeto$¢ pamieci oraz bardzo krétki
czas generacji macierzy. Rysunek 1 przedstawia wykres zalezno$ci czasu obliczania pe-

Rys. 1. Czasy (w sekundach) obliczania parametrow sieci, w zaleznosci od liczby Stanow,
dla pakietow QNAP i AMOR

Fig. 1. Network parameters computation times (in seconds) versus the number of states
for QNAP and AMOR software kits

rametréw sieci (czas generacji uktadu réwnan + czas rozwigzywania uktadu) od liczoy
jej standw, odpowiednio dla pakietbw QNAP i AMOR. Obliczenia przeprowadzono ra
komputerze SUN SparcStationS z 32 MB pamieci RAM. W przypadku pakietu QNAP
przekroczenie 12 tysiecy stanéw stato sie niemozliwe z powodu niewystarczajacej ilosn
pamieci. Pakiet AMOR (na tym samym sprzecie) pozwalat na obliczanie sieci majacych
do 180 tysiecy stan6w, a na komputerze wektorowym Convex C3820 osiggnieto milion
stanow i nie byta to jeszcze granica mozliwosci tego pakietu.

Wadg metody funkcji odwrotnej jest to, ze za jej pomocg mozna rozwigzywac tylko
takie sieci, dla ktérych zbi6r stanéw nie zalezy od ich topologii. Idea generatora standw
opiera sie bowiem na mechanizmie przerzucania klientow i generowania stanéw wewnetrz-
nych dla poszczegdlnych elementoéw sieci, Nalezy zauwazy¢, ze mechanizm przerzucania
klientow abstrahuje od topologii sieci, czyli opiera sie na zatozeniu, ze kazdy klient nozo
znalez¢ sie na dowolnym stanowisku sieci - przy wszystkich mozliwych kombinacjach
roztozen pozostatych klientow w sieci. Powyzsze zatozenie zaweza zbior sieci rozwigz)-
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walnych za pomocga generatora, wytaczajac z niego sieci, dla ktorych istniejg nietypowe
algorytmy wyboru drogi. Do rozwigzywania takich przypadkéw nalezy uzy¢ algorytmu
opartego na idei Stewarta, w ktorym mozna jedynie zmodyfikowac sposob reprezentacji
listy standbw w pamieci oraz sposob przeszukiwan tych stanéw - opierajac sie na idei
struktur drzewiastych. Zastosowanie powyzszego algorytmu jest jednak zwigzane z wy-
dtuzeniem czasu generowania macierzy i zwiekszeniem rozmiaru potrzebnej pamieci. Ry-
sunki 2 i 3 przedstawiaja zalezno$ci czasu generacji macierzy i zajetosci pamieci od liczby
standw dla metody funkcji odwrotnej i metody Stewarta, w ktérej zastosowano strukture
drzewiasta,

sieci

2. Transition matrix generation times (in seconds) versus the number of states of the
network

Metoda funkcji odwrotnej pozwala na bardzo szybkie, w stosunku do metody Ste-
pnia, generowanie macierzy tranzycji. Dodatkowag jej zaletg jest bardzo mata zajetosé
pamieci. Nalezy tutaj podkresli¢, ze rys. 2 i 3 przedstawiajg poréwnanie metody funk-
ii odwrotnej z metodg Stewarta, w ktorej zastosowano zmieniony sposéb reprezentacji
" pamigci listy stanow i metode przeszukiwania tych stanéw, opartg na idei drzewa. Ry-
"aek 4 przedstawia poréwnanie czaséw generacji macierzy dla metody funkcji odwrotnej
1«oryginalnej” metody Stewarta, czyli takiej, jakg przedstawiono w [10] i [11].

Wzigwszy pod uwage opisane ograniczenia metody funkcji odwrotnej, optymalnym
rozmigzanjem bytoby znalezienie metody tgczacej w sobie metode funkcji odwrotnej i mc-
0 e Stewarta. System rozpoznawatby, ktére cze$ci sieci nalezy rozwigzywaé pierwsza
~stoda, a ktore drugg metodg.
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100 1000 10000 100000 letO « 18+07
Rys. 3. Zajeto$¢ pamieci (w bajtach) przez algorytmy generacji macierzy w zaleznosci od
liczby stanow

Fig. 3. Memory usage (in bytes) of matrix génération algorithms versus the number of
states of the network

Przedstawione metody dotycza generowania explicite macierzy uktadu réwnan. Da
modeli kolejkowych istnieje — przy zastosowaniu metody automatoéw stochastycznych
[5, 6, 71 — mozliwos¢ dokonywania obliczen dla macierzy generatora w postaci sua
i iloczynéw tensorowych dla generatoréw pojedynczych automatéw. Metoda moze b
zastosowana w sieciach, w ktérych wystepujg elementy synchronizacji i rownolegtosci,
a wiec w sieciach bardzo ztozonych z punktu widzenia metod bezposredniego budowania
catego generatora systemu i polega na tym, aby wyodrebni¢ z modelu jednowymiarowe
procesy Markowa, ktore sktadajg sie na wielowymiarowy proces opisujacy dziatanie sied,
wyznaczenie dla tych proceséw odpowiadajgcych im generatoréw i wyznaczenie zaleznosci
miedzy pojedynczymi procesami, ktore majg charakter wymuszen synchronizacyjnych
Dla ciagtych proceséw Markowa generator globalny ma postac:

Q=0 Q()+£«g>sf - 0 R<p), wW
=1 =1 1=1 1=1

przy czym w sieci znajduje sie N automatéw stochastycznych i wystepuje K zdarz®
synchronizacyjnych. Macierze Q”~ to generatory dla poszczegélnych automatéw, nuc-
rze to macierze tranzycji dla poszczeg6lnych automatow i zdarzen synchronizuja-

cych, a macierze R * to macierze normalizujgce takie, ze R jest macierzg diagonalni

i Af K - («S0)» = 0).
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‘metoda Stewarta'
‘metoda funkcji odwrotnej' «

8000 10000 12000 14000 18000 18000 20000
4. Czasy (w sekundach) generacji macierzy tranzycji w zaleznosci od liczby stanéw
sieci
Rg- 4. Transition matrix generation times (in seconds) versus the number of states of the
network

Podczas prowadzenia rozwigzywania uktadu macierz nie jest rozwijania do swojej pet-
ng postaci, dla kazdej iteracji i dla kazdego stanu osiggalnego wspotczynnik z macierzy
generatora liczony jest na biezaco. Jezeli T jest liczbg standw osiggalnych w catym sys-
temie, a ¢(1 jest liczbg standw osiggalnych w automacie ¢-tym, to na kazdym kroku
iteracyjnym mamy tgcznie (por. [12]):

NT\A + Iz_i(rf(i)'n/f_‘l*l

operacji dodawania i mnozenia.

3. Rozwigzywanie uktadu réwnan ré6zniczkowych
zwyczajnych metodag podprzestrzeni Krytowa

jezeli macierz tranzycji Q 2ostata znaleziona, to poszukiwany wektor prawdopodo-
bie'stwstandw p(t) dla konkretnej chwili czasowej otrzymamy po rozwigzaniu uktadu
Kwnani rézniczkowych zwyczajnych (2). Analityczne rozwigzanie takiego uktadu wyraza
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sie nastepujaco:

p(0 = p(0)eQr', gdzie eQr<= f:(Q Tt)k/k\

k—0

W zaleznosci od wyboru metody rozwigzania numerycznego wektor p(i) moze bt
uzyskany poprzez obliczenie e*T>i przemnozenie przez warunek poczatkowy p(0). Tk
jest w przypadku metody dekompozycji i metody skalowania i potegowania [9]. W innych
przypadkach rozwiazanie moze by¢ uzyskane bez osobnego obliczania Niektore me
tody dopuszczajg obydwa sposoby uzyskiwania rozwigzania, np. metoda uniformizacji [§
czy opisana w niniejszym artykule metoda podprzestrzeni Krylowa.

Moler i Van Loan [3] opisali dziewietnascie sposobdw obliczania macierzy eksponen-
cjalnej. Gtéwnym problemem wszystkich metod jest zalezno$é doktadnos$ci aproksymacji
od normy macierzy. Jezeli wiec norma ||<?T|| macierzy Qr jest duza lub czas t, dlaki¢-
rego chcemy uzyskac rozwigzanie, jest duzy, préba doktadnego obliczenia e”T< moze &€
wyniki niezadowalajgce. Gdy t jest duze, konieczne jest wiec podzielenie przedziatu [tol]
na podprzedziaty [0, ii, ij, *=,i] i obliczanie rozwigzania nieustalonego dla poszczegdl-
nych czaséw tj, uzywajac rozwigzania w czasie tj-\ jako wektora poczatkowego. Czsto
pokrywa sie to z oczekiwaniami uzytkownika, ktory pragnie obserwowac ewolucje systemu
w czasie.

Wiekszo$¢ metod uzywanych do rozwigzywania uktadu réwnan (2) nie sprawdza s,
jezeli obie wielkosci: ||Qr || i t sa duze. Trudno jest wiec wskaza¢ metode odpowiedni?
dla kazdego przypadku. Jedynie stosunkowo mtoda metoda podprzestrzeni « ryiow a radz
sobie z duzymi rozmiarami powyzszych wielkosci, dlatego tez jest ona szczegdlnie polecana
dla tego typu zagadnien [8], [9].

Dla ufatwienia zapisu przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: A = Qr, v = p{U),
w = p(i,-+1). Poszukiwanym rozwigzaniem jest wiec tt) = eAv (dla ulatwienia zapisu
mozna opusci¢ na razie statg t- = t,+i —i-).

Podprzestrzen Krylowa jest rozpieta na wektorach v,Av,..., Am-1v:

Km(A,v) = sprni{u, Ar,..., Am-it}

Opisywana metoda sprowadza sie do znalezienia takiego elementu tej podprzestrzeni;
ktory najlepiej przybliza poszukiwany wektor w. Zbiér wektorow bazowych tej pod'
przestrzeni oznaczmy przez Vm = [t>i,t»j,...,«m]. Jezeli przyjmiemy i> = v/P, 81'6
f) = |It)|lj, wtedy v = 0V mei i mozna zapisac:

N~ymy~rv-jvint v v m[(viiv m)-iv mtAv}

VmI((VAVmM)-ly~eAV m”~e, (5]

Wektor e; jest wektorem, ktory ma i-ty element rowny jeden, a pozostate elementy roner
zero.
Zbior wektoréw bazowych V m wyznaczamy korzystajac z tzw, procedury AmolditP1
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z —Avj
Fori=1,2,...,j do
hij = vjz
z = 2z- hijVvi
fy+lj = 1I*l|z
vi+1 = z/hj+1J
Poniewaz powyzszy algorytm jest zmodyfikowang procedurg ortogonalizacji

Grama-Schmidta, dlatego tez wyznaczone wektory vj sg ortonormalne, a gérna macierz
Hessenberga H m (rozmiaru m x m), utworzona ze wspotczynnikéw A--, spetnia zaleznosc:

AHmM= VmH m+ hm+i mt>, +i<g (6)
Korzystajac z ortonormalnosci zbioru wektoréw V m mozemy uprosci¢ zaleznos$é (5):
™» PVm(Vj[eAy m)ei
Jezeli przyblizymy V ~e AV m przez eV"'AV'"”, to poszukiwany wektor w przyjmie po-
stac:
to s; iV mtV" AVmei

Korzystajac z ortonormalnosci zbioru wektorbw V m, mozemy przeksztatcié
zaleznos¢ (6):

Hm=VIAVm (@)
Poszukiwane rozwigzanie przyjmie wiec postac:
to Si/?V meHmei

Uzyskane rozwiazanie nadal wymaga obliczania macierzy eksponencjalnej, ale matego
rozmiaru (m - rozmiar podprzestrzeni Krylowa jest duzo mniejszy odn -liczby stanéw
jadanego systemu - w stosowanym algorytmie autorzyprzyjeli m rzedudziesieciu). Do
jgj obliczenia mozemy uzy¢ dowolnej metody polecanej dla matych systemow. Najczesciej
uzywana jest aproksymacja Padego [8], [9].

W powyzszych rozwazaniach opusciliSmy stalg czasowg r. Mozna jg tatwo wstawic
b uzyskanego rozwiazania, poniewaz VI>{AT)Vn = H m, a podprzestrzenie Krylowa
2mazane z A i z At sg identyczne.

) goodsumowujqc, metoda podprzestrzeni Krytowa dla stanéw nieustalonych sprowadza
sig do:

* uzycia procedury Amoldiego do konstrukcji ortonormalnego zbioru wektoréw ba-

zowych V. m i gornej macierzy Hessenberga H m,

* uzycia aproksymacji Padego do obliczenia eH™r,

« obliczenia poszukiwanego wektora prawdopodobienstw stanéw, przyblizonego przez
£V meH"Tel.
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Nalezy podkresli¢, ze jedynym dziataniem zwigzanym z macierzg A (czyli QT)jest
mnozenie macierz xwektor w pierwszej linii drugiego kroku procedury Arnoldiego. Dia-
tego tez metoda ta jest szczegdlnie polecana dla duzych, rzadkich systemdw. Dokladnosé
rozwigzania jest uzalezniona od doboru kroku catkowania i rozmiaru m podprzestrzeni
Krylowa.

Metoda podprzestrzeni Krylowa uzywana jest nie tylko do rozwigzywania powz-
szego problemu (uktad réwnan (2) - gdzie macierz wspotczynnikéw jest duza, rzadkg
macierza). Uzywa sie jej rowniez do rozwigzywania duzych, rzadkich uktadow rownas
liniowych (uktad réwnan (3)), do numerycznego rozwigzywania réwnan parabolicznych,
do rozwigzywania nieliniowych uktaddéw réwnan rézniczkowych. Wiele szczegétow doty-
czacych wykorzystania tej metody do obliczania standw nieustalonych w markowowskich
modelach system6éw komputerowych mozna znalez¢ w [8].

4. Znajdowanie wektora wtasnego macierzy
metodg podprzestrzeni Krylowa

Jezeli wygenerowano macierz tranzycji Q, to poszukiwany wektor prawdopodobiedstw
p, bedacy rozwigzaniem stanu ustalonego rozpatrywanego systemu, otrzymamy po raz
wigzaniu uktadu réwnan liniowych (3).

Macierz Q jest z reguty macierza duzg i rzadka, dlatego tez do rozwigzania ukladu
(3) wygodnie jest stosowaé metody iteracyjne, nie zmieniajagce jej zawartosci i umozliwia-
jace przez to pamietanie jej w formie upakowanej. Jednak powszechnie uzywane metody
iteracyjne - Jacobiego, Gaussa-Seidela czy nadrelaksacji nie gwarantujg w przypadku
macierzy Q zbieznosci i w praktyce sg czesto wolnozbiezne. Dlatego tez przeksztatca sie
uktad (3) do postaci:

W fp =p, gdzie WT=QTAt+1 (]

Macierz | jest macierzg jednostkowg, a wartos¢ Ai iC (maxile,j)“! jest dobrana tak
by W T byla macierzg stochastyczng. Macierz stochastyczna to macierz kwadratowa,
ktérej elementy sa nieujemne, suma elementdw w kazdym wierszu jest rowna jednosci,
a suma elementow w kazdej kolumnie jest dodatnia. Najwieksza warto$¢ bezwzgledna
wartosci wiasnych macierzy stochastycznej jest réwna jednosci i poszukiwanie wektora?
staje sie poszukiwaniem lewego wektora wiasnego, odpowiadajgcego dominujacej wartosci
wiasnej macierzy W T.

Metoda podprzestrzeni Krylowa polega na przeksztatceniu macierzy stochastycznej
W 7 o wymiarze n (n » 1) na macierz H m, 0 znacznie mniejszym wymiarze m, kiorgj
wektor wiasny bedzie przyblizeniem wektora wtasnego macierzy W 1.

Macierz H , ktdra jest gérng macierzg Hessenberga o wymiarze m x m (m - rozmin
podprzestrzeni Krylowa) oraz zbiér wektorow bazowych podprzestrzeni Krylowa Yk
wyznaczamy korzystajac z procedury Arnoldiego, opisanej w poprzednim rozdziale.

Niech w jest wektorem wasnym macierzy |1 m. Mozemy wtedy zapisac:

Hmiv =w
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Korzystajac z réwnania (7) mozemy powyzszg zalezno$¢ przeksztatci¢ do postaci:

VW TVmw = w
WTVmw = Vmw 9)

Zrownan (8) i (9) wynika:
P=Vmw

Wektor wiasny to odpowiadajacy wartosci wiasnej bliskiej jeden dla macierzy H m
znajdujemy metoda ilorazu Raleigha. Wektor ten po pomnozeniu przez macierz V mdaje
namwektor wtasny macierzy W , bedacy rozwigzaniem problemu.

5 Przykiady numeryczne

Algorytmy rozwigzywania stanéw ustalonych w markowowskich modelach systemoéw
komputerowych zostaty zaimplementowane w pakiecie programowym AMOR [1], Algo-
rytmy dotyczace stanow nieustalonych nie sg jeszcze dostepne w postaci gotowego pa-
kietu, ale s juz zaimplementowane, a skutecznos$¢ ich dziatania ilustruje ponizszy przy-
Klad.

Rozpatrujemy parametry pracy sieci przedstawionej na rys. 5. W sieci tej krazy szesciu
klientéw. Liczba stanéw n, jakie moze przyjmowac system z rys. 5, wynosi 16464. Jest
to zarazem rozmiar macierzy Q (n x n). Macierz ta jest wiec bardzo duza, a zarazem
rzadka, gdyz ilos¢ elementoéw niezerowych wynosi 117495 (ilos¢ wszystkich elementéw
wynosi 271063296).

Na podstawie wektora prawdopodobienstw standéw (uzyskanego metodg podprzc-
strzeni Krylowa) mozna obliczy¢ poszukiwane parametry systemu, np.:

- $rednig liczbe klientéw na stanowisku,
e T - przepustowosc,
* £(R) - $redni czas odpowiedzi (czas czekania w kolejce + czas obstugi),
« U- wykorzystanie stanowiska.
Ponizej przedstawiono parametry systemu uzyskane dla:

e stanu ustalonego:

floppy.diak E(n)- 0.036948 T- 1.816174 E(R)» 0.020344 U- 0.036323
hard.disk E(n)- 0.051996 T- 5.085289 E(R)« 0.010225 U- 0.050853
Hain-CPU E(n)* 0.385777 T- 7.264698 E(R)» 0.053103 U« 0.310969
cpul E(n)- 0.214926 T- 7.264698 E(R)* 0.029585 U- 0.181617
join-CPUI  E(n)- 0.170850 T- 7.264698 E(R)- 0.023518 U- 0.148117
cpu2 E(n)- 0.214926 T- 7.264698 E(R)» 0.029585 U* 0.181617
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Rys. 5. Schemat przyktadowego systemu komputerowego
Fig. 5. A sample computer system diagram

join-CPU2 E(n)- 0.170850 T1- 7.264698 E(R)« 0.023518 U* i .148117
cpu3 E(n)= 0.214926 T- 7.264698 E(R)- 0.029585 U= i -181617
join-CPU3 E(n)- 0.170850 7= 7.264698 E(R)= 0.023518 U- 1.148117
terminals E(n)> 5.525279 T« 0.363178 E(R)= 15.213676 U» 1-999996

t = 51

floppy_disk E(n)« 0.190845 T= 8590137 E(R)* 0.022217 U~ 0.171803
hard.disk  E(n)- 0.278990 T* 24.044872 E(R) = 0.011603 U- 0.240449
Main.CPU E(n)» 4.783728 T- 33.798412 E(R)« 0.141537 U= 0.999475

cpul E(n) = 2.876123 T- 33.798412 E(R)= 0.085096 U- 0.844960
join-CPUI  E(n)= 1.907605 T* 33.798412 E(R)= 0.056441 U~ 0.614512
cpu2 E(n)- 2.876123 T- 33.798412 E(R)- 0.085096 U- 0.844960
join~CPU2  E(n)» 1.907605 T= 33.798412 E(R)= 0.056441 U* 0.614512
cpu3 E(n)- 2.876123 T- 33.798412 E(R)* 0.085096 U- 0.844960

join-CPU3 E(n) = 1.907605 T- 33.798412 E(R)= 0.056441 U~ 0.614512
terminals E(n)- 0.746438 1=+ 0.049064 E(R>* 15.213676 U« 0.531742

Mozna tez przedstawi¢ uzyskane wyniki w postaci wykresdw’ zmienno$ci w czasie,
np.: $rednia liczba klientow na terminalach (patrz rys. 6) czy teZ prawdopodobieristw,
ze stanowisko floppy disk jest wolne (patrz rys. 7).
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Rys. 6. Srednia liczba klientéw E(n) na terminalach w poszczegélnych chwilach
czasowych

Fig. 6. Average number of clients E(ti) at terminals in particular moments of time

FO
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fys-1- Prawdopodobienstwo, ze stanowisko floppy disk jest puste, w zaleznosci od i

Fig. 7. Probability that floppy disk is vacant versus time
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6. Podsumowanie

Zaimplementowane algorytmy pokazuja, ze opisane w niniejszym artykule metody roz-
wigzywania markowowskich modeli systeméw komputerowych sg skuteczne, co pokrywa
sie z wnioskami zawartymi w najnowszej literaturze [8], [9]. Zastosowanie metody pod-
przestrzeni Krylowa do rozwigzywania powyzszego problemu jest pomystem stosunkowo
nowym, ale na podstawie jej wysokiej skuteczno$ci mozna przypuszczaé, ze wyprze aa
pozostate metody.

Opisane w niniejszym artykule metody zostang zaimplementowane w postaci gotowego
pakietu, dostepnego w IITiS PAN.
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Abstract

The article describes numerical problems tied with solving Markov models of com-
puter networks. The solution may be reached either for the steady stade or at a specific
moment of time, In both cases it is necessary to find the transition matrix containing the
transition coefficients between particular states. The article describes various transition
matrix generation algorithms (Stewart's method, inverse function method) and compa-
res them (see Fig. 1, 2, 3 and 4). When transition matrix has been generated, system of
equations (2) or (3) (for the transient and steady states respectively) needs to be solved
for the vector of probabilities of the states. The article describes finding the solution with
the use of Krylov subspace method which is suggested to be the best for this kind of
problems. The correctness of the algorithms was illustrated by an example: a network
model from Fig. 5 is solved both for steady and transient states.



