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KOLEJKOWANIE PAKIETOW W WEZLACH SIECI -
MODELE DYFUZYJNE

Streszczenie. Artykut rozpatruje kilka opartych na teorii dyfuzji modeli
szeregowania pakietdw czekajacych na wysianie w kolejce przetacznika sieci. Roz-
patrzono m.in. stosowane obecnie regulaminy z wypychaniem i progowy. Szcze-
gdlng uwage poswiecono analizie standw nieustalonych, pozwalajagcg wyznaczy¢
prawdopodobieAstwo strat pakietdbw przy zmiennym w czasie ich natezeniu.

QUEUEING PACKAGES IN NETWORK NODES -
DIFFUSION MODELS

Summary. The article considers several queueing models based on diffusion
theory and evaluating various algorithms of queueing packages waiting to be
transmitted in a multiplexer buffer. Among others, the models of push-out and
threshold queueing policies are presented. Particular attention was paid to the
transient state analysis giving estimation of cell loss for time-dependent intensity
of cell stream.
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1. Wstep

Przedstawione w artykule modele analizuja prace roznych mechanizmdw szeregowania
pakietdw w przetgczniku (multiplekserze) sieciowym Pakiety przychodza do przetacznika
z roznych kierunkéw i sa kolejkowane w buforach zgodnie z kierunkiem ich dalszego
przestania, rys. 1.

Rys. 1. Model multipleksera
Fig. 1. Multiplexer model

Modele pozwalajg okre$li¢ w przyblizeniu zmienng w funkcji czasu liczbe komoérek
czekajacych na wystanie, a przez to oszacowac réwniez zmienne w czasie prawdopodo-
bienstwo strat komoérek wynikajace z przepetnienia buforéw. Nieregularno$¢ natezenia
strumienia pakietow (komorek) pocigga za sobg konieczno$¢ analizy stanéw nieustalo-
nych. Analiza dziatania multiplekserow ATM jest tez wazna przy projektowaniu me-
chanizméw sterowania natezeniem ruchu, jakie mogg by¢ uwzglednione w projektowanej
sieci.

Model zaktada, ze szybkos$¢ dziatania przetgcznika jest wieksza niz taczy na jego wej-
$ciu i wyjsciu, mozna wiec pomingé w modelu kolejkowanie komérek na wejsciach, przed
ich skierowaniem do odpowiednich portéw wyjsciowych przetgcznika — natomiast wa-
skie gardto uktadu stanowiag kolejki komérek na jego wyjsciu, zgrupowanych juz wedtug
kierunku, w ktérym majg by¢ wystane i oczekujacych na emisje. Danemu kierunkowi
odpowiada jedna kolejka. Ze wzgledu na symetrie opisu, rozwazania mozna ograniczy¢
do jednej kolejki. Do konstrukcji modeli wykorzystano aproksymacje dyfuzyjng. Wpro-
wadzenie do tej aproksymacji zawiera artykut [7] znajdujacy sie w tym samym numerze
Zeszytow Naukowych. Notacja wykorzystana w niniejszym artykule jest w petni zgodna
z wprowadzong w [7], Szerszy opis aproksymacji dyfuzyjnej zawierajg m.in. [16, 9, 5].
Aproksymacja ta jest stosowana gtdwnie z dwu powoddéw: (a) pozwala na przyjecie ogol-
nych zatozeri co do strumienia nadchodzacych pakietéw (nie musi to by¢ strumien Pois-
sona) i co do czasu transmisji (nie musi to by¢ czas opisany rozktadem wyktadniczym,
w szczeg6lnosci moze to by¢ czas staty). Kolejne paragrafy rozpatrujg rézne regulaminy
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szeregowania pakietébw. Rezultaty w nich zebrane byty czesciowo publikowane przez au-
torow w pracach [3, 4, 6]. Najwiecej uwagi poswiecono dwu regulaminom: regulaminowi
progowemu (threshold) i regulaminowi z wypychaniem (push-out), stosowanym obecnie
w sieciach typu ATM i Frame Relay i nalezagcych do tzw. klasy regulaminéw przestrzennie
priorytetowych (space priority). Zaktadamy, Ze istniejg dwie klasy pakietow (komarek) -
klasa pierwsza, priorytetowa i klasa druga o nizszym priorytecie.

2. Przetgcznik z regulaminem progowym

Dziatanie regulaminu progowego kolejki jest nastepujace: jezeli liczba komérek n w
wezle nie przekracza warto$ci progowej Ai, obie klasy komorek (priorytetowa i zwykta) sa
przyjmowane; gdy liczba komoérek przekracza JVj, przyjmowane sg tylko komoérki o wyz-
szym priorytecie, a pozostate sg tracone. Modele opisujgce ten mechanizm wykorzystuja
zwykle tancuchy Markowa [12, 14, 15].

Oznaczmy przez A”), All) intensywno$¢ strumieni komoérek klasy pierwszej i drugiej.
Strumien efektywny, przechodzacy przez wezet ma warto$¢ Atl) -f At2), gdy n » Ni, oraz
Atl), gdy n > N\. Poniewaz efektywny strumien wejsciowy jest zalezny od stanu kolejki,
wykorzystamy model dyfuzyjny z parametrami a(x), /3(x) zaleznymi od warto$ci procesu.
Trzeba odpowiednio dobraé¢ posta¢ a(x) i/?(x), tak by opisywaty one zalezno$¢ strumienia
wejsciowego od kolejki; przyjmiemy tutaj

ftt s I A=AK)+ AD- I dla 0<x < Ni,

P[X) ~ \RB2=A)- p dla Ni <x <N,
afl\ [ = ACN2+ AQCIiJ)S+ pCl dla 0< z < Ni, )
\a 2= A ~ 2+ pCh dla Nx<x<N.

Niech f\{x) i /j(x) oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci prawdopodobienstwa w
przedziatach x £ (0, Ai] i x € [Ni, N). Otrzymujemy

[A>+ AQR)Jpo 1- e*x) dlad<x< 1,

M %) —RBi

X = 1

D+ AP0, oyenia-ti dla 1< x < Nj
fi(Ni)e2l(z~N,) dla Nx<x <N -1

h{x) = PPN r, _ e x] dla N - 1<x<N, é)
Al

gdzie zn = 2A n = 1,2. Prawdopodobienstwa po, pn sg wyznaczone z warunku normali-
an

zacji. Wspotczynnik strat P\ czyli prawdopodobienstwo straty komarki klasy pierwszej,
wyraza sie przez prawdopodobienstwo p s, wspotczynnik ;A3) przez prawdopodobieristwo

P[x > Afjl= i Mx)d + pN.
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Przyktad numeryczny. Zatézmy, ze dtugos¢ bufora wynosi N = 100, a prég ma
warto$¢ Ni = 50. Rozktad tgcznej liczby pakietow obu klas okre$lony rozwigzaniem (2)
i wynikajacy z symulacji podany jest, dla kilku intensywnosci strumieni wejsciowych, w
skali liniowej na rys. 2 i w skali logarytmicznej na rys. 3. Niektore rezultaty sg poréwnane
z wynikami symulacji - byto to mozliwe dla relatywnie duzych wartosci prawdopodo-
bienstw, dla pozostatych czas potrzebnej symulacji przekraczat rozsadne granice. Na rys.
4 zaznaczono prawdopodobienstwo, ze bufor jest peten, oraz prawdopodobienstwo, ze
prog jest przekroczony - to ostatnie poréwnano z prawdopodobienstwami strat komorek
klasy 2 otrzymanymi drogg symulacji (prawdopodobienstwa strat komdrek klasy 1 byty
zbyt mate, by otrzymac je symulacyjnie).

Rys. 2. Rozktad w stanie ustalonym facznej liczby komérek dla parametrow strumienia
wejsciowego A1) = A2 = A= 0.8,0.9; rezultaty modelu dyfuzyjnego i symulacji

Fig. 2. Steady state distribution of the number of cells for traffic densities AM = =
A= 0.9,0.9; diffusion and simulation results

Opisujagc stan nieustalony postuzymy sie ta samg technika co w przypadku sta-
nowiska G/G/I/N, por. [7]. Poniewaz obecnie mamy dwa przedziaty dyfuzji o réznych
parametrach, w stanie nieustalonym istnieje miedzy nimi przeptyw masy prawdopodo-
bienstwa, ktéry zbilansujemy ustawiajac na granicy obu przedziatow, tj. w z = ,
dodatkowg bariere. Rozwazmy dwa oddzielne procesy dyfuzji AG(f), A¢j(f), okreslone od-
powiednio na przedziatach z 6 (o,”1) iz € (Ni,N). W z = 0 jest bariera z czasem
pobytu okreslonym funkcja gestosci lo(t) i powrotami do z = 1. W z = Ni umieszczona
jest bariera absorbujaca proces Xi(t). Oznaczmy przez 7jvi(0 funkcje gestosci prawdo-
podobienstwa, ze proces ATi(i) osigga te bariere w chwili t. Proces jest generowany na
nowo w punkcie x = Ni —e z intensywnoscig g",-«(<)*



Kolejkowanie pakietow w weztach sieci - modele dyfuzyjne 137

Rys. 3. Rozktad w stanie ustalonym #acznej liczby komérek dla parametrow strumienia
wejsciowego A*) = AN = A= 0.1 —0.9; rezultaty modelu dyfuzyjnego i symulacji
przedstawione w skali logarytmicznej

Fig. 3. Steady state distribution of the number of cells for traffic densities A® = ANl =
A= 0.1 —0.9; diffusion and simulation results in logarithmic scale

Proces Afj(t) jest ograniczony od gory barierg w x = N z czasem pobytu o gestosci
/w(<) i powrotami do i = N —1, a od dotu barierg pochtaniajacg w x = N\. Jest
inicjalizowany v/ x = Ni + e z intensywnoscig +,(<). Niech 7/vi(0 oznacza gestos¢
prawdopodobienstwa pochtoniecia procesu X i(t) przez bariere w x —N\. Wspoétzaleznosé
obu proceséw jest opisana rownaniami

m +«0 =tn") > = 7*,(<)>

tj. w kazdej chwili prawdopodobienstwo zakonczenia jednego procesu w barierze w x = Ni
jest réowne prawdopodobiefAstwu rozpoczecia drugiego procesu po drugiej stronie bariery,
w odlegtosci e > 0 (wprowadzonej po to, by unikng¢ natychmiastowego pochtoniecia
procesu przez bariere).

Analogicznie jak w systemie G/G/I/N okreSlamy funkcje gestosci f\(x,t\\V5i),
fi(x,t-\I>2) obu proceséw poprzez superpozycje funkcji gestosci if>i(x,t\x0), <j>i(xt-,X0)
dla proceséw dyfuzji, z ktérych pierwszy jest okreSlony na tym samym przedziale co
proces Xi(t), a drugi na tym samym przedziale co proces (<), lecz oba sg ograniczone
barierami pochtaniajgcymi i konczg sie w momencie dojscia do ktorejkolwiek z nich:
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straty klasy 2, dyfuria -----
straty klasy 2, symulacja ¢
straty klasy 1 dyfuzja ..... .

1le-20
0.3

Rys. 4. Prawdopodobienstwo przekroczenia progu i wypetnienia bufora podane przez mo-
del dyfuzyjny oraz okres$lone przez symulacje prawdopodobienstwo strat klasy 2

jako funkcja intensywnosci strumieni wejsciowych A" = = A= 0.3 —0.9

Fig. 4. Probability that the threshold is attained and that the buffer is full given by
diffusion model; probability of class 2 losses as a function of AM) = AJl= A=
0.3 —0.9, simulation results

fi(x,t\ii>i) = - n)<fr +
Jo
+Jf ONi-c(T)Mx,t-T-,Ni-e)dT, 3)
0
Mx,t\rp2) = <£2{x,t)ip2) + Jf SW_i(r)<k(x,i-'r;fv-DdT +
0
+ [ j(z,t~r\Ni + £)dr. 4)

Jo

Dla wykorzystania tych rozwigzan trzeba okresli¢ gestosci gi(t), (<), Sw,+f(f),
gN-i(t). Rownania bilansujace przeptyw prawdopodobiefAstwa maja obecnie postac

70(0 = Po(0)E() + 7*.0(0+ 4 3i(T)Ii,0(t-1)dT + Jo IM-«(F)7W,to(f - nydr ,

7m (0 (0 + Jo FHCHTUWAL - 1) d 1+ 4y BW-c(NTWI-CW(i- r)dr

7w = pw(0)i(0+ 7*.w(0 + ‘{b SA+*(r )TN, +E v (i- 1)dT+ i) grt-i{r)jN-i,N(t - r)dr ,
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oraz
Si(r)  =jo 70(0,0(r - t)dt, IW,+«(<) =7w,(0.
Sw-i(r) =/~ IW)IN(T - i)d¢ , ONi-.it) =77(0 m  (6)

Roéwnania (5), (s) tworzg uktad o$miu réwnan z oSmioma nieznanymi funkcjami.
Po transformacji Laplace’a tego uktadu sploty funkcji przechodzg w iloczyny transfor-
mat i otrzymujemy uktad liniowy, z ktérego wyznaczamy nieznane transformaty: ffi(s),
9Ni-,{s), gNi+.is), 9n-i{s), 70(s), 7w(a), 7IVi—W> Tw,+c(a)> wyrazajac je poprzez znane
nam transformaty: 7v.,.0(a), 7fcJViCO> 7i,0(s), 7iti(-s)> 7Tw,-<,0(s), 7W,-«,w, W, 7*.wi(-s),
77w (s), TNi+«Wi@)> 7/M+«,w(s)> W -i,/v,(j), 7JV-i,w(j) okreslone przez réwnania typu
bilansowe, podobne jak w przypadku stanowiska G/G/I/N, por. [7]. W ten spos6b uzy-
skujemy funkcje oi(s), sv,-t(s), ffw,+c(i), IN-i(s) i wykorzystujemy je do okre$lenia
transformat gestosci (3), (4). Oryginaty funkcji /j(z, © fi{x, i; t)2) otrzymujemy na-
stepnie numerycznie, [17, 19]. Funkcja gestosci catego procesu to

dla o < x <Ni,
dla Ni <x <N .

Podobnie mozemy postapi¢ w przypadku wiekszej liczby przedziatéw o réznych warto-
$ciach parametréow dyfuzji, oddzielonych od siebie barierami podobnymi do tej, kt6ra
ustawilismy w x = N\,

Dla okreslenia liczby komorek poszczegélnych klas trzeba rozwazy¢ sktad strumienia
wejsciowego i wyjsciowego. Oznaczmy przez pW (i) prawdopodobienistwo, ze nadchodzgca
w chwili i komdrka nalezy do klasy i:

O]
gdzie
A ) = Al - PN, A(<) = A>@W[I - pn>NI (9] (s)

1 Pn>Nt (i) jest prawdopodobiefAstwem, ze bufor jest niedostepny dla komérek drugiej klasy.
Sproébujmy opisa¢ wzajemne zaleznosSci komérek obu klas, a nastepnie rozpatrzmy kazda
klase niezaleznie. Znamy rozktad liczby n(i) komdrek obu klas tgcznie obecnych w buforze
w chwili f. Niech i/(t), 0 < ~(i) < n oznacza liczbe komorek klasy pierwszej zebranych na
koncu bufora, za ostatnig komorka klasy drugiej, widziang przez przybywajaca w chwili t
nastepng komdarke klasy drugiej. Czas obstugi jest réwny jednostce czasu, wiec efektywny
czas obstugi dla komorek klasy drugiej, jezeli pominiemy obecnos¢ klasy pierwszej, wynosi
1-pv. Niech sposrod n komoérek w buforze n~{t) nalezy do klasy drugiej:

IW 2
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gdzie
T
7i("0! ~rn>1>0,
0 w przeciwnym przypadku,
jezeli = 0, to P(v —i\n) = £bngdzie jest symbolem Kroneckera. OkresSlmy
prawdopodobienstwo u = i gdy n(t) —n, dla wszystkich mozliwych wartosci n”:
miu{n-t,Ni-1}
Plu=iln<)=n = (1-p@)En+ E |n] P[i/ =1i]|n,n
nW=i

min{n—.Afj —1}

(i-pWSin+ E  C-irip@ (i- pWnw  (io)

n()=1

oraz rozktad v
N ming/—t,/Vi—1}
pPw=4 = (1-p@)P[n(0=i+E-P[n(0=" E N-7-1P@n(I - (11
1=0 m=1
Mozemy teraz okre$li¢ wartos¢ $rednig i wspotczynnik zmienno$ci zmiennej losowej B (P
przedstawiajacej efektywny czas obstugi komorek klasy drugiej, BM\i) = 1+ v(t):

Ptpmll - 1, prwot r@m_ 43 AW,,J*-)]\{rViQa] 2, H%(

Wspotczynnik Cg* jest dany réwnaniem (12); Cg” mozemy okresli¢ w podobny sposob,
sg okreslone na podstawie strumieni wejsciowych.

Zmiany intensywnosci strumieni wejsciowych w chwili t maja wptyw na strumien
wyjsciowy z op6znieniem n(t), a na efektywny czas obstugi klientow klasy drugiej z op6z-
nieniem + n(t) —v(t)). Sktad konca kolejki (liczba v(t)) zalezy nie tylko od sktadu
strumienia p(f) w chwili i, ale od jego przebiegu od chwili nadejscia ostatniej komarki
klasy drugiej i trudno w prosty sposéb okresli¢ op6znienie, z jakim p(t) wptywa na u(t).
Przyjeto tutaj w przyblizeniu, ze jest to warto$¢ n(4)/2. Pozwala to uwzgledni¢ wptyw
nagtych zmian intensywnosci klasy 2.

Charakterystyka strumienia wyjsciowego jest w przyblizeniu okre$lona, tak jak w
przypadku stanowiska G /G /1, r6wnaniem, ktorego tutaj uzyjemy dla kazdej klasy osobno

d~(x) = g"b(x) + (1 —Q7)cS\x) * b (x) , (13)

i ktére okresla warto$¢ Srednig i wspétczynnik zmiennosci Cgl odstepdéw czasu miedzy
komérkami klasy (i) opuszczajacych stanowisko:

Ctf=CER(I- M)+B ¢ f +pa(l- (,»). (14)

Rozwigzanie (3), (4) dla stanu nieustalonego zaktada state w czasie parametry dyfuzji.
Zatozenie to mozna obej$¢ przy zatozeniu, ze parametry a i /? majg statg wartos¢ w
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krétkich przedziatach czasu, uzywajac rozwigzania na koncu przedziatu | jako warunku
poczatkowego (funkcje />, dla rozwigzania w przedziale / + 1).

Przyktad numeryczny. Przyjmijmy wartosci liczbowe: w przedziale i S [0,100]
strumien komarek priorytetowych ma intensywnos$¢ = 2 komorki na jednostke czasu,
a strumien komorek o nizszym priorytecie ma intensywnos¢ AMl = 1; dla t > 100 maleje
strumien komorek priorytetowych, A?l = 0.6667; AQJ! = 1 pozostaje bez zmian. Czas
obstugi jest staty i rédwny jednostce czasu. Diugos$é bufora wynosi N = 100, wartosé
progu zmienia si¢ od Ni = 50 do Ni = 90. Warto$¢ parametru e w réwnaniach (3)-(5),
wybrano jako e = 0.1.

Rysunki 5, 6 przedstawiajg rozktad liczby komérek w buforze w wybranych momen-
tach czasu, okres$lony aproksymacja dyfuzyjng i symulacjg. Dla zachowania czytelnosci
rezultaty obu metod, bardzo zblizone do siebie, przedstawiono na oddzielnych wykresach.
Przy korcu drugiego z rozwazanych okreséw (t = 400,500, 600) rozktad osigga wartos¢
ustalong. Narys. 7, 8 przedstawiono $rednig liczbe komoérek w buforze jako funkcje czasu.
W pierwszym okresie (poczatkowe 100 jednostek czasu) widoczne jest bardzo duze zatto-
czenie systemu: bufor zapetnia sie szybko; w drugim okresie zattoczenie jest rowniez duze,
prawdopodobienstwo przekroczenia progu (i strat komorek o obnizonym priorytecie) jest
ok. 0.7, ale zgodnie z politykg podziatu bufora prawdopodobienstwo strat komorek prio-
rytetowych pozostaje niewielkie - rys. 9,10. Warto$¢ progu Ni jest parametrem przed-
stawionych wykreséw. W rozwazanym przypadku, gdy Ni wzrasta, wzrasta tez warto$¢
$rednia komdrek o obnizonym priorytecie: majg wiecej miejsca w buforze i w warunkach
duzego zattoczenia wypetniajg je. Wzrasta tez liczba komoérek priorytetowych: poniewaz
jest wiecej komdrek klasy drugiej, komorki priorytetowe muszg dtuzej czeka¢ w kolejce.

Rysunek 11 przedstawia $rednig liczbe komérek w rozbiciu na klasy, obliczonych zgod-
nie z rownaniami (7)—12) i opisang wyzej metodyka. Zatgczono tez rezultaty symulacji.
Jak widaé, w koncowym okresie, gdy system dazy do stanu ustalonego, warto$¢ Srednia
komoérek klasy drugiej jest zanizona przez model dyfuzyjny (wynika to z zawyzenia praw-
dopodobienstwa strat komdrek tej klasy, jak to przedtawia rys. 10), jednakze dynamika
zmian liczby komorek obu klas jest przewidziana przez model poprawnie. Wida¢, jak w
poczatkowym okresie liczba komdrek obu klas ro$nie, potem, po przekroczeniu progu,
zaczyna ubywaé komorek o nizszym priorytecie, ktdre nie sg wpuszczane do bufora, i
wreszcie, gdy natezenie strumienia spada i kolejka zaczyna sie stabilizowaé, ustala sie
proporcja pomiedzy liczbg komaérek obu klas obecnych w buforze.

3. Przetagcznik z regulaminem z wypychaniem (Push-Out)

Drugim z najczesciej branych pod uwage regulamindw jest tzw. przestrzenny algorytm
z wypychaniem (push-out spa.ce algorithm). Niech oznaczaja liczbe pakietow
klasy pierwszej i drugiej obecnych w wezle, a N maksymalna liczbe pakietéw, ktore
bufor w pamieci wezta moze zapamigtaé¢. Dop6ki liczba pakietéw obu klas nie przekracza
pojemnosci bufora, czyli dopdki n = A N, zgtoszenia obstugiwane sg zgodnie z
regulaminem naturalnym, jezeli natomiast wszystkie miejsca w buforze sg juz zajete, nowo
nadchodzace zgtoszenia klasy drugiej nie sa zauwazane i ging, zgtoszenia klasy pierwszej
wyszukujg w buforze zgtoszenia klasy nizszej i wpisujg sie na ich miejsce, niszczac te
ostatnie; jezeli w buforze sg juz tylko zgtoszenia klasy pierwszej, to nowe pakiety tej
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Rys. 5. Rozktad liczby komorek obu klas tgcznie w buforze dla r6znych momentéw czasu
t = 25—500; rozmiar bufora N = 100, warto$¢ progu N\ = 50; rezultaty symulacji

Fig. 5. Dlstrlbutlon of the number of all cells in the buffer for several time moments
= 25 —500; buffer size N — 100, threshold = 50; simulation results

klasy przepadaja.

W okresach, gdy kolejka nie jest zapetniona, zachowanie sie wezta mozna opisywac
modelem G/G/I/N dla dwu klas klientdw. Tylko w okresie zattoczenia niektdrzy klienci
sg gubieni. Obliczmy efektywne przepustowosci stanowiska za pomoca nastepujgcego ite-
racyjnego algorytmu:

— Niech oznacza wspotczynnik nadejs¢ klientow klasy k w j-tej iteracji. Przyj-
mijmy A™ = ACS, * = 12,

— W okresach pracy, gdy zgtoszenia nie sg gubione, stosujgc model G/G/1/N obliczamy
funkcje /(z), po, Pat, por. [7]. Funkcja f(x) przybliza rozktad p(n) liczby pakietéw obu
klas tacznie.

— Proces wchodzi w okres zattoczenia z prawdopodobienstwem p(N). Rozktad warun-
kowy liczby klientéw klasy k, obliczony przy pominieciu mechanizmu wypychania, to

(15)

Czas pobytu w barierze w x = N ma funkcje gestosci

ri AW AW
6 ~ “ A»bl+ AWW 6 ~ + A”bl + AJ)bl 6~
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Rys. 6. Rozktad liczby komoérek obu klas tgcznie w buforze dla réznych momentéw czasu
t = 25 —500; rozmiar bufora N = 100, warto$¢ progu Ni = 50; rezultaty aprok-
symacji dyfuzyjnej

Fig. 6. Distribution of the number of all cells, in the buffer for several time moments
i = 25 —500; buffer size N = 100, threshold N\ = 50; diffusion results

Wezmy teraz pod uwage strategie wypychania. Jezeli przyblizymy strumien wejsciowy
pierwszej klasy klientow w okresie przepetnienia strumieniem Poissona z parametrem
AO), to prawdopodobieistwo przybycia n klientow klasy pierwszej w czasie jednego okresu
przepetnienia wyrazimy jako

Pn*d(n)zjg p—— exp-M“1QIx b(x)dx , n=20,I,....

Jezeli czas obstugi jest staty, b(x) = A(x —1//z), to

__(A(]T]V\!I/x)n T I

Pnad(”) exp

i prawdopodobienstwo n wypchnie¢ wynosi

Pwyp<(n) = Pn»d(u) JC P<Q(n(2)|Ar) +P (2)(nI")Z P~ (0-
na=n+| isn

Pierwsza suma odpowiada sytuacji, gdy byto doktadnie n nadej$¢ i co najmniej n + 1
klientéw klasy drugiej, ktérzy mogli by¢ wypchnieci. Druga suma odpowiada sytuacji,
gdy w kolejce jest n klientdw drugiej klasy i nadeszto co najmniej n klientdw pierwszej
klasy.
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Rys. 7. Srednia liczba komérek jako funkcja czasu; warto$é progu N\ = 50,60,70,80,90
wystepuje jako parametr; wyniki symulacji

Fig. 7. Mean number of cells as a function of time, parametrized by the value Ni =
50,60,70,80,90 of the threshold, simulation results

Jezeli strumien wejsciowy zadan pierwszej klasy nie jest poissonowski, musimy znac
gestos¢ aW (x) lub dystrybuante AW(x) czaséw miedzy zgtoszeniami tej klasy, by okresli¢
prawdopodobieAstwo n nadejsc:

PRAd() = £ 6(x) 4 awsn(2)[l —A(D)(x - t\dtdx,

gdzie * N oznacza operacje n-krotnego splotu.
W systemie G/G/I/N zadania obu klas nadchodzace w okresie peinej kolejki sg tra-
cone i efektywna przepustowos¢ stacji to

*2L = - PP = A2d - pn)* (i6)
Przyjety regulamin kolejki sprawia, ze A~kt ro$nie, a A, maleje:
ArfL = x(1)(1 ~ Pn) +PjvA(l)c, A'Jkt = AL - pN) - pNALE, (17)

gdzie e jest prawdopodobiefAstwem, ze klient klasy pierwszej, ktdry nadszedt w okresie
przepetnienia kolejki, moze usuna¢ z niej klienta klasy drugiej — jest to stosunek $redniej
liczby wypchnieé do $redniej liczby nadejsé:

= ELIPWW N)[EL-QL»Pn«i(0 + k PnaS(i) ]

ELi*iw (*) (18)
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Rys. 8. Srednia liczba komérek jako funkcja czasu; warto$é progu Ni = 50,60,70,80,90
wystepuje jako parametr; wyniki aproksymacji dyfuzyjnej

Fig. 8. Mean number of cells as a function of time, parametrized by the value Ni =
50,60,70,80,90 of the threshold, diffusion results

W przypadku statego czasu obstugi mianownikiem tego utamka jest
c \nyfc) = AQ)/p = ]

Obliczamy nowe przepustowosci

AWIf+H = AQ) + — ADe, A<WHI>= As>- ,
1- PN 1~PN
— Obliczamy ponownie wartosci f[x), po, Pn wykorzystujagc model G/G /1/N ; iterujemy
tak dtugo, dopdki nie osiggniemy punktu statego, tzn. dopoki wyrazenie £ 21 |AM'+11—
Ab)bl| nie stanie sie mniejsze niz dowolnie wybrana stata.
W praktyce zbiezno$¢ algorytmu osigga sie po kilku iteracjach.
Wzgledne straty zadan obliczamy jako

ra A ¢ 1N (2) _ “ wefekt i (inN

1 . b A1 £)s — W = = pn 1+ aw £) - {19)

Rys. 12 przedstawia podstawowy wynik obliczen modelowych: zalezno$¢ strat L "\
LW pierwszej i drugiej klasy pakietow od rozmiaru bufora N, intensywnosci nadchodze-

nia zgtoszen A”l, A<2>oraz wariancji strumienia wejsciowego (parametr CjI*). Zwré¢my
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Rys. 9. Prawdopodobieristwo, ze bufor o dlugosci N = 100 jest peten oraz ze prog jest
przekroczony jako funkcja czasu; wartos¢ progu Ni = 50,60, 70,80,90 wystepuje
jako parametr; wyniki symulacji

Fig. 9. Probability that the buffer of length N = 100 is full (priority cells are lost) and
that the threshold is exceeded (ordinary cells are lost) sis a function of time,
parametrized by the threshold value Ai = 50,60,70,80,90; simulation results

uwage, ze wartosci sq przedstawione w skali logarytmicznej. Czasy obstugi sa
state, = /A3*= 1

W analizie stanéw nieustalonych zaktadamy, ze 0$ czasu jest podzielona na odcinki
Ti, Tj, ..., Ti, ... ,odpowiadajgce r6znego typu ruchowi; parametry dyfuzji or;, /?; pozo-
stajg stale w ciggu czasu Ti i zmieniajg sie skokowo przy przejsciu do nastepnego odcinka.
Ponadto czas jest podzielony na mate, w stosunku do przedziatéw Ti, odcinki At. We-
whnatrz kazdego z nich wykorzystujemy rozwigzanie dla stanu nieustalonego w systemie
G/G/I/N, i korygujemy je na koncu odcinka Ai zgodnie z przedyskutowanym powyzej
iteracyjnym algorytmem, uwzgledniajacym mechanizm wypychania.

4. Przetacznik z regulaminem biorgcym pod uwage rozmiar
pakietu

Pakiety moga mie¢ r6zng dtugosc: sktadajg sie z pewnej liczby (od 1 do K) blokdw
o ustalonym rozmiarze. Pojemnos$¢ bufora N jest okreslona liczbg blokow, ktére moze
pomiesci¢. Transmisja (i zwalnianie miejsca w buforze) odbywa sie blok po bloku. Gdy
bufor jest bliski zapetnienia, przyjmowane sg tylko te pakiety, w ktérych liczba blokéw nie
przekracza liczby wolnych miejsc. Zatozymy, ze proces dyfuzji reprezentuje liczbe blokéw
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VTN

Prawdopodobieristwo pf»kroc2*nla progu

bufor zapetniony. Nt *50 ------
prog przekroczony, N1*50 — e
bufor zapetniony, N1*60 ——
prog przekroczony, Ni=60 -
bufor zapetniony, Ni=70 ...
prog przekroczony, N 1»70
bufor zapetniony. NI1=60 ------
prog przekroczony, N1 =60 ------
bufor zapetniony, N1=90 ------
prog przekroczony. N1*90 ------

Prawdopodobieristwo zapetnienia bufora

Rys. 10.Prawdopodobienstwo, ze bufor o dtugosci N — 100 jest peten i ze prog jest
przekroczony jako funkcja czasu; warto$¢ progu Ni = 50,60,70,80,90 wystepuje
jako parametr; wyniki aproksymacji dyfuzyjnej

Fig. 10.Probability that the buffer of length N = 100 is full (priority cells are lost) and
that the threshold is exceeded (ordinary cells are lost) as a function of time,
parametrized by the threshold value Ni —50,60,70,80,90; diffusion results

w buforze. Kazdemu rozmiarowi pakietu przyporzadkujmy inng klase zadan: klasa k,
k = 1,2,...,K charakteryzuje sie nadejSciem grupy k zadan. W przypadku grupowych
zgtoszen jednej klasy klientow parametry dyfuzji wybiera sie jako i3 = \vg —p, a =
Avg[C\ + Cg) + pCg, gdzie vg jest srednig licznoScig grupy, a Cg jest wspdtczynnikiem
zmiennosci rozktadu liczby klientéw w grupie. W naszym przypadku, dla danej klasy Kk,
liczba zadan w grupie jest stata i wynosi k: /W = k, CW = 0. Parametry tacznego
strumienia wejSciowego sg wiec dla strumienia klientow wielu klas:

kC\ €o)

k=l AW AM uW

gdzie AM = A(*]I°], a intensywnos$ci A®M biorg pod uwage straty zwigzane z od-
rzucaniem pakietéw, ktére nie moga sie juz zmiesci¢ w buforze i sg wynikiem osiagnie-
cia punktu statego nastepujacej iteracji. Wybieramy wartosci poczagtkowe AW = AN,
obliczamy parametry (20), otrzymujemy rozktad liczby blokéw w buforze zgodnie z mo-
delem G/G/I/N, obliczamy prawdopodobiefAstwo odrzucenia pakietow 1 blokowych jako

PN i przymujemy A«w = A«M(1 —ps), prawdopodobienstwo odrzucenia pakietow
2-blokowych jako pn+ p{N —1) czyli AI3lJI = AUJIII[I —pn~ p[N —1)] i tak podobnie az
do AI*W] = [1—ps —p{N —1) —.. ,—p(N —K + 1)]. Dla nowych warto$ci strumieni

wejsciowych obliczamy rozktad liczby blokéw, korzystajac juz z modelu o parametrach
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Rys. 11. Srednia liczba komérek klasy pierwszej i drugiej jako funkcja czasu
Fig. 11. Mean value of class 1 and class 2 cells as a function of time

zmiennych w funkcji wartosci procesu, przyjmujac, ze dla x < K uwzgledniamy w pa-
rametrach dyfuzji wszystkie klasy klientow, a dla N —k —1 < x < x —k uwgledniamy
klasy od pierwszej do ¢-tej.

Model mozemy tatwo rozbudowac, przyjmujac, ze istnieje klasa pierwsza o wyzszym i
tasa druga nizszym priorytecie, a kazda z nich sktada sie z K podklas zawierajgcych pa-
kiety r6znego rozmiaru, a nastepnie wprowadzajac algorytm progowy lub z wypychaniem
dla klas o wyzszym i nizszym priorytecie.

5. Przelgcznik synchroniczny

Ponizszy model bierze pod uwage nastepujacy rytm pracy przetgcznika: pakiety nie
sg wysytane w dowolnym momencie, lecz w sposéb synchroniczny, co ustalony kwant
(time-slot) czasu. Zatézmy, ze pakiety sg przechowywane w buforze o diugosci N, sa
wysytane co okres T; maksymalna liczba wystanych jednorazowo pakietdw wynosi r.

Proces dyfuzji okreslony na przedziale x g (0,N) i rozpatrywany w okresie [0, T]
pozwala okre$li¢ zawarto$¢ bufora. Rozparujemy proces opisujacy akumulacje nadcho-
dzacych zgtoszen, a wiec o parametrach 0 = A a = XC\. W punkciei = N umieszczona
jest bariera pochtaniajgca: gdy proces osiagnie warto$¢ x = N, zachowuje jg do konca
okresu [0,T]. Poniewaz proces ro$nie (0 > 0), zaniedbujemy dla uproszczenia granice w
x = 0. Jezeli proces rozpoczyna sie w punkcie x —0, to jego funkcja gestosci p(x,t;0,N)
(zanaczmy w spos6b jawny, w postaci argumentow funkcji, nie tylko punkt poczatkowy,
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Rys. 12. PrawdopodobieAstwa utraty pakietdw LW
Fig. 12. Probability £ (1), L(2) of package loss
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ale i miejsce bariery pochtaniajgcej) ma postac:
20N  {x-2N- Pt)7

X, t\0,N) = 1 —ex . 21
P ) VI2al7i exp Vv 27hr~, P 2ai (21)

a gestos¢ g(t) osiggniecia w chwili t bariery w x = N to

J .-',"W n i (N- pty 62)
~-¢tL * X'iyQd*=v N exp{~ 2at

Obliczamy prawdopodobienstwo, ze na koncu przedziatu T proces ma warto$¢ N

p(N.T) = f g(t)dt. (29)

o

Opiszmy teraz zachowanie sie multipleksera w kolejnych odcinkach czasu Ti,i =

1,2,— Na poczatku kazdego odcinka zerujemy czas procesu: t = 0. Jezeli liczba pa-

kietbw ni na koncu odcinka T) jest n > r, to na poczatku nastepnego okresu liczba
pakietébw wynosi n- —r; w przeciwnym przypadku (n; < r) jest zerowa.

W modelu dyfuzyjnym opiszemy to przyjmujac, ze warunki poczatkowe i>+1(x) pro-
cesu dyfuzji w przedziale czasu Tf+i sg nastepujace:

P\V = j f(x, TA\N)dx,
' {y +riTxxI>\N) dla 0<y<N-r
w (V1 ~ \ 0 dla N -r<y<N,

a wiec, jesli na koncu przedziatu T) warto$¢ procesu jest wieksza niz r, Xxt> r, cofamy
na poczatku nastepnego okresu proces do pozycji Zgtl = z) —r, ajezeli z)< r, cofamy
proces do zera.

Mozemy przepisa¢ réwnania (21), (22) dla okresu (i + 1) bioragc pod uwage warunki
poczatkowe. Gestos¢ procesu to

Fi+10x,f,41+\N)= [ Vp(x-i,<;0,N -0V -i+1(0 7. (24)

a prawdopodobienistwo, ze proces rozpoczety w chwili t = 0 w punkcie x = f dojdzie do
bariery w x = N w czasie i, jest okreslone jako

a dla catego procesu, biorgc pod uwage rozktad punktu poczatkowego,

gif\t) = Jio" gi+1(tUW +I(m m (26)

Prawdopodobienstwo, ze na koiAcu okresu wartos¢ procesu wynosi N (bufor jest zapet-
niony) obliczamy zgodnie z rGwnaniem (23).

Przy analizie stanow nieustalonych prowadzimy obliczenia dla interesujgcego nas prze-
dziatu czasu, podzielonego na odcinki T. Parametry procesu muszg by¢ state wewnatrz
tych odcinkéw lub mozemy je podzieli¢ na odpowiednig liczbe podprzedziatow.

Jezeli parametry procesu nie zalezg od czasu i interesuje nas stan ustalony, to prowa-
dzimy obliczenia az do osiagniecia zbiezno$ci f'+1(x,T\\f>+1,N) ss f'(x,T\iJ)",N), gdy
i —*o00.
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6. Przetagcznik multimedialny

Rozwazmy model statystycznego przetgcznika w sieci o zintegrowanych ustugach,
$wiadczacych dwa typy ustug - szerokopasmowe (wideband, WB) i waskopasmowe (nar-
rowband, NB). Ustugi WB wymagajg przydziatu 6 kanatéw obstugi kazdemu klientowi,
ustugi NB wymagajg przyznania jednego kanatu,

Istnieje rj6 kanatéw przeznaczonych dla klientéw WB i r2 kanatéw dla klientdw NB.
Ogélna liczba kanatow obu typéw wynosi wiec ri6-f r2. Klienci obu typow sg przechowy-
wani w dwu buforach: o pojemnosci Ni dla klientbw WB i o pojemnosci Nj dla klientéw
NB. Klienciprzychodzacy do petnego bufora sg gubieni. Jezeli na kofcu przedziatu czaso-
wego, W momencie wysytania pakietow, sa niewykorzystane kanaty klientow WB, moga
by¢ one przydzielone klientom NB. Podobnie jak w modelu opisanym w poprzednim
paragrafie, pakiety sg wysytane w spos6b synchroniczny, co staty przedziat czasowy.

Wykorzystamy tu model przetgcznika synchronicznego przedstawiony w poprzednim
paragrafie. Niech Ni oznacza rozmiar bufora dla klientow pierwszej klasy {WB), a Aj
rozmiar bufora dla klientéw drugiej klasy {NB). Liczba klientéw obstuzonych w czasie
jednego okresu to ri i r2.

Zatdzmy dwa procesy dyfuzji Xi{t), Xi{t). Proces Xi{t) jest taki sam jak w poprzed-
nim modelu, tyle ze kazdy klient klasy pierwszej wymaga b kanatéw obstugi; przyjmiemy
wiec

Pl = b\i, Qi = b\C]A.

Proces Xi{t) jest uzalezniony od ATi(f). Zalezno$¢ te mozemy wyrazi¢ okre$lajgc warunek
poczatkowy procesu Xj{t): dla okresu (i+ 1) funkcja gestosci poczatkowej 02+1 ma postaé

oraz
' Patl dla y=°
[2(y + ri + 12, TVAXA M2)[1- Y, Pi(ri- n)]
n=0
dla 0<y<Ni- (r2+r2),
VAiL(y) = e

[ f2y+ri+j, T\ti,Ni)[I - £EPi(ri-n)\dj
JO n=0
dla Ni- (ri +r2) <y<N2-r2

0 dla Ni —r2<y < N;j.
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7. Wnioski

Przedstawione w artykule modyfikacje metody aproksymacji dyfuzyjnej wskazuja, ze
metode te mozna dostosowa¢ do opisu dziatania i oceny efektywnos$ci przetgcznika sie-
ciowego, uzyskujac w szczego6lnosci rezultaty dotyczace stanéw nieustalonych, trudne do
osiggniecia innymi metodami teorii kolejek.
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Abstract

The article considers several queueing models based on diffusion theory and evalu-
ating various algorithms of queueing packages waiting to be transmitted in a multiplexer
buffer. Special attention is paid to the models of push-out and threshold queueing policies
applied in ATM and FR multiplexers. We revisit their performance models with the use
of diffusion approximation adopting our previously developed method of transient state
analysis and extending it to the case of state-dependent input. This kind of approach
gives us an inside look upon the transient behaviour of the traffic. The dynamics of the
traffic is displayed and the influence of both mechanisms on the traffic characteristics ap-
pears as a function of time. General cell interarrival times and the burstiness of the traffic
are represented in a natural way in these models. The diffusion method is a second-order
approximation and thus has certain superiority upon the fluid approximation.

The models give the characteristics of the output streams, hence they can be easily
implemented in a general queueing network model. They may be applied cases of very
small losses which are difficult to study by simulation. Some numerical examples are
presented and discussed.

The results confirm the authors’ conviction that the diffusion approximation is a useful
tool to solve queueing models, in spite of some drawbacks (the method errors are not
negligible and, when transient states are considered, the time needed to develop necessary
software, to overcome related numerical problems and to perform calculations increases
significantly with the complexity of models). The advantage of diffusion approximation
lies in its flexibility to be adapted to various queueing disciplines, in its ease to develop
queueing network models and to include customer classes with general interarrival and
service time distributions and, especially, in its possibilities to deal with transient states.



