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PREDKQSC ROZCHODZENIA SIE 1 WSPOLCZYNNIK POCHEANIANIA
PODLUZNYCH FAL SPREZYSTYCH W OSKRODKU DWUFAZOWYM

Streszczenie. W pracy tej wyliczono prgdkoéé rozchodzenia
sie i wspotczynnik pochdaniania fal po +u23ych, pkaskich,
thumionych, rozchodzacych sie w osrodkach dwufazowych w
oparciu o rownania fal sprezystych wyprowadzonych w [3lLo-
raz_rozpatrzono sens Ffizykalny rozwiazan i porownano je z
wynikami otrzymanymi przez Innych autoréw.

1 Rozwigzanie réwnan falowych

Roéwnania fal

podtuznych w [3] majg postac:

=AM X+ 2/i- 1L X+ 22")I™ § « £ >, - f2>

@

n - porowatosc¢
- state Lame"go,

k™ - wspotczynnik filtracji,

N2 ~ gestosc¢ cieczy,
g - przyspieszenie ziemskie,
p - cisnienie hydrostatyczne cieczy,

k2 - objetosciowy modut Scisliwosci cieczy.

Po wyrugowaniu
trzymano

p oraz wprowadzeniu oznaczenia i+ 2%, aM ,/}+ 2~*= N, O-

(2)
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Przyjmujac, ze rozchodzace sie fale sag plaskie, thumione, a wiec:

7™ = Al ei(Uuit +s)

™2 = A2 ei(cot +sX)

gdzie
AN, Ag - amplitudy fal w poszczeg6lnych osrodkach,
u> - czestotliwos¢ kotowa drgan,
t - czas,
X - wychylenie,
s - zespolona liczba falowa =* + 1iq,
q - wspotczynnik pochdaniania,
c - predkos¢ rozchodzenia sie fali.

Po podstawieniu wyrazeh na ~ 1”7 w réwnania (2) przy réwnoczesnym  u-
proszczenlu przez czynnik e "° +s  jest:

- Al a,co2 = - (@A-n) M - 1 NAL s2 + ialK(Al - Ag)

€))
- Agco2 * e kg u Ag g « iICOK(A™ = Ag)

Rugujac z tych rownan A" i1 Ag wyrazenie przybierze nastepujacg postac:
A-nNDM - i Nkg n s4 k2n + 1 K)a2JcO o
+ 1aJkKM(-n)M - iH) + nkgj s2 + leo™K(d + dg)+d™ dgco4 = 0 (&)

W celu krotszego zapisu tego réwnania wprowadzono nastepujace oznaczenia:

A = (1-n)n kgM B =(-n)n kgH
D = d*kg + (1-n)M dg E =(-n)N dg
F=-nNM+n kg G =(@-n)H
H* o +dg I *d* =« dg
stad*
(A - iB)s4 - [ (D - iE)ct>2 + ico K(F - iG)] s2 + ico3 KH + Luj4 « 0 (5)

Poniewaz jest to réwnanie dwukwadratowe, wiec najprzéd rozwigzano je ze
wzgledu na s™,
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Wramik tegp rdvenia badzie:
£0 - iBU2 + 10KE - IR - 44 - BY(@5H + LukA)
Stak:
2. _G-BRA+IdE-DO +

1, —— 2W~E£% r————t—

+Y%¢-M+W SOk 46 - BEH+ 1B~

® - B2 + icokK(F - |G)

A 20 -.ITBT
fE- + 10jK(F - i6)] (i - 2tA-IB)jIKH + U o0 jj]
, 1 \a AKCF-iOFf")

Takie przyblizone rozwigzanie mozna napisac, gdyz zawsze

4(A - IB) (iKH + tO)}aB |~y
[© - iEXo02 + 1goK(F - iG)]2 |

Dla dolnego znaku (minusa) otrzymano:

2 U (iKH + Hoy2
8 *((B"- I!Ycu+ 1KIP - iG)

W dalszym ciggu specjalizowano to wyrazenie ze wzgledu na wzajemng zalez-
nos¢ miedzy K ico tzn. dla K>ouil K<u) , iznaczej mowigc dla niskich 1
wysokich czestotliwosci,

1. Jezeli wowczas
2= (fH+looui2 - 02 §_ [ IgoH  ,
KE19[1 +
wHE wDG,, Iu)EG,, .W2P luj2 ET
+T -7 -ryrH+T77H+-"?215L — 77
. 1032 DG o2 EG TIl
+—¢ZF7L-p-FF D

Wielkosci F 1 D sg tego samego rzedu oraz E i G sg tego samego rzedu a
stosunek drugich do pierwszych jest wielkoscig makg. Dla réznych dat wiel-
koS¢ ta jest rézna a jej rzad waha sie w zakresie 10“” - 101 fi] . Oprocz
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tego trzeba wzigé pod uwage zatozenie * N 1, wiec wyrazenia, w Kktérych

wystepuja iloczyny y lub jri ! lub ich kwadraty mozna zaniedba¢, Po tym
uproszczeniu otrzymano:

a = - ij_+' P + EF/D - h‘” (8)

skad :
0J
3= — +tigj=yyiirm*2p+2r ~r¥
Sy @-nW+kjN \[ @-n) (T +2/k) + k2n
d1+d2 tn,Nln p2 (O]
I G, 1D L,¢l . 1 N\ (f-n)(A+2/* .
JCF " H ~J +2C7jn-nTIA+V« )& nk, Y-

-Mn[—n) 9 1 k2 + nO+ + Z* )P\
Jn) G2 + nk2) 2"(1-n)N + nNjJI*

(10)

2. Dla K"¢0z (@) wynika

2 (iKH + Lco)<0 , N (IKH + Leo)

8 = TE-TET” + iKP-i5)*
(D-iE)“>[l +~5E f|]

Po wykonaniu naznaczonych dziakan i1 odrzuceniu wyrazen makych (W sensie
poprzednio podanym)

(11)
stad :
S(+RRw D+ 1+ -1 @

d™kg+djil-njM U (I-njnlj” k2+#2 M)
mfi-. vy irrx2 (1-n)n p1HB?

\ k2 U \f*2 A"+2/u. 13)
1f2  FT If2 TT



Predko$¢ rozchodzenia ale 1 wspétczynnik.

K k2 + nfl(A+ 2t)__ 1 14
VE-">«FL1F 2 [KjF, -+1>2+27/2]J a

Biorgc teraz pod uwage gorny znak (plus) wyrazenia (7) wowczas:

2 _ (D-1E)co2 + IKou(FiG) (iKH + Lcoduj2
3 " A - iB - Jd"M"B) 4 1K(F-10J @)

Wystarczy rozpatrzeC pierwsze wyrazenie, poniewaz drugie juz znamy.Badano
takze te wielkos¢ ze wzgledu na zaleznosS¢ miedzy K iu>.

3. K>co

(0-iB)aj 2 F-iG) DK G
u

iKui
INrT5—-———————— ~r o+

wobec tego:

g2 -C2P L UiK  _ TOKFB__ o H jaigHe £ .ogF

i N +i*AL (16)
KF

Wyrazem przewazajacym w tym wyrazeniu jest i (Jest wiekszy co do bez-
wzglednejwartosciprzynajmniej o dwa rzedy) dlategodla otrzymania roz-
wigzania napredkos¢ rozchodzenia siei dla wspodczynnika pochdaniania
wystarczy uwzgledni¢ tylko ten wyraz.

e2 = ijfesl an

_\~2ujA  \Voj2n(A-n) m 2 V cun(-nl2”~ + 2~ J
U T2- =yr 1-nJM + nlt2 = |( 2T IT-n)(» V2~ )+nk,

[/coK (1-n)M+k2n I/~y (1-n) M+2/<)+k2n
=yTT =f 5 TTATnHIi¢)' = jfT" H-n)n'W+2>) k2

an
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Pozostato jeszcze rozwazy¢ jedng ewentualnos¢ a mianowicie wyrazenie (15)
dla przypadku K<u>.

2 (D-iE)o02 + iujK(F-iG) (iKH + 1 uj)uj2
8 34 r—~1 B co(B-iU) + iW-i0)" =
2 TeD DB E EI, .. K H, Flil
=u> [(i-é)oi(j?—l—J? + 1] (F1-15+

Trzeba jeszcze zwrdoci¢ uwage na fakt,ze rzad wielkosci j jest wyzszy od
rzedu wielkosci i Jod ~ oraz~od”™ i- \Wynika to z danych

doswiadczalnych M, N, k2. Po odrzuceniu wyrazen wzglednie malych wzroy na
predkos¢ rozchodzenia sie i wspétczynnik pochtaniania fali, dla tego wy-

padku beda:

= LS. f)y ot £E{1] *1({ -8, . il (20)

s “ At g4« fi [t +2 (1" 8)+7 A1 211

NA (1n )nMkg i

c4 xYp sV ndl k2 + (1-niSdg « -
1 r,B Ei... ,, 1 Cra+ 2u
g4 “ 2c <l - J*» * 1 ij

|A+f)f7 1 . K (En)W +2 ) + nk2

~ K (L-n)U+27)+ nk2

- 2c~ rr-nTn

2. Analiza otrzymanych wynikoéw

W wyniku rozwigzania rownan dla fal podduznych otrzymano dwa rodzaje
fal charakteryzujacych sie innymi wyrazeniami na predkosci rozchodzenia
sie 1 wspokczynniki pochtaniania. Dla kazdej z tych fal wyodrebniono pred-
kosci rozchodzenia sie i wspédczynniki pochtaniania w zakresie czestotli-
wosci niskich 1 wysokich.
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a-n + 27~) + nkg
a-n + ny*2

-nNDn £(1-n) k2 +n

Wyniki te pokazuja, ze predkos¢ rozchodzenia sie fal pierwszego rodzaju
dla czestotliwosci niskich zalezy od sprezystosci szkieletu, sorezystosci
cieczy, porowatosci oraz wypadkowej gestosci. Dyspersja predkosci dlaprzy-
jetego modelu osrodka dwufazowego wystepuje ale jest niewielka i dlatego
dla celow praktycznych mozna ja zaniedba¢ (odrzucono wyrazy typu y

czynnik pochtaniania fal jest sumg dwoch skkadnikéw, z ktoérych jeden jest
funkcja liniowg czestotliwosci, a drugi funkcja kwadratowg czestotliwosci .-
Skdadnik wspétczynnika pochdaniania bedacy liniowa funkcja czestotliwosci
jest odpowiedzialny za tarcie wewnetrzne, natomiast skkadnik zalezny od
kwadratu czestotliwosci jest odpowiedzialny za pochtanianie powstate wsku-
tek tarcia miedzy szkieletem a ciecza. Nalezatoby jeszcze do wspékczynni-
ka tego sktadnika doda¢ wspotczynnik odpowiedzialny za pochdanianie w sa-
mej cieczy, ktéry od poczatku zaniedbywano (ciecz przyjeto idealng).Warto
jeszcze wspomnie¢, Se wyrazenie na pochtanianie jest poprawne,jezeli luz-
ne czastki szkieletu (w szczeg6lnosci bedzie to wazne dla piaskéw)  beda
miaky Srednice mniejsza niz dhugosé rozchodzacej sie fali [5}, [0

Dla ziaren wiekszych niz dtugos¢ rozprzestrzeniajacej sie fali trzeba jesm-
cze doda¢ skkadnik bedacy czwartg potega czestotliwosci (pochtanianie ty-
pu relejowskJego) . Wspodczynnik przy czwartej potedze czestotliwosci jest
wielkoscig matg np. dla metali jest on rzedu

ciggu bedziemy go zaniedbywa¢. Interesujgca jest zaleznosSC predkosci roz-
chodzenia sie oraz wspétczynnika pochdaniania od porowatosci.Jezeli n = 0
tzn. ciato ztozone przechodzi w ciato state, wowczas:
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Jak z tego wida¢ zgodnie z rzeczywistoscig predkos¢ jest réwna predkos-
ci rozchodzenia sie fali w szkielecie, a wspétczynnik pochkaniania  jest
taki jak dla samego ciaka statego. Jezeli n = 1, tzn. cialo zkozone prze-
chodzi w ciecz!

W tym wypadku jak mozna by#o oczekiwaé predkos¢ rozchodzenia réwna  sie
predkosci rozchodzenia w cieczy, a wspotczynnik pochdaniania réwna sie ze-
ro poniewaz ciecz przyjeto idealnie sprezystg. Warto jeszcze zwrdci¢ uwa-
ge na fakt, ze wspotczynnik przy sktadaniku pochdaniania odpowiedzialnym
za straty powstate wskutek wzajemnego tarcia miedzy cieczg a ciatem sta-
+ym znika w obu przypadkach granicznych, tzn. dlan«O0in=1.

Taki sam charakter zaleznosci pokazuje w pracy doswiadczalnej Bom [¢]-
Pisze on, ze dla suchych osrodkéw pochtanianie jest funkcjg liniowg cze-
stotliwosci, natomiast jezeli nasycimy je wodg, to wspotczynnik pochdania-
nia jest sumg: skkadnika, ktory jest funkcjg liniowg czestotliwosci oraz
skdadnika bedacego funkcja kwadratowg czestotliwosci. Zgadza sie to takze
dla naszego wypadku granicznego n = 0, poniewaz sam szkielet jest os$rod-
kiem suchym. Podobne wyrazenia dla predkosci otrzymuje W.N. Nikokajewskij
[8], natomiast wsoOpiczynnik poch#aniania u niego tak samo jak u Ja.J.Fren-
kla [43 zawiera tylko skfadnik bedacy kwadratowg funkcja czestotliwosci .

2 -

(1n)/~ K24n/~(1? + Y«) n
+ K M-/ IAI-*2F1+va2 /Y] J

Tc rozwigzanie uzyskano dla fal pierwszego rodzaju przy zatozeniu,ze K <CO
czyli dla czestotliwosci wysokich. Fala bedzie miata nastepujace wkasnos-
ci. Predkos¢ rozchodzenia sie jest rowna pierwiastkowi kwadratowemu sumy

kwadratéw .predkosci rozchodzenia sie w ciele

Dyspersja nie wystepuje.Wynika z tego, ze dla wyzszych czestotliwosci prej-
koS¢ rozchodzenia sie jest wieksza, czyli powstaje dodatkowa sprezystosc.

Niektorzy autorzy twierdza, ze ciata ztozone charakteryzujg sie  sprezy-

stoscig, ktora jest sumg wypadkowej sprezystosci ciat skdadowych 1 sprezy-
stosci struktury [12] , czyli ze polaczenie dwu fas powoduje  powstanie,

dodatkowej sprezystosci struktury.



Predkos¢ rozchodzenia sie 1 wspétczynnik. 165

Inni przyjmuja, ze ze wzrostem czestotliwosci cialo staje sie bardziej
sztywne [9} - Wskutek tego, ze ppredkos¢ rozchodzenia sie fal sprezy-
stych w cieczy jest znacznie mniejsza niz w szkielecie, wiec praktycznie
predkos¢ rozchodzenia sie tego rodzaju fal bedzie réwna predkosci rozcho-
dzenia sie w ciele stablym. Inaczej mowigc osrodek dwufazowy dla  zakresu
wysokich czestotliwosci staje sie osrodkiem zupeknie niepotgczonym. Istnie-
nie tego rodzaju fal sugsruja N.R. Paterson [id] i W.N, Hikokajewsklj [YJ
jednak zaden z autoréw nie podaje wyrazen na predkos¢ rozchodzenia sie
tych fal. Wspodczynnik pochtaniania jest sumg dwoch skdadnikéw, z ktdrych
jeden jest funkcja liniowg czestotliwosci, a drugi od czestotliwosci nie
zalezy. Wspotczynnik skiadnika zaleznego liniowo od czestotliwosci  jest
niezalezny od porowatosci i1 charakteryzuje pochdanianie w ciele stabym,
sktadnik niezalzeny od czestotliwosci jest odpowiedzialny za pochdanianie
wystepujace ra skutek tarcia miedzy cialem stabym i cieczg. Dlan =0 1
n = 1 wspotczynnik tego skkadnika jest réwny nieskonczonosci. To potwier-
dza fakt, ze tego rodzaju fala moze istnie¢ tylko w ciele zkozonym, ina-
czej mowigc dopiero struktura wytworzona przez osrodek przynajmniej dwufa-
zowy stwarza warunki istnienia takiej fali. Niezaleznos¢ jednego skiadni-
ka pochtaniania od czestotliwosci wskazuje na wytworzenie sie miedzy cia-
4ami skdadowymi struktury, w ktorej straty przy zmianie czestotliwosci sa
state. W.N. Nikotajewskij dla tego rodzaju fal i w tym zakresie czestotli-
wosci podaje wspétczynnik pochdaniania réwny zero. Wyrazenia na predkosci
rozchodzenia sie i1 wspétczynniki pochtaniania ze znaczkami 3 i1 4 charakte-
ryzujg dla czestotliwosci niskich 1 wysokich fale drugiego rodzaju, ktora
powstaje na skutek zmian ultozenia czastek, tj. przy istnieniu ruchu TFil-
tracyjnego.

3* \I 2n(1-n) + 2y«)k2 w
°3 5| (I-n)(z+2A)+nk2 7

1Lf QGN)@?+ )+ nk2

*3 ay2n(.i-nJl +2«) w'r K

Predkos¢ rozchodzenia dla czestotliwosci niskich jest zawsze mniejsza niz
predkos¢ rozchodzenia sie w cieczy. Wystepuje wyrazna zaleznos¢ predkosci
od czestotliwosci, a mianowicie predkos¢ wzrasta proporcjonalnie do kwad-
ratowego pierwiastka z czestotliwosci. Dla n = 0, tzn. dla ciala stakego
oraz dla n = 1, tj. dla cieczy predkos¢ rozchodzenia sie jest rdéwna zero.
Wspodczynnik pochdaniania jest duzy, poniewaz jest proporcjonalny do kwad-
ratowego pierwiastka z 00 i K, procz tego jest rowny nieskonczonosci dla
n=0 1 n = 1. Podobng zaleznos¢ wspotczynnika pochtaniania od czesto-
tliwosci otrzymat R.W. Morse [6] oraz W.N. Nikokajewskij [8]-

W zwigzku z tym mozna nazwa¢ te fale falg osrodka dwufazowego,gdyz wa-
runkiem koniecznym, azeby mogka istnie¢, jest istnienie osrodka ztozonego
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Doswiadczalnie zbadanie takiej fali nastreczatoby duzych trudnosci, albo-
wiem predkos¢ jej jest stosunkowo mata (tym mniejsza, im mniejszy jest sto-
sunek oraz wystepuje duze pochdanianie. Procz tego fala ta bedzie roz-
chodzi¢ sie réwnoczesnie z falami omawianymi wyzej, ktére jak podano cha-
rakteryzuja sie wiekszg predkosciag rozchodzenia sie i1 mniejszym wspétczyn-
nikiem pochkaniania, dlatego praktycznego znaczenia tego rodzaju fale nie
beda miaty.

4 .
el 1
i rra“+zu 2 |
mu = N +
K A-nN)U2<)+ nk2

+ nll-n) y+2/<X®» 2 + k2131 j

Rozwigzanie to przedstawia fale drugiego rodzaju dla czestotliwosci wyso-
kich (K<co). Odwrotnos¢ kwadratu predkosci rozchodzenia sie fali jest row-
na sumie odwrotnosci kwadratéw predkosci rozchodzenia sie w szkielecie i
cieczy (ij =-1j + -J) , a wiec predkos¢ praktycznie biorgc jest w przy-
c4 c4 o

blizenlu réwna predkosci rozchodzenia sie fali w cieczy co z kolei Swiad-
czy o tym, ze dla czestotliwosci wysokich osrodek dwufazowy staje sie o-
Srodkiem zupelnie niepokaczonym. Pale takie jak juz zaznaczono w punkcie
drugim przewidywali 8.R. Paterson fio] 1 W.N. Nikokajewskij Predkos¢
rozchodzenia sie nie zalezy od czestotliwosci i porowatosci. Wspdtczynnik
pochtaniania jest zasadniczo niezalezny od czestotliwosci, poniewaz wspok-
czynnik przy skdadniku zaleznym liniowo od czestotliwosci jest bardzo ma-
4y 1 dlatego praktycznie nie bedzie odgrywat Zadnej roli. Wspédczynnik po-
chtaniania niezalezny od czestotliwosci otrzymali doswiadczalnie Erishna-
murthi i Balakrishna [li]. Précz tego rozwigzania te wskazuja, ze fala ta-
ka moze rozchodzi¢ sie tylko w ciele ztozonym, gdyz dlan =0 i n * 1 po-
chkanianie jest rowne nieskonczonosci.
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Summary

Velocity and absorption coefficient of the longitudinal elastic waves
in a two phase medium.

In the paper velocity and absorption coefficient were calculated for
the case of longitudinal elastic waves moving in a two phase medium with
some damping effect. These calculations are based on the elastic waves
equation derived in [3]. Finally, the results are discussed from the phy-
sical point of view and compared with those obtained by other authors.

CKOPOCTb PACIIPOCTPAHEHH& H KOSFeMIJABIT HOTJIOTEHKF
iiPCfloJbHta yiipymx aojih b RByxtASHoa cpehe

Pe3dme

B padoTe bhumcjieHO cmopocTz pacnpocTpaueuza h kosgxpHUzeHT  norzomeHaa
npojozLHKX, nzocKHx, jaun$npoBanHnx bojib b AByxijpeBHok cpege rpjib3yact ypas
HeHzea ynpyrux bozh BUBe~eHUM b pafiOTe 3 . PaccuoTpeHO dwazveckiit caticz
nozyueHHbix pemeHHk h npoBegeao bx cpaBKeHze c pesyzbTaTaaM xpyrix sbtopob



