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PORÓWNANIE METOD ITERACYJNYCH ROZWIĄZYWANIA 
ROWNAN RZECZYWISTYCH

Streszczenie. V, artykule rozważa sip zagadnienie porównania metod ite
racyjnych rozwiązywania równań

X = $ 1 ( X ) ,  X = $  2 ( x )

mających wspólny pierwiastek w danym przedziale.
V/ pracy tej dowodzi sip dwu twierdzeń T1 i T2, które znajdują zastoso

wanie przy porównaniu różnych metod iteracyjnych o tym samym rzędzie 
zbieżności dla równania

f(x) = O.

Twierdzenia te zostały zastosowane do porównania metod iteracyjnych Koni- 
ga i Schrodera rzędu 3 (twierdzenie T3).

V [1] i [2] podaje się inne wersje twierdzenia T1 (przy innych założę- 
niach), których jednak nie można wykorzystać do rozważanego zagadnienia.

Oznaczmy przez I przedział (a,b), a przez T przedział < a , b > .  
Twierdzenie T1. Jeżeli
(a1) funkcja $(x) jest ciągła w przedziale 1;
(b,) równanie

x =<?>(x) (1)

posiada pierwiastek £ e Tj
(c1) funkcja £>(x) jest ściśle monotonie zna w każdym z przedziałów
“ (at t )» -ł2 - (£»

(d.,)j$(x) - <t S <  Ix " ¿I dla 1 6  !1 u X2' 

gdy funkcja i>(x) jest malejąca w przedziale I albo 

|$»(x) - £ | <  |x - £j 

w tych przedziałach 115 I?> w których funkcja $(x) jest rosnącej
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(e.j) dla ustalonego xQ e I 1 xQ * 4 zachodzi warunek # (xQ) e T, 
to spełnione są następujące warunki:

liczba 4 jest jedynym pierwiastkiem równania (1) w przedziale T; 
ciąg

x1 = $(x0), ..., Xn+1 = ̂  (xn^* 

jest zbieżny do liczby 4 monotonicznie lub oscylująco tzn.

Ixn+1 “ £ l 1 <xn+1 " O  (xn > >  0 dla n = 1*2«-'-

lub

Ixn+1 -il<lxn ‘ ¿I 1 (xn+1 (xn “ ^ < 0  dla n = 1’2.....

Uwaga 1. Założenie (e1) jest zbędne, gdy xQ leży w tym z przedziałów 
<a,Ć ), (4 , h> , w którym funkcja jest rosnąca, w tym przypadku ciąg

XQ, X-j = $ ( X Q) ,  » . . ,  ~ ^  ^XJc) * * ’  '

jest zbieżny monotonicznie.
Uwaga 2. nierówność |$(x) -¿|<|x -4 | w założeniu (d.,) można zastąpić 

nierównością silniejszą |$(x )| < 1-
Dowód. Z założeń (c.,) i (d.,) wynika, że liczba 4 jest jedynym pier

wiastkiem równania (1) w przedziale T.
Nadto wynika, że mogą zajść cztery następujące przypadki, które poda

jemy w tabeli

A B C D

a « x <4 $(x) rosnąca $(x) malejąca $(x) rosnąca $(x) malejąca

4 < x <t b $(x) rosnąca 0(x) malejąca $(x) malejąca $(x) rosnąca

W przypadku A) wykażemy, że ciąg (3) (a więc i (2)) jest monotonicznie 
zbieżny do pierwiastka 4 równania (1).

Z monotoniczności funkcji (x) na podstawie (d^) mamy

x <  $(x) < 4  dla a < x <: 4 ,

4 < $(x ) <  x dla t <  x <
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Stąd wynika, że jeżeli x^ e T, to e ! oraz

xi * xi+1 < 4 dla Xi *  *
£ < xi+1 < dla £ < xr

Mamy wiec
V

Xq < ^ ^ ^ ^ i dla t i

xQ > x1 > x2 > ... > *„ >  .. • > ̂  dla x0 > £ ;

co w tym przypadku dowodzi twierdzenia.
W przypadku B) wykażemy, że ciąg (3) jest oscylacyjnie zbieżny do pier

wiastka £ równania (1).
Definiujemy nową funkcje iteracyjną

x =#(X) - i  (#'(x)). (4)

Wykażemy, że funkcja t W  spełnia założenia (a.,) - (d.,) twierdzenia dowo
dzonego w przypadku A), jeżeli zamiast przedziału! przyjmiemy przedział 
T * C  I o końcach xQ i x1 = $(xQ) (x1 e T na mocy (e.,)).

Ponieważ funkcja #(x) jest malejąca dla x e T i £ = #(£), wiec

#(xo> “ X1 > C dla x0 •

f (xQ) = x1 <<£ dla x „ > £  i
(5)

zatem ć e T*. 
Mamy też

*<4) = #(*(£)> -#(4> =4 •

Z (d1) wynika, że

!♦(«!) - ¿ M xi -¿I = l*(x0) -¿I* lx0 -¿I
i

Stąd, na podstawie (e1)

#(x1) > xc dla xQ <£ ,

i (*i) < x0 dla xo =*4 *
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2 ostatnich nierówności i monotoniczności funkcji $(x) mamy

xQ <  $(x1) <  $(x) « $ (x0) = x1 dla x e T * ,  gdy xQ < ć ,

x1 = $(xQ) < i> (x) < <j> (x1) <. xQ dla x e T", gdy xQ > £ .

Wobec tego $(x) e T* dla x 6 T*.
Z (d^) wynika

|#(*) - ¿I -!#(#(*)) - Ł  -il

dla x s T * i x * £ .
Funkcja 0(x) spełnia więc założenia (b^) i (d^)j założenia (a^) i (c^) 

są oczywiste.
Ponieważ funkcja $(x) jest rosnąca, można więc do równania (4) w prze

dziale T* zastosować poprzednio wykazany przypadek A). Przyjmując za po
czątkowe przybliżenie kolejno końce przedziału T* otrzymujemy dwa ciągi 
przybliżeń (przy oznaczeniach (2) i (3))

XQ, X g ,  ,  . . .
(6)

x1» x3 * x5» •••

zbieżne monotonicznie do liczby 4 . Jeżeli x0< i » to pierwszy z ciągów 
(6) jest rosnący, a drugi malejący; dla x0 >4  pierwszy z ciągów (6) 
jest malejący, a drugi rosnący. Oczywiście x^ e T c T  dla i=0,1,2, ...-, 
można więc podstawić x = x^ w założeniu (d^), skąd otrzymujemy

lxi+1 l<lxi '¿I *

Wykazaliśmy więc, że w tym przypadku ciąg (3) jest zbieżny oscylująco 
do pierwiastka <f róv/nania (1).

Rozpatrzmy przypadki C) i D).
W przypadkach: C), gdy xQ< 4 i 0), gdy xQ > 4  początkowe przybliże

nie znajduje się po tej stronie pierwiastka 4 > P° której funkcja itera- 
cyjna Ć> (x) jest rosnąca, co przy pozostałych założeniach twierdzenia po
woduje, że ciąg (3) jest wtedy nonotonicznie zbieżny do liczby 4 (dowód 
przebiega analogicznie jak w przypadku A)).

XI przypadkach: C), gdy x0> ć  i O), gdy X0< Ć  przybliżenie x1 znajduje 
się po tej stronie pierwiastka 4 , po której funkcja $(x) jest rosnąca, co 
powoduje, że ciąg (2) jest zbieżny nonotonicznie do liczby 4 •
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Twierdzenie T2. Jeżeli
(a2) funkcje $.](x) i są ci^Słe w przedziale T{
(b2) równania

x = #•,(*), (7)

X = i2(x) (8 )

posiadają pierwiastek ¿eT;
(c2) funkcja i>.j(x) spełnia założenia (c^) - (e^) twierdzenia T1;

(d2) |$1(x) -¿|<|*2(x) - ¿| i i^(x) -¿] . [ # 20 0  "i] > 0

dla x £1, U I2,

to są spełnione warunki: 
ciąg

x^ = i1(x0), x2 = (x^), ..., xic+i = ̂l^xk^’ *** (̂ )

jest zbieżny nonotonicznie lub oscylująco do jedynego pierwiastka 4 rów
nania (7) w przedziale T;

dla tych kolejnych wyrazów ciągu

x-] = * x2 = ^2^x1 ̂ * • • * » xk+1 = ^2^xk^ ' '1' ’ (1°)

które mają sens (przybliżenie x^+1 jest określone, gdy , ..., x^ 6 T) 
zachodzi nierówność

l*n “ ¿ M * n  - £ l* <11>

Dowód. Pierwsza część tezy wynika z twierdzenia T1; pozostaje do wyka- 
zania nierówność (11).

Rozpatrzmy przypadek, gdy ciąg (9) jest monotoniczny.
Załóżmy, że x^ < 4 ; wówczas ciąg (9) jest rosnący oraz x^e < a, i ) dla 
i = 1,2,..., lladto z (d2) wynika, że wyrazy ciągu (10) należą do przedzia
łu < a, t ).
Na podstawie (d2) otrzymujemy

4>2(z) < $ 1(x)<Ć dla a < x < Ć .  (12)

Jeżeli a ^ ; x < y < i ,  to z (12) i monotoniczności funkcji $ 1(x/ namy
*■

i?(x) <  i 1(x), i 1(x) < $.,(y) <£ .
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Stąd # 2(x)< i’1(y)<Ć dla a «  x < y < t  . (13)

Wykażemy indukcyjnie, że

xn < x n < Ć (14)

dla tych kolejnych liczb naturalnych, dla których ^  na sens.
Dla x = x0 z (12) wynika prawdziwość nierówności (14) dla n=1. 
Załóżmy, że nierówność (14) jest prawdziwa, wtedy na podstawie (13) ma

my

*n+1 = <  # 1(xn> = xn+1< ł  '

Przejście indukcyjne zostało więc wykazane.
Z nierówności (14) wynika nierówność (11).
Jeżeli , to dowód nierówności (11) jest analogiczny.
Rozpatrzmy przypadek, gdy ciąg (9) jest oscylacyjny.

Z (d2) wynikają nierówności

t <  i>1 (x) <  $ 2(x) dla a 4  x < £  ,

#2(x) < <?1(x) < i  dla i <  x <  b.

Podobnie jak w poprzednim przypadku można wykazać, że

Ć <  ^-](y) <  i>2(x  ̂ dla a < x < y < £  ,

# 2(x) «: ^ ( y )  < ć  dla i < y < x < b.

Korzystając z ostatnich nierówności można wykazać w podobny sposób co po
przednio nierówność (11).

Uwaga 3. Założenie (d2) w twierdzeniu T2 możemy zastąpić założeniem 
silniejszym

|$’1(x)| <  J*2<*)| 1 > 0 dla x e I1 u I?. (15)

Z twierdzenia Cauchy'ego i pierwszej z nierówności (15) mamy bowiem

#,(*) - t #,(*) ~ ^(i) * ' i W I
5>2(x ) - £ 3>2(x) - ?>2(£ )

a więc |*l(x) -<£ |< ¡i>2(x) -Ł | .
Stosując twierdzenie Lagrange*a i drugą z nierówności (15) łatwo otrzymu
jemy drugą część założenia (d2).
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Zastosujemy obecnie twierdzenie T2 do porównania metod iteracyjnych K6- 
niga i Schrodera 3 rzędu.

Metody te dla równania

f(x) = 0 (16)

określają odpowiednio funkcje iteracyjne

, (x) = x . - S L - ,  y(x) = x - i . fn . (17)
21; - ff"

Obliczając pochodne tych funkcji mamy

, (x) = y (x) « f2(3f-2 - (18)
(2f’ - ff' ) Sf ą

(przy funkcji f(x) i jej pochodnych we wzorach (17) i (18) opuszczono 
argument x).

Twierdzenie T3. Załóżmy, że
(a-j) funkcja f(x) jest klasy w przedziale T = < a, b> ;
(b3) f(a) . f(b) < Oj
(c,) f' . [2f 2 - ff'] . [2f‘ 2 + ff] •* 0 dla x e T.3' 

Jeżeli

(d3) 3f’ - 2f' f" > 0 dla x e l ,

to kolejne przybliżenia pierwiastka i równania (16) otrzymane metodą K6- 
niga są lepsze niż odpowiednie przybliżenia otrzymane metodą SchrSdera
(przy wspólnym przybliżeniu początkowym xQ e 1).

Jeżeli

3f12 - f' f" «= 0 dla x e T, V(x0) £ T;

(e3) |*̂ (3c)| = [f 4 f| ,f < -1 dla x 6 T *

to kolejne przybliżenia pierwiastka <£ równania (16) otrzymane metodą Schró- 
dera są lepsze niż odpowiednie przybliżenia otrzymane metodą Kóniga (przy 
wspólnym przybliżeniu początkowym xQ).

Dowód. Rozpatrzmy różnice funkcji iteracyjnych (17)
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Z założenia (c^) wynika, że 2f' 2 - ff’ jest stałego znaku w przedziale 
T, a ponieważ

2 [f(d)] 2 - f U )  . f'tó) = 2[f U ) ] 2 > 0

v,ięc 2f' 2 - ff' > 0 dla x 6 I.

Stąd wnioskujemy

sgn [v(x) -f(x)j = sgn[f(x) . f(x)] .

Z (b^) wynika

(-1 dla a < x < t
1 dla £ < x < b,

gdyż f'(x) jest stałego znaku w przedziale T.
Ostatecznie mamy więc

V(x) < >p(x) dla a <  x ,
(19)

y(x) > <f (x) dla 4 < x <  b.

Wykażemy obecnie pierwszą część twierdzenia.
Sprawdzimy czy zachodzą założenia twierdzenia T2, gdy przyjmiemy

♦ 1(X) = *>(x), $ 2(x) (2°)

Założenia (a2), (bp) ^ (c2^ wynikają łatwo z (a^), (b^) i (Cj).
Łatwo zauważyć, że jeżeli

3f* 2 - 2f* f' > O, to 3f'2 - f'f' > 0,

zatem funkcje <p(x) i V(x) są rosnące (na podstawie (1S)). Stąd na pod
stawie (19) wynika założenie (d2).

Funkcje (20) spełniają założenia twierdzenia T2, a więc zachodzi dla
nich teza twierdzenia T2, co dowodzi pierwszej części twierdzenia T3.

Dowód drugiej części twierdzenia przebiega podobnie. Wystarczy wykazać, 
że zachodzą założenia twierdzenia T2 w przypadku, gdy przyjmiemy

^(x )  = V(x), i 2(x) = *(x).

Sprawdzimy, że zachodzi założenie (c^), gdyż pozostałe założenia można 
łatwo wykazać.
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Jeżeli 3f'2 - f'f* < O, to 3f’ 2 - 2f f" <  O, a więc z (a3) i (18) 
mamy, że funkcje 4>(x) i V(x) są malejące. Stąd na podstawie (19) wnios
kujemy o prawdziwości założenia (d2). Druga częśc twierdzenia została 
wiec wykazana.

Rozpatrzmy jeszcze przykład ilustrujący twierdzenie T3.
Przykład. Dla równania

f(x) = x3 - 2 = 0

w przedziale < 0;2 > zachodzi pierwszy przypadek twierdzenia T3 (metoda 
Koniga jost lepsza, przybliżenia uzyskane tą metodą oznaczamy x£).
Przyjmujemy xQ = 2 i obliczamy, dwa kolejne przybliżenia

x1 = 1,333 x 1 - <f = 0,073.
S = 1,375 x1 - ó = 0,115...
x2 = 1,26007 x2 - i = 0,00014...
X2 = 1,26362 x2 - i = 0,00369...

(i = Kf2 = 1,2599210...).

Wpłynęło do Redakcji w maju 1972 r.
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C P aBHŁHHŁ VÎTLi-'iUMOHHuX láLTOJiOB P E Ü IIH M  B L ^ K iT B iH H iíX  yPABHLHiflíí

P e s » a e

3  c T a T b e  paccuaTpKBaeTOfl Bonpcc cpaBHeHHü HTepauHOHHbix aeTQ^OB pernea na 
ypanHeHuii

X = (x), X = í>2 ̂x ) )

BHÉumKX c 6 í4m¿í KcpeHb B RaHíicM npouejtcyiKe.
3  sTOü p a S o T e  s o K a 3tiBa¡jTCH j ,Be Teopeuti  T1 h Î 2 ,  a cT cp t ie  a a x o x a T  n p n a e -  

aeHHe upa cpaaHemiH pa3HHX h t e p a u n c hhux m b tc ä c b  c  tcm  ¡te  nopfljicojü cxc jikm c- 

C T íl R l i í í  ypaBH fcilH H

f(x) = 0. (2)

üth TeopeuH  6 h ík  npHMeHeHH j i u  cpaBHeHHB. mt ep aunó hhhx u e T o jc B  KeHHra
H L p e j j e p a  3 - e r c  n c p a s x a  ̂ .T eo p eM a  T S ) ,  i c p T o p a e  ja H i i  c c o T B e T C T B e H H C  q jc p M y -

X aiÆ :

*(x) - x - 2/ f .~... , v ( x ) , X -
2 f  - ff" 2 f

l iy c T Ł  I  o C o B H a ^ a e T . n poM eicyT O K  ( a , b ) ,  a  I  -  n p ou excyT O K  < a , b > .

T e o p e M a  1 1 „  Lc j i b

( a  ) cpyHKPMíi $  ( x )  aenpepHBHa b n p oaeayT K e 1;  
k.D1 ) ypaBHemie

x = $(x) (3)

H tiee T  K c p e a b  4 , e l ;

,̂C1 ;  tpyaXGHH $ ( x )  TCUHC i-iCHCTOHHa B KEKSOM H3 IjpOMeKyTKCB I . j  = í a , £ )

•^2 ~  C4 » b  ; ;
td -, /  I $ u )  - ć j <  ¡ $ x  - £ |  5 J ia  x  e  I t  U I  , K o r x a  (pyHKUMS $ ( x )  y  6b¡a a ioa iaa

h n p c w e x y T K e  1  h jik

j # V x  -  ¿  I <  | x  - 4 |  b  r e x  n p tM ejäcy T K ax  b  k o t o p u x  4 > y H K M ia $ (x )

s o  3 p á O T a w s ia a  ;

; e 1 ;  s j i a  c i i p e x e J i e i i K c r o  x [: G I  h  x c  B03H H K aeT . y c jic B M e  $  U c  ). é l ,

TC 3LIIIC JIK0HH CJÍ exy¿jIü.K tr y C JIC B lia : ktfCJIO £  b.BJIh.eTCH e,£,llHCT B6HHLIM KOpH6M

'paBHeHHü ;  b npGMeacyTice i ;  ncc j ieacaaTejibH CCTb

— 5P (X2 ) > • • • *  Xn + 1  =  ^  ^x n   ̂ * * * *

CXC£b.H4HÍÍ K ^MCJiy £ MCHCTOHHC MUM KCJI e6uT eJIbHC .
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Teopewa T2.. Ecjiu
<as ) 4>yHKnnM 0 1 ^ x )  M $ 0 U c) HBJiHKTCii HenpepKBHbiM H b n p cu ieacy T K e I ;  
tt>2 )  y p aB H eH M a k .1 ) bmcsjt K cp e H b  4e I;
^ ° g )  $yHKUHa $ TCx) BŁincjiHaeT yojicBHa TeopeMbi W .,)  -  C e.,) TeopeMH Tl;
W g )  (0-, U )  -  4  I <  i 2 U )  -  ć |  H [ # ,  u c )  -  t ]  • [ 0 ^ x ) -  ą  >  L ftna x e l 1 U 1^

tc  BbincJiHeHu ycjicBM ii: 
nOCJie^OBilT eJIbHCCTb

= i (xQ) j Xg ~ ^ ( xi )*•••> xk+1 = ^1 ’ * * *

UCHOTOHHO b jib  Kcj io 6 a T e jib ho c ł :o x a « iia  K e^HHCTBennoMy KcpHyn 4 nep 3crc

H3 ypaBHeHMW W  ) b  n p o M e x y T K e  I ;

j j b  3 th x  o^epe^HbDc <i«eHCB n ccaei,cB aT ex b K ccT H

X 1 =  ® 2  ^x o ^  * ^ 2  35 ^ 2  ) » * • • >  x k + 1  “  ^ 2 ^ x k ^ , * * ° *

K cTopne uuenT ciibicji <npBfiJiHKeHHe x i + .j o n p ese jieH C , i ® n a  x i

I)
BC3HHKaeT nepaBeHCTBO

K  - * l <  l * n  “ ¿ I *

Teopeua T 3 . JipejjiOJCBii, u to  
C a ,)  ipyHKUBH f ( x )  Kjiacca Cl 3 ') b npoueayTKe 1 ;

l b 3 )  f  ( a )  .  f  ( b )  -<i 0 ;

Vc3 )  f  [ 2  f  2  -  f f ” ]  [ 2  f ’ 2  +  f f '  C S-n a x  e  I .

Łcjik

(d3) 3 f 2 - 2 f  f* > 0  a-aa x s I,
t o  c^ep e^H tie  npHĆJiMJtceHiia KGpHa £ ypaBHeHwa .̂2 ) ncJiy^eHHfcie w eT c^c* Ke- 
HKra Jiy^ine ccoTBeTCTBy»iunx iipHÓJiWKeHHW ncJiytieHHhDc MeTCflOM iape^epa.

3 f’2 - f  f" < 0 x e I, v(xQ) e i;

k m  - i t J n * e I ’

t c  cuepe^HH e npHÓJiBJKeHMa kci-hb. 4  ypasHCKHa \,2> ncJiy^eHHKe ł» eT c jc ł. 

L p e ^ e p a  Jiy^ne ccoTBtTCTByioiMKJC npMiJiMSctKKii noJiy^tiHHtJc e tcj ĉi*. ii€H..r-

V.npn oCuew HasaJiBHCM npMfiJiHicaHirin xc >»
lio^aH npuMep HJiJiDCTpnpywL4Hii Tecpeay 1’3 .
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THE GOHI’ARISOn OP ITERATIVE METHODS 
OP SOLVING OP REAL EQUATIONS

S u m ra a r y

In the paper it is considered the problem of comparison of iterative me
thods of solving of equations

X = ^(x), X = i>2(x) (1)

which have a common root in a given interval.
The paper contains proofs of two theorems T1 and T2, which are applied

in the comparison of different iterative methods with the seme conver
gence’s order for an equation

f(x) = 0. (2)

These theorems are applied to a comparison of iterative methods of Ko- 
nig and Schroder with 3ru order (the theorem T3), which are given respec
tively by formulas:

, .  — if£— „ „  . „ -
2(f) - fl 2l >

Let I denotes an interval (a,b), and T - an interval <a,b> .
Theorem T1. If
(a^) a function $ (x) is continuous in an interval T;
(b^) and equation

x = #(x) (3)

has a root ¿e T;
(Cl) a function *(x) is strictly monotone in each of intervals 1̂  = (^,i)

x2 =
(d^ |$(x) -¿|<|x - ¿I for x e I1 u I2, when a function $(x) is decrea

sing in an interval I or
|$(x) -¿¡<|x -¿| in these intervals 1^, I2, in which a function 
$(x) is increasing;

(e-,) for fixed x Q e T and x Q 4= £. the condition # (xQ) e T holds then
the following conditions are fulfilled a number £ is an unique root
of the ewuation (3) in an interval T; the sequence

x1 = $ ( x 2), xn+1 =$ ( x n), ...

is convergent to a number £ (the convergence is monotonic or oscillating)
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Theorem T2. If
(a2) functions ^(x) and $ 2(x) are continuous in an interval 1}
(b2) equations 1 have a root ¿e T ;
(c?) a function $.,(x) fulfills assumptions (s^ - (e^) of the theorem T1 
(d2) |^(x) -¿|<|$2(x) -¿I and [^(x) -¿] [i>2(x) -¿] > O f o r x s I ^ I j  

then the following conditions holds: 
the sequence

*1 =^-|(x0)» x2 = ̂ i(xl)* •••» xk+1 = ^i(xk^* *•*

is convergent to an unique root £ of the first equation of (1) in an
interval T (the convergence is monotonic or oscillating) for the 
successive terms of the sequence

X1 = i2^roi* x2 = * 2 * * 1 * • ' ’ xk+1 = ^2^xk^* •**

which have sense (an approximation x j+-) is determined,when (x^,...
Xj. € T)
the inequality

K  “ ¿l<lxn "¿I h0lds-

Theorem T3. Suppose that 
(a^) f(x) belongs to the class function in an interval T;
(b3) f(a) f(b) <  Of
(Cj) f  [2f’ 2 - ff'] [2f' 2 + ff”] * 0 for x e T.

If
(d-j) 3f'2 - 2f' f’ > 0 for x e T,

then successive approximations of a root £ of an equation (2) obtai
ned by the method of Schroder are better than correspondent approxi
mations obtained by the method cf Konig (with the common initial ap
proximation xQ).
The example is given as an illustration of the theorem T3*


