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St. LANOWY

POROWNANIE METOD ITERACYJNYCH ROZWIAZYWANIA
ROWNAN RZECZYWISTYCH

Streszczenie. V, artykule rozwaza sip zagadnienie pordéwnania metod ite-
racyjnych rozwigzywania roéwnan

X =8$1(X), X = $2(x)

majacych wspolny pierwiastek w danym przedziale.
V/ pracy tej dowodzi sip dwu twierdzen T1 i T2, ktdére znajduja zastoso-

wanie przy poréwnaniu réznych metod iteracyjnych o tym samym rzedzie
zbieznosci dla réwnania

f(x) = o.

Twierdzenia te zostaly zastosowane do poréwnania metod iteracyjnych Koni-
ga i Schrodera rzedu 3 (twierdzenie T3).

V [1] i [2] podaje sie inne wersje twierdzenia T1 (przy innych zatoze-
niach), ktérych jednak nie mozna wykorzysta¢ do rozwazanego zagadnienia.

Oznaczmy przez | przedziat (a,b), a przez T przedziat <a,b>.
Twierdzenie T1. Jezeli

(al) funkcja $(x) jest ciagta w przedziale 1;
(b,) réwnanie

X =>() @D

posiada pierwiastek £eTj
(cl) funkcja £5(x) jest Scisle monotoniezna w kazdym 2z przedziatow

“ Gttty 8 - &
@.)J$) -<tX Ix " ¢l dla 16 1lu x2°

gdy funkcja i>(X) jest malejaca w przedziale 1 albo
IO -£1< Ix - £

w tych przedziatach 115 1?> w ktérych funkcja $(x) jest rosnacej
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(e.)) dla ustalonego xQel 1 xQ *4 zachodzi warunek # (xQ)eT,

to speinione sg nastepujace warunki:
liczba 4 jest jedynym pierwiastkiem réwnania (1) w przedziale T;

ciag
x1 =$(x0), ..., Xn+l =~ (Xn~*

jest zbiezny do liczby 4 monotonicznie lub oscylujaco tzn.

Ixn+1 “£1 1 <xn+l "0 xn >> 0 dla n = 1*2«-"-

lub

Ixn+l -il<Ixn “¢1 1 (xn+l xn “~ <0 dla n=1"2____.

Uwaga 1. Zatozenie (el) jest zbedne, gdy xQ lezy w tym 2z przedziatow
<a,C ), (@, h> ,w ktérym funkcja jest rosngca, w tym przypadku ciag

XQ, X = $(XQ), ».., ~ AAXIe)*

jest zbiezny monotonicznie.

Uwaga 2. nieréwnosé |[|$(X) -¢l<Ix -4 | w zatozeniu (d.,) mozna zastgpic

nieréwnosciag silniejsza |$X)| < 1-

Dowéd. Z zatozen (c.,) i (d-,) wynika, ze liczba 4 jest jedynym pier-
wiastkiem réwnania (1) w przedziale T.
Nadto wynika, ze moga zaj$¢ cztery nastepujace przypadki, ktdére poda-

jemy w tabeli

A B C D
a« x <4 $(x) rosnaca $(x) malejaca  $(x) rosnaca $(x) malejaca
4< x <b $(x) rosngca O0(x) malejaca $(x) malejaca $(x) rosnaca

W przypadku A) wykazemy, ze ciag (3) (a wiec i (2)) jest monotonicznie
zbiezny do pierwiastka 4 réwnania (1).
Z monotonicznosci funkcji (X) na podstawie (d) mamy

X < $(x) <4 dla a<x<4,

4 < $(x) < x dla t < X<
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Stad wynika, ze jezeli x» eT, to e ! oraz

Xi * xi+l< 4 dla Xi* *

£ < xi+l < dla £ < xr
Mamy wiec
A
Xq < n n n ~i dla t i
XQ > x1> x2> ... >*,> __e>~" dla x0> £ ;

co w tym przypadku dowodzi twierdzenia.

W przypadku B) wykazemy, ze ciag (3) jest oscylacyjnie zbiezny do pier-
wiastka £ roéwnania (1)-

Definiujemy nowg funkcje iteracyjnag

x =#(X) -i F09). (©)

Wykazemy, ze funkcjat W spednia zatozenia (@.,) - (d.,) twierdzenia dowo-
dzonego w przypadku A), jezeli zamiast przedziatu! przyjmiemy przedziat
T*C 1 o koncach xQ i x1 =$(xQ) (x1e T na mocy (e-,))-

Poniewaz funkcja #(x) jest malejaca dla x e T i £ = #(£), wiec

#(xo0> “ X1>C dla xO0 -
®
f (XQ) = xX1<<£ dla x,,>£ i

zatem C¢e T*.
Mamy tez

*<4) =#(*(E)> -#(4> =4 -

Z (d1) wynika, ze

Te(«) - ¢ M xi -¢1 = 1*(x0) -¢1* Ix0 -¢1

Stad, na podstawie (el)

#(x1) > xc dla XQ <£

i (*i) < x0 dla X0 =4 *
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2 ostatnich nieréwnosci i monotonicznosci Ffunkcji $(x) mamy

XQ < $(x1)< $(X) « $ (x0) x1 dla xeT*, gdy xQ < ¢,

X1 =$(XQ< PX) < $(X1) < xQ dlax eT", gdy xQ >£ .

Wobec tego $(x) eT* dla x 6 T*.
Z (d™) wynika

I#() - ol -W##HC)) -t —il

dla xsT*ix*£ .

Funkcja 0(x) spetnia wiec zatozenia (b™) i (d™)j zatozenia (@) i ()
sg oczywiste.

Poniewaz funkcja $(x) jest rosngca, mozna wiec do réwnania (4) w prze-
dziale T* zastosowac¢ poprzednio wykazany przypadek A). Przyjmujac za po-
czatkowe przyblizenie kolejno konce przedziatu T* otrzymujemy dwa ciagi

przyblizen (przy oznaczeniach (2) i (3))

XQ, Xg, ,
(6)

X1» X3* X5» eee

zbiezne monotonicznie do liczby 4 . Jezeli x0<i » to pierwszy z ciagoéw
(6) jest rosnacy, a drugi malejacy; dla x0>4 pierwszy z ciagow (6)
jest malejacy, a drugi rosnacy. Oczywiscie x* e T c¢T dla i=0,1,2, ...-,
mozna wiec podstawi¢ x = x* w zatozeniu (d*), skad otrzymujemy

Ixi+l I<Ixi "¢l *

Wykazalismy wiec, ze w tym przypadku cigag (3) jest zbiezny oscylujaco
do pierwiastka < rév/nania (1).

Rozpatrzmy przypadki C) i D).

W przypadkach: C), gdy xQ< 4 i 0), gdy xQ>4 poczatkowe przyblize-
nie znajduje sie po tej stronie pierwiastka 4 > P° ktérej funkcja itera-
cyjna & (X) jest rosnaca, co przy pozostatych zatozeniach twierdzenia po-
woduje, ze cigg (3) jest wtedy nonotonicznie zbiezny do liczby 4 (dowéd
przebiega analogicznie jak w przypadku A)).

X przypadkach: C), gdy x0>¢ i 0), gdy X0<C przyblizenie x1 znajduje
sie po tej stronie pierwiastka4 , po ktérej Ffunkcja $(x) jest rosngca, co
powoduje, ze ciag (2) jJest zbiezny nonotonicznie do liczby 4 -
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Twierdzenie T2. Jezeli

(a2) funkcje $.J) i sg ci”"Ste w przedziale T{
(b2) réwnania

X = #,(), Q]

x
1l

i 200 (8)

posiadajg pierwiastek ¢(eT;
(c2) funkcja > jX spetnia zatozenia (cN) - (eN) twierdzenia T1;

d2) ®O) -el<1*20) -¢l 1 ir(x) -¢]1 - [#200 “i] >0
dla x £1, U 12,

to sa speinione warunki:
ciag

xN  =11(x0), x2= (X)), ..., XxicHi A B Al ™

jest zbieznynonotonicznie lub oscylujgco dojedynegopierwiastka 4 réw-
nania (7) w przedziale T;
dla tych kolejnych wyrazéw ciagu

xq = * X2 = A2AXINE ee*n Xkl = A2AXKN T TLTT @

ktére maja sens (przyblizenie x"+1 jest okreslone, gdy s --s XNE6 T
zachodzi nieréwnosé

I*n “¢M*n -£F <11>

Dowéd. Pierwsza cze$¢ tezy wynika z twierdzenia T1; pozostaje do wyka-
zania nieréwnos¢ (11).

Rozpatrzmy przypadek, gdy ciag (9) jest monotoniczny.
Zatézmy, ze x~<4 ; wébwczas ciag (9) jest rosnacy oraz x"e < a, i ) dla
i =1,2,..., lladto z (d2) wynika, ze wyrazy ciagu (10) nalezg do przedzia-
tu <a, t).
Na podstawie (d2) otrzymujemy

42(2) < $1(x)<C dla a<x<C. (%)
Jezeli a”;x<y<i, to z (12) i monotonicznosci funkcji $1(x/ namy

k|

200 < 1100, 1100 < $..¢) <E£ .
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Stad #2(x)< 1(y)<C dla a« x < y<t . a3)
Wykazemy indukcyjnie, ze

xn < xn <C as

dla tych kolejnych liczb naturalnych, dla ktérych ~ na sens.
Dla x = x0 z (12) wynika prawdziwo$¢ nieréwnosci (14) dla n=1.
Zak6zmy, ze nieréwnos¢ (14) jest prawdziwa, wtedy na podstawie (13) ma-

my
*n+l = < #1(xn> = xn+1<+ -

Przejscie indukcyjne zostato wiec wykazane.
Z nieréwnosci (14) wynika nieréwnos¢ (11).
Jezeli , to dowéd nierdéwnosci (11) jest analogiczny.
Rozpatrzmy przypadek, gdy ciag (9) jest oscylacyjny.
Z (d2) wynikaja nieroéwnosci

t< BPl(X) < $2() dla a 4 x <£ ,
#2(0) < LX) <1i dla i < x <bh.
Podobnie jak w poprzednim przypadku mozna wykazac¢, ze
C < NMIy) < R2EN dla a <x<y<f |,
#2(X) « ~(y) <¢ dla i <y <x <b.
Korzystajac z ostatnich nieréwnosci mozna wykaza¢ w podobny sposéb co po-
przednio nieréwnos¢ (11).
Uwaga 3. Zatozenie (d2) w twierdzeniu T2 mozemy zastgpi¢ zatozeniem
silniejszym

IS100] < J*2<%)| 1 >0 dla x e llu 1?. (15

Z twierdzenia Cauchy"ego i pierwszej z nieréwnosci (15) mamy bowiem

#,(*) -t #,() ~ ~(I) *Tgwl
52(x ) - £ 32(x) - 22@¢)

a wiec 11X <€ |< i) -t |-
Stosujac twierdzenie Lagrange*a i druga z nieréwnosci (15) #atwo otrzymu-
jemy druga czes¢ zatozenia (d2).
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Zastosujemy obecnie twierdzenie T2 do pordéwnania metod iteracyjnych K6-
niga i1 Schrodera 3 rzedu.
Metody te dla réwnania

f(x) =0 16)

okreslaja odpowiednio funkcje iteracyjne

,() =x . -SL -, y(x) =x - i.fn . an
2a; - ff

Obliczajac pochodne tych funkcji mamy

, 00 = y ) « F2(3F-2 - 18
@f - ff) SF 3

(przy funkcji f(x) i1 jej pochodnych we wzorach (17) i (18) opuszczono
argument Xx).
Twierdzenie T3. Zatozmy, ze
(@J) funkcja f(x) jest klasy w przedziale T = < a, b> ;
(b3) f(a) - f(b) < 0j
(c3) f . [2f2 - fF] . [2f2 + FfF] <O dla xe T.
Jezeli

(d3) 3f> - 2Ff' >0 dla xel,

to kolejne przyblizenia pierwiastka i réwnania (16) otrzymane metodag K6-
niga sa lepsze niz odpowiednie przyblizenia otrzymane metoda SchrSdera
(przy wspélnym przyblizeniu poczatkowym xQ e 1).

Jezeli

3f12 - Ff' «0 dla xe T, V(XO)E T;

(e3) Ml = [F 4F]f <4 dla x6T*

to kolejne przyblizenia pierwiastka < réwnania (16) otrzymane metoda Schro6-
dera sa lepsze niz odpowiednie przyblizenia otrzymane metodg Kéniga (przy
wsp6lnym przyblizeniu poczatkowym XxQ).

Dowdd. Rozpatrzmy réznice funkcji iteracyjnych (17)
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Z zatozenia (cN) wynika, ze 2f 2 - ff” jest statego znaku w przedziale
T, a poniewaz

2[FCd)2 - Fu) . F"t6) = 2[fU)]2 >0
v, iec 2FF2 - ffFF > 0 dlax 6 1I.
Stad wnioskujemy

sgn [v() -FCAF = sgn[f() - FCAT -
Z (b™) wynika

- dla a< x <t

1 dla £ < x < b,

gdyz T'(X) jest statego znaku w przedziale T.
Ostatecznie mamy wiec

V(x) < >p) dla a <x

a9
y(x) > () dla 4 <x < b.
Wykazemy obecnie pierwsza czes¢ twierdzenia.
Sprawdzimy czy zachodzg zatozenia twierdzenia T2, gdy przyjmiemy
¢100 =00, 209 @)

Zatozenia (a2), (bp) ~ (c2® wynikaja tatwo z (@), (GO i1 (C))-
tatwo zauwazy¢, ze jezeli

3f*2 - 2 f > 0, to 3f"2 - f°"f" > O,

zatem funkcje <p(X) 1 V(X) sa rosngce (na podstawie (1S)). Stad napod-
stawie (19) wynika zatozenie (d2).
Funkcje (20) spetniaja zatozenia twierdzenia T2, a wieczachodzi dla
nich teza twierdzenia T2, co dowodzi pierwszej czesci twierdzenia T3.
Dowéd drugiej czesci twierdzenia przebiega podobnie. Wystarczy wykazac,
ze zachodza zatozenia twierdzenia T2 w przypadku, gdy przyjmiemy

XY =V, 1209 = ().

Sprawdzimy, ze zachodzi zatozenie (c”), gdyz pozostate zatozenia mozna
+atwo wykazac.
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Jezeli 3f"2 - f*"f* < 0, to 3f’2 - 2f f' <0, awiec z (a3) i (18
mamy, ze funkcje 4>(x) 1 V(x) sa malejace. Stad na podstawie (19) wnios-
kujemy o prawdziwosci zatozenia (d2). Druga czesc twierdzenia zostata
wiec wykazana.

Rozpatrzmy jeszcze przyktad ilustrujacy twierdzenie T3.

Przyktad. Dla réwnania

f(x) =x3 -2=0

w przedziale < 0;2 > zachodzi pierwszy przypadek twierdzenia T3 (metoda
Koniga jost lepsza, przyblizenia uzyskane ta metoda oznaczamy XE).
Przyjmujemy xQ = 2 i obliczamy, dwa kolejne przyblizenia

x1 = 1,333 x1 - €=0,073.

s = 1,375 x1- 6 =0,115...

x2 = 1,26007 x2 - i =0,00014. ..

X2 = 1,26362 x2 - i =0,00369...
(i = k2 = 1,2599210...).

Wpdyneto do Redakcji w maju 1972 r.
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CPaBHLHHL VITLI-iUMOHHuUX I4LTOJIOB PEUIIHM BLAKIiTBiHHiiX yPABHLHiflii
Pes»ae

3 cTaTbe paccuaTpKBaeTOfl Bonpcc cpaBHeHHU HTepauHOHHbix aeTQ”OB pernealna
ypanHeHuii

X = 9, X = B2%) )}

BHEUmMKX c6imy KcpeHb B RaHiicM npouejtcyiKe.

3 sTOU paSoTe soKa3tiBajjTCH j,Be Teopeuti T1 h 12, acTcptie aaxoxaT npnae-
aeHHe upa cpaaHemiH pa3HHX htepaunchhux mbtcacb c¢ tcm jte nopfljicoju cxcjikmec-
CTil Rliii ypaBHfcilHH

f(x) = 0. (€]
uthTeopeuH 6hik npHMeHeHH jiu cpaBHeHHB. mtepaun6 hhhx ueTojcB KeHHra
H Lpejjepa 3-ercncpasxa”™.TeopeMa TS), icpTopae jaHii ccoTBeTCTBeHHC qjcpMy-
Xailk:
*X) - X - 2/ F~ .., v(xX), X -
2 f - 2 f
liycTE | oCoBHa”aeT. npoMeicyTOK (a,b), a I - npouexcyTOK <a,b>.

TeopeMa 11, Lcjib
(a ) cpyHKPMii $ (x) aenpepHBHa b npoaeayTKe 1;
le) ypaBHemie

X = $() ©)

HtieeT Kcpeab 4 .el;

ACL; tpyaXGHH $(x) TCUHC i-iCHCTOHHa B KEKSOM H3 IjpOMeKyTKCB 1.j = fa,£)
2 ~ C4» b ;;

td-, / 1$u) -¢j<i$x -£]5Jia x e It U1l ,Korxa (pyHKUMS $(x) y 6bjaaioaiaa
h npcwexyTKe 1 hjik
j#EVXx - o1 < |x -4] brex nptMejacyTKax b kotopux4>yHKMia$(x)
so 3paOTawsiaa;

;el; sjia ciipexelieiiKcro x[ G h xc BO3HHKaeT. ycjicBMe $ Uc) él,
TC BLHICIKOHH Cliexy¢jlu.Ktr yCJICBlia: ktfCJIIO £ b.BJlh.eTCH e£IIHCT BEHHLIM KOpH6M
'paBHeHHU ; b npGMeacyTice i; nccjieacaaTejibHCCTb

— P (X2)>eee* XN+l = A Axn AxEEx

CXCEb.HAHIT K ~MCJiy £ MCHCTOHHC MUM KCJ1e6uT eJIbHC .
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Teopewa T2.. Ecjiu
<35) 4>yHKnnM 017x) M $0Uc) HBIHKTCii HenpepKBHbiMH b npcuieacyTKe |;
tt>2 ) ypaBHeHMa k.1) bmecsjt KcpeHb 4e 1;
~°g) $yHKUHa $ TCx) BtincjiHaeT yojicBHa TeopeMbi W .,) - Ce.,) TeopeMH TI;

Wg) (0-,U) - 41< i2U) -¢] H [#,uc) -t] «[07~x) -8 > LftnaxellUl”
tc BbincliHeHu ycjicBMii:
nOCJie”OBIlT eJIbHCCTb

=i (Q)j Xg - A (Xi)*eee> xktl = A1 sk

UCHOTOHHO bjib Kcjio6aTejibho ct:oxa«iia K e*HHCTBennoMyKcpHyn 4 nep3crc
H3 ypaBHeHMW W ) b npoMexyTKe I;
jjb  3thx o”epe”HbDc <ikeHCB nccaei,cBaTexbKccTH

X1l = ®2 ™~o0onr* "2 H "2 )rree> xk+l * ~r2n~xkAn, x*ox*

KcTopne uuenT ciibicji <npBfiliHKeHHe xi+., onpesejieHC, i® na Xi

D

BC3HHKaeT nepaBeHCTBO

Teopeua T3. JipejjiOJCBii, uto

Ca,) ipyHKUBH f(x) Kjiacca CI3") b npoueayTKe 1;

Ib3) f(a) . f (b) =i 0;

Ved ) f [2 ¢+ 2 - ff”] [2 f'2 + ff' C S-na x e I.
tcjik

@)3f2-2°Ff*>0 a-aa x s,

to c”epe~Htie npHCliMitceHiia KGpHa £ ypaBHeHwa ~2) ncliy*eHHfcie weTc/c* Ke-
HKra lJiy*ine ccoTBeTCTBy»iunx iipHOIWKeHHW ncliytietHHhDc MeTCfIOM iape”epa.

3fF2-F f <0 x el, v(xQ) e i;

k m - t J n * el”’
tc cuepeHHe npHQOJiBIKeHMa kci-hb. 4 ypasHCKHa \.2> ncliy*eHHKe #»eTcjct.
Lpe”tepa Jiy*ne ccoTBtTCTByioiMKIC npMiJiMSctKKii nolJiy~tiHHtIc etcj’ci* ii€H..r-

V.npn oCuew HasaliBHCM npMfiliHicaHirin ~ xc >
lio*aH npuMep HJJiDCTpnpywlL4Hii Tecpeay 13.
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THE GOHIARISOn OP ITERATIVE METHODS
OP SOLVING OP REAL EQUATIONS

Summary

In the paper it is considered the problem of comparison of iterative me-
thods of solving of equations

X = ~A(x), X = 200 ()

which have acommonroot in a given interval.

The paper containsproofs of twotheorems T1 and T2, which are applied
in the comparison of different iterative methods with the seme conver-
gence’s order for an equation

f(x) = 0. (@)

These theorems are applied to a comparison of iterative methods of Ko-
nig and Schroder with 3ru order (the theorem T3), which are given respec-
tively by formulas:

, - — ifE- -

2(H - Tl 21 >
Let I denotes an interval (a,b), and T - an interval <a,b>
Theorem T1. If
(@) a function $ (xX) is continuous in an interval T;
(b™) and equation

X = #(X) (©))

has a root ce T;

(C1) a function *(x) is strictly monotone in each of intervals 1 = (®, 1)
X2 =

(d”™ I8 -él<Ix -¢l for x e 1lu 12, when a function $(x) is decrea-
sing in an interval 1 or
I$C) -¢i<lx -¢l in these intervals 17, 12, in which a function
$(x) is increasing;

(e-,) for fixed xQe T and xQ 4 £ the condition # (xQ) eT holds then
the following conditions are fulfilled a number £is an unique root
of the ewuation (3) in an interval T; the sequence

x1 =$(x2), xn+l =$(xn), ...

is convergent to a number £ (the convergence is monotonic or oscillating)
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Theorem T2. If
(a2) functions ~(x) and $2(x) are continuous in anintervall}
(b2) equations 1 havea root ceT;
(c?) a function $.,(x) fulfills assumptions (s~ - (e”) of the theorem T1
d2) 17 -el<1$20) -¢l and [*(X) -¢]1 200 -¢]1 > Oforxsi™lj
then the following conditions holds:
the sequence

*1 =AC|(XO)»  X2= AT(XI)* esenxk+l = A (XK *ex

is convergent toan unique root £ of the first equation of (1) in an
interval T (the convergence is monotonic or oscillating) for the
successive terms of the sequence

X1 = i27piF X2 = *2**]1*e "7 xktl = "N2AXKN* o**

which have sense (an approximation xj+) 1is determined,when O*,...

J- €D
the inequality

K “¢l<ixn "¢l hOlds-

Theorem T3. Suppose that
@™ f(x) belongs to the class function in an interval T;
b3) f(a@ f) < Oof
@Cj) f [2F°2 - fF] [2f"2 + fF] * 0 for x e T.
1
@j) 3f"2 - 2F"F> > 0 for x eT,
then successive approximations of a root £ of an equation (2) obtai-
ned by the method of Schroder are better than correspondent approxi-
mations obtained by the method cf Konig (with the common initial ap-
proximation xQ).
The example is given as an illustration of the theorem T3*



