ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1212.
Serias MATEMATYKA-FIZYKA z. 21 Nr kol- 340

R. BARTLOMIEJAZYK

WARUNKI _ ZEIEZNOSCI DLA METODY KONIGA
PRZYBLIZONEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN RZECZYWISTYCH

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest podanie warunkéw zbieznosci
metody iteracyjnej J. Konige (patrz [i]) do pierwiastka t réwnania

f(x) =0 (1)
przy zatozeniu, ze funkcja rzeczywista f(x) jest klasy c™n+”~ w przedzia-

le T =<aj b> oraz &) = 0.
Metode te okresla funkcja iteracyjna

F(x>Un-1<x)

ey = * un () (2)
gdzie u (X)) =1,

a-| (O aoey ... 0

a2 ) 0

uw (x) (3)

ak-1<x” mk-2(*> 800

ak (O ak-1ix) *e* ai()
dla k - 1,2,... faQXx) - f(xX), ai(xX) =yij- dla i = 1,2,... (n - u-

stalona liczba naturalna).

1. Aby poda¢ warunki zbieznosci r; netodzie KSnigs obliczymy pochodng
funkcji (2). VU tym celu wykazemy dwa lematy.

Lemat 1. Niech

b'i’i b12 h1lk
b2t 92 e pok
bkl \ 2 hfck

bedzie dowolnym wyznacznikiem k-iego stopnia, ktérego elementy sa liczba-
mi zespolonymi. Jezeli a=1_..._. k) oznacza wyznacznik, ktéry zo-
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stat utworzony z wyznacznika 3 przez zastgpienie elementéw i—tego wiersza
elementami

°* dilbi,1" d2bi,2" dk-1 bi,k-1*
gdzie d,, d2, ..., dk_1 sg dowolnymi liczbami zespolonymi, to
bC) + B®@ + ... + B(K) =0.

Dowdéd indukcyjny. Dla k = 1,2 4atwo sprawdzamy prawdziwosé lematu.
Uiech oznacza dopeknienie j-tego elementu k-tej kolumny w wyznaczni-
ku Rozwijajac wyznacznik weddug k-tej kolumny otrzymujemy

k

N

i=l i=1 ]
i

th
~
th

3<d>+ dk_1b .~ B<d> =

<bjk £ Bjk > + dk-1 £ i,k-i ik -
-1 i=1 i=1

i*J

£
i

Zaktadajac prawdziwos¢ lematu dla liczby k—1 otrzymujemy, ze

z V -0
i=1 A
i*j
dla j = 1,2, ..., k. A wiec
k 3(i)
1
=dk-1 £ bik-1 30 -
=1 i=1
bll bi2 blk-1  blk-1
b2t P2 e k-1 b2k-1
= d =0
k-1
bi bk bl: k-1  bkk-1

co dowodzi prawdziwosci lematu.
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Lemat 2. Dla k = 1,2,... zachodzg wzory
a-,0() a0 () 0 0
a2(x) ai(x) a0(x) .. 0
UG =(k + 1) (&)
ak-200 ak.3(x) ... a0
XK+r ak 69 ak-1~X~ 7 T azeo
uk+i<x) = tfx> V x>~ dr F&%j%()f())’ ®
Ouk+i(X) = [f<*>]k gdzie (6)
a2(x) a40o aQ() 0
a3(x) a2(x) al(x) 0
\+1<X> “ @)
ak00 ak-1<x) fk-2<x) 77 a..09
ak+1<x) ak o ak-1<x) 77 azeg
kufc 1 OQuA(x)-(k+1)ujc 1)Uk () = k(k+1)[F()Tk-1\ +1(X), (8)
(k+D)[F)Tk - Wk+1(X)
n-<x) = ©

E+x)

Dowéd. Aby wykazac¢ (4) rézniczkujemy uk(xX) (wzér (3)) wedtug wierszy,
wiedzgc, ze a"”) = (i+l)ai+l(x) dla i =0,1,2,... Odejmujac w k-1 wy-
znacznikach od i-tego wiersza otrzymanego z rézniczkowania i+l wiersz po-

mnozony przez i+l i stosujac lemat 1 otrzymujemy

0 leal 2%a0 0 al ao 0 0
a2 al ao e 0 0 18> 5 41 0
ak-1 ak-2 ak-3 ao ak-1 ak-2 ak-3 Tt ao

ak ak-1 ak-2 81 ak ak-1 ak-2 81
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al ao 0 -0 al ao 9 * 0
a2 al ao -0 a2 al ao 0
+
0 1-ak-1 2*ak~2 (k-Dal ak-1 ak-2 ak-3 = ao
ak ak-1 k-2 -~ a1 (k+1)ak+1 kak (k-1)ak " 2a2
al ao 0 0 al ao 0 - 0
a2 al ao -0 a2 al ao - 0
+
ak-1 ak-2 ak-3 < ao ak-1 ak-2 ak-3 = ao
0 1.ak 2ak-1 ee (k-1)a2 (k+1)ak+l kak (k-1)ak_1 ee 545

gdzie ai = ai(x). Stad po dodaniu wyznacznikéw otrzymujemy (4).

Wzér (5) otrzymujemy rozwijajac wyznacznik uk(x) wedtug k+l kolumny i
stosujac (4).

Wzér (6) jest szczeg6lnym przypadkiem wzoru Aitkena (por. [l] str. 140
wzér (8) dla v = 1).

Lewa strona (8) po zastosowaniu (5) jest réwna

k(k+/l\)*ul/1. ) k(k+1)uk ()

Ef'(x)uk > - uk+1(x)j + — — [FQUk_1(x) - uk(x)j =

K(k+1D)uk () - uk_10)Quk+10)]
run .

a stad na podstawie (6) otrzymujemy prawg strone (8).
Obliczajac pochodng funkcji (2) otrzymujemy

uk ) [UK(X) - FOQUk_1()] - FOOUN_1(O)uk CQH-FOQuUK_ 1 (Qur(x)
£k =
9 uix)

stad po zastosowaniu (5)

FOO) (kuk_10QurN(x) - (k+1)u”r_1(x)uk 9]
kuf(x)

Z ostatniej rownosci na podstawie (8) otrzymujemy (9)j a stad<p™n(£) = ...
&M "() = 0, wiec rzad zbieznosci funkcji iteracyjnej (2) jest réwny co
najmniej n+l.
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U. Zawazmy, ie jezeli i 8&* statego znaku w prze-
dziale x, to réwnanie (1) i réwnanie

X « Ffn(x) o)

sa réwnowazne w przedziale T.

Do réwnania (10) zastosujemy wykazane w [2].

Twierdzenie T1l. Jezeli
(al) funkcja # (x> jest ciagta w przedziale T = <a; b>,
(b1) réwnanie

X - $(x) 1D

posiada pierwiastek ¢ccl * (aj b),
(c1l) funkcja #(x) jest Scisle monotoniczns w kazdym z przedziatow
X, = (@ £), 12 - (£» b),
d-,) 1#(X) -£]<Ix - £] dla x 6 11U 12, gdy funkcja # fx) jest malejaca
w przedziale 1, albo
£]<|x - £] w tych przedziatach 1», 1g, w ktérych funkcja #(x)
jest rosnaca,
(el) dla ustalonego xQ e T i XQ * £ zachodzi warunek * (x0) * T,
to sg spednione warunkis
liczba £ jest jedynym pierwiastkiem réwnania (11) wprzedziale T,
ciag x1 3 4(*0), Xg =eCu]), eee* 3AfL+i 7 oo
jest zbiezny do liczby £ monotonicznie lub oscylujaco tzn.

Ixk+i -£]<Ixk-£ ] i (k+1 -£)(xk -£) > o0 dla k - 1,2,... albo

I*k+1 “;]<]*k —t\ 1C*k+1l -¢><*k - O <0 dla * =

Uwaga 1. Zatozenie (el) jest zbgdne, gdy x0 lezy w tym z przedziatow
j b> , w ktérym funkcje #(x) jest rosngca. W tym przypadku ciag

XQ, X1 * i(XQ), P ij+j = * kg X

jest zbiezny monotonicznie.

Uwaga 2. Nierownos¢ |#(x) -£]<jx -£] w zatozeniu (dl1) mozna zastagpicé
nieréwnosciag silniejsza #()] < 1.
Stosujac do réwnania (9) twierdzenie Tl otrzymujemy nastepujace
Twierdzenie T2. Jezeli
(a2) funkcja f(x) jeBt klasy C™n+1) w przedziale T -<aj b>,
(b2) f(a)f(b) <O,
C2) un_iGxQun (X)Un+1(x) * 0 dla x e T/n jest ustalong liczbg natural-
ne]”,
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(@+D[F(s)In "n+1 (O <1 di
d2) K (:)I = Is xe
(d2) () o)

liczba n jest parzysta
(e~) dir ustalonego xQe T

m+1(G)) < C,
0 * b «axy en”xo" 6

to sa speinione warunki:
ciag
il X2 *xxk xletl = (12)
jest zbiezny nonotonicznie lub oscylujaco do jedynego w przedziale T pier-
wiastka £ réwnania (1),
cigg (12) jest oscylujacy, gdy n jest liczba parzysta
i A+1(D) < 0, w pozostatych przypadkach jest monotoniczny,
gdy [f(zO)]n . in+1(x0) > 0. tozatozenie (e2) jest zbpéne i ciag

to* X1 = Nok ———— - k-1 = fnN kN

jest zbiezny nonotonicznie.

Dowdéd. Wystarczy wykaza¢, ze z zatozen (s2) - (cg) twierdzenia 12 “w-
nikaja zatozenia twierdzenia T1 dla réwnania (10".

Z (a2) i (c2) ns podstawie (3) wynika (@.,)- natomiast z (b?) wynika,
ze réwnanie (1) posiada przynajmniej jeden pierwiastek ¢6 1. liczba t
jest takze pierwiastkiem réwnania (10), a wiec zachodzi (b").

Zatozenie (c,) dla funkcji ©n) wynika ze wzoru (9) i (c2). Oczywi-
Scie z zatozenia (e2) wynika zatozenie (e.,)-

Wykazemy obecnie, ze z zatozen (c2) i (d2) wynika zatozenie (d-,). Pier-
wsza czes$¢ zatozenia (dM)wynika ze wzoru (9) oraz uwagi 2.

Gdy funkcja fn(x) jest rosngca wprzedziale 1 lub 12, to druga czes¢
zatozenia (g1l) sprowadza sie do wykazania nieréwnosci

x < FLW) dks s e k1, lub
> fn(>» dla x e X2.

Ostatnie nieréwnosci na podstawia (2) sg réwnowazne nierdéwnosciom

FGDUn_1Qun (x) < Q dla X e I1, lub

as
"MHw o 10ih () > 0 dla x e 12.
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Z () wynika, ze

un-1l«)un”> = [F*OIn"1[m)]In = [F©J2n_1 /7 O

Zatem

son un_1GOUN(X) ¢ s dla x 6
Stad na podstawieciagtosci funkcji f(x) i zatozenia (ag) mamy
f(a) <0 i fM) >0, gdy un-1(Qun(x) > O, lub
f(@) >0 i f() <0, gdy GHun(x)< Oe

Poniewaz funkcja f(x) zachowuje znak w kazdym z przedziatéw 11, lg, wiec
z ostatnich warunkéw wynikaja nieréwnosci (13)» Zachodzi wiec druga czesc
zatozenia (dM).

Poniewaz z zatozen (a2) - (Sg) wynikaja zatozenia (.,) - (e-,) twier-
dzenia T1, wiec dla funkcji *Mm(x) jest spedniona teza twierdzenia Ti,
co konczy dowéd twierdzenia T2.

11l1. Podamy obecnie pewien schemat obliczeniowy dla metody Kfeniga gdyz
obliczenie kolejnych przyblizen ze wzoru (2) jest kdopotliwe. W tym celu
wykazemy nastepujace

Twierdzenie T3. Jezeli f(x) Jjest klasy c(n+1” w przedziale T =<a; b>
to
f,(x) = x + <n(X)» [¢7))
gdzie /M (x) jest rozwigzaniem uktadu réwnan
a0x) + ai(x) (x) “o
a0(x) + ar()<$2(x) +agixJiJgCx~Cx) =0

_________________________________________ a5
aQ(x) + aMYBN(X) + ... + an <N () .-- M(x) = 0;

aQ() f(x), ai()=yy FA™N(x) 6lai=1, ..., n.

Dowéd indukcyjny (stosujemy uproszczone oznaczenie). Dla n = 1 mamy
a0 + al = 0, stad

J £ =-2-- (na podstawie (3))-
1 al U1
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Zakozmy, ''ze

. 'ao uo X “a° Ul *
d1 = ut 2 °n-1

flykazemy, ze
iB=-+g=1. 16)

Ha podstawie zatozenia indukcyjnego zachodzi réwnosé

s J A r 1%n-i1 ,,n~i Ui-1
n-1 n-2 ee= @i “ M) [o) un-1»
dla 1 =1, ...,n-1.

Ostatnie réwnanie uktadu (15) mozna wiec napisa¢ w postaci

i, ao un-2 . ao un-3 . -I\1-1n S1 - n
ao + °n(al_a2 “unTT- 3 “% “1 o* n-1 un-1 °

Poniewaz wyznacznik (3) po rozwinieciu weddug pierwszej kolumny i obnizc**
niu stopni wystepujacych w rozwinieciu wyznacznikéw przyjmuje postac

uk<x) = zL ai(x>uk-i(x) [@ao(x)]11_1>

wiec rownanie (17) mozna napisa¢ w postaci

u.
a +9o0 = -0.
0 n un-1

Z ostatniej rownosci tatwo wynika (16). Twierdzenie T3 zostato wiec wyka-
zane.

Korzystajac z twierdzenia T3 nozna metodg K5niga rzedu n+l (funkcja
iteracyjna <n(x>) traktowa¢ jako metode, ktéora sktada sie z n kolejnych
krokéw kolejno powtarzanych; przy czym na kazdym kroku otrzymujemy przy-
blizenie pierwiastka i réwnania (1). Biorac mianowicie przyblizenie po-
czatkowe x0 dla pierwiastka i roéwnania (1) otrzymujemy ciag n kolejnych
przyblizen

*<1> - LW, , X<2> [ <«>
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gdzie (na podstawie (15))

i+1 T+T @9)
k((2

dis X * 1li eeey n = 1»

Przyblizenie * X, Jjeet w tyn schemacie obliczeniowym pierwszym przy-
blizeniem otrzymanym z metody Koniga rzedu n+1.

Przyjmujac x1 za przyblizenie poczatkowe otrzymujemy nastepny n wyrazowy

ciag przyblizen

4 1}, *<2). ... 4 “).

ktérego n-ty wyraz x|n”~ * x2 jest nastepnym przyblizeniem otrzymanym z
metody Koniga rzedu n+l.
Postepujac w ten sposéb otrzymujemy ciag przyblizen

*o* X1* KK Ap* Akx

zbiezny do pierwiastka £ réwnania (1).
Mianowniki wyrazen (9) mozna oblicza¢ z nastepujacego schematu Homere;
dla ustalonego i mamy

i+1

E .+ FOOA  Ri-k+2 e™* Af * b+l (20)
K*2

gdzie

£1 " TCTLT Fii+1}(*0)* bstl ™ he£B * T 7=hrrr F(i"8+,)(x0)

difl S * 1f wo»y 3%

Warto zauwazy¢, ze obliczajac "*e* £r se wscrow (19) nie as po-
trzeby wykonywa¢ obliczan z j®3s«fca»g iloscig miejsc dziesietnych, lecz
mozna kolejno zwieksza¢ doktadnie Obliewern. S budowy wyrazenie (20) wy-
nika, Ze to don¢ istotne z punktu widzenie praktyki obliczeniowej poste-
powanie bedzie tylko w nieznaczny sposéb wptywa%o aa wynik obliezen,w Sti>»
sunku do obliosen z jednakowo duzg deatdssteossig.

Wptyneto do Sedakejl 5 naje 1972 r.
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_IOBMH cx03mocvm w,. 3ViOnhoro mitoza
Bi-fALCH Biuii J*X 4j"iiivdiw

UGE3Ek e
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Tcci.e?u T20 acjik
f¢;; - 3Tc iiKi.n«. kauccu Al g njiCl.itizylkKfic 1 =<a,b> «
1Ib"d fla; flb; < t;
(CZ; un_’i (€9) u, QOw - ¢O0 x e I \il hBJ:neTCii oj e”e.ieHHbiM Ha-

n+i
TyptIJHOIM KHC; .CLiVv*

(n+1) [FCO] wn+l X
@)Ifn @] = <1 xel,
t w
kc rsa hko#c n TIBADFCICii HeTHU.. M wn+1/x~ A
U 5,/ A“*= cnpt-ACJitHucrc XxL€ 1 u xc /4 mu.eli m(@Q) el,
tc Bi-::;cdilti "jczenuu.:
nccji fcACBuT cajihce Th xA = fn A~ 0)' *2 =

= xictl = Xe ) rx
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(@J B iijcMtayTKE- 1;
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ACI\Ha [f t*D>]n wn+1(x0) > °* +tc. ycj.cuMfc fiEKy>.ac i
HC.CTb XQ, X1 = f n (X0)

nccaeAC3aTeab-
..... Xje+l = ... E.CHCTCUHC CXCAblii*li.

SaTek ncaaH b Tecpeue T3/ (iwpKyati V14) m (@A#P>/ hckctcptim nNi-atca bkhmc-
_TMTw.bHHM cnocoC aa* Me.To*a rfemiru.



R. Bartlomiejczyk
22. ey

THE CONDITIONS OP ITERATIVE METHOD”S CONVERGENCE
OP J. KONIG FOR REAL-VALUED FUNCTIONS

Summa ry

The paper deals on iterative method given by formulas (2) and (3).The for-

mula (9) for a derivative of iterative function (2) is deduced.

Hence follovs the following

Theorem T2. If

(a2) a function belongs to the C™n+1” class function in an interval
T =<a, b>;

(b2) f(a) f(b) <0;

€ H)Un 1) URX) Wh+1(x) *0 for x eT (n is a fixed natural number)

N+ [FOIT N Vi (»)

(d2) Ifn(x)l - <1 for x el,
~MX)
if a number n is even and Vn+1(x)<0~
(e2) for fixed xQe T and xQ *t we have 6

then the conditions holds:
the sequence

S1 =/2n~o”N” x2 = *nix1n" xk+1 = *n(xk"

is convergent to an unique root £ of an equation (1) in an interval T(the
convergence is monotonic or oscillating); the sequence (12) is oscillating
when n is even number and “n+i(x) W remaining cases it is mono-
tonic.

If [f(x0)jn ""nt1”xo™ ™ ® then the assumption (e2) is dispensable and
the sequence

X0> X1 = ~*n~xo™* xk+l = AnAknA*  *mx

is convergent monotonically.
Next in the theorem T3 (formulas (14) and (15)) is given a simple com-
puting scheme for the method of Koénig.



