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WARUNKI ZEIEŻNOŚCI DLA METODY KÖNIGA 
PRZYBLIŻONEGO ROZWIĄZYWANIA RÓWNAN RZECZYWISTYCH

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest podanie warunków zbieżności 
metody iteracyjnej J. Könige (patrz [i]) do pierwiastka t równania

f(x) = O ( 1)

przy założeniu, że funkcja rzeczywista f(x) jest klasy c^n+^  w przedzia­
le T  =<aj b >  oraz f*(£) = O.

Metodę tę określa funkcja iteracyjna

gdzie u (x) = 1,

uw(x)

i>n(x) = * f(x >ün-1<x)
un (x) *

a-|(x) a0(x) ... 0
a2(x) (x ) 0

ak-1<x^ ■k-2(*> 80{X)
ak (x) ak-lix) *•* ai(x)

(2)

( 3 )

dla k - 1,2,... f aQ(x) - f(x), ai(x) = yj- dla i = 1,2,... (n - u-
stalona liczba naturalna).

I. Aby podać warunki zbieżności r; net odzie KSnigs obliczymy pochodną 
funkcji (2). VJ tym celu wykażemy dwa lematy.

Lemat 1. Niech

b.,
i i b 1 2 h 1 k

b 2 1 •••CVJ
CM b2k

b k l \ 2 h f c k

będzie dowolnym wyznacznikiem k-iego stopnia, którego elementy są liczba­
mi zespolonymi. Jeżeli (i = 1......k) oznacza wyznacznik, który zo-
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stał utworzony z wyznacznika 3 przez zastąpienie elementów i—tego wiersza 
elementami

°* d1bi,1' d2bi,2' dk-1 bi,k-1*

gdzie d,, d2, ..., dk_1 są dowolnymi liczbami zespolonymi, to

b C )  + B(2) + ... + B(k) = O.

Dowód indukcyjny. Dla k = 1,2 łatwo sprawdzamy prawdziwość lematu. 
Uiech oznacza dopełnienie j-tego elementu k-tej kolumny w wyznaczni­
ku Rozwijając wyznacznik według k-tej kolumny otrzymujemy

k
L
i=1
£  3^) = £  ( £  3<d> + dk_1 b . ^  B<d>) =

i=1 j=1
j*i

= £  <bjk £  Bjk > + dk-1 £  i,k-i ik • 
j-1 i=1 i=1

i*J

Zakładając prawdziwość lematu dla liczby k— 1 otrzymujemy, ze

Z  Ą V  - 0
i=1
i*j

dla j = 1,2, ..., k. A więc 

k

i=1

= d.k-1 •

= dk-1
k

£  bi,k-1  
i=1

3( i)  _ J ik '

b11 b12 b1,k-1 b1,k-1
b21 b̂ 2 ••• b?,k-1 b2,k-1

bk.lx I bk2 bl:,k-1 bk,k-1

= 0

co dowodzi prawdziwości lematu.
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Lemat 2. Dla k = 1,2,... zachodzą wzory

u^(x) =(k + 1)

a-,(x)
a 2 ( x )

Jk+r

uk+i<x) = tfx > V x > ~ d r  f(x K < x )’

a0(x) 0 0
ai(x) a0(x) .. 0

ak-2(x) ak.3(x) .. . a0(x)

ak(x) ak-1^X  ̂ ” . a2(x)

f(x)u£(x),

\ + 1 < X > “

O u k+i(x) = [f<*>]k gdzie

a2(x) a-| (x) aQ(x) 0

a3(x) a2(x) a1(x) 0

ak 0 0 ak-1<x) flk-2<x) ... a.,(x)

ak+1<x) ak(x) ak-1<x) ... a2(x)

kufc_1 (x)u^(x)-(k+1 )ujc_1 (x)uk (x) = k(k+1)[f(x)]k-‘l \ +1(x),

(k+1)[f(x)]k . Wk+1(x)
n-<x ) = Ęłx)

(4)

(5)

( 6)

(?)

(8 )

(9)

Dowód. Aby wykazać (4) różniczkujemy uk(x) (wzór (3)) według wierszy, 
wiedząc, że a'^) = (i+1)ai+1(x) dla i = 0,1,2,... Odejmując w k-1 wy­
znacznikach od i-tego wiersza otrzymanego z różniczkowania i+1 wiersz po­
mnożony przez i+1 i stosując lemat 1 otrzymujemy

0 1 •a1 2*ao . . . 0 a1 ao 0 . . . 0

a2 a1 ao . .. 0 0 1 • 8r> 2,a1 . . . 0

ak-1 ak-2 ak-3 ao ak-1 ak-2 ak-3 . . . ao

ak ak-1 ak-2 . . . 81 ak ak-1 ak-2 . . . 81
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a1 ao 0 •• 0 a1 ao 0 *• 0

a2 a1 ao •• 0
+

a2 a1 ao 0

0 1-ak-1 2* ak~2 (k-1)a1 ak-1 ak-2 ak-3 •• ao

ak ak-1 ak-2 •• a1 (k+1)ak+1 kak (k—1)ak_^ 2a2

a1 ao 0 0 a1 ao 0 •• 0

a2 a1 ao •• 0
+

a2 a1 ao • • 0

ak-1 ak-2 ak-3 • • ao ak-1 ak-2 ak-3 •• ao
0 1.ak 2ak-1 •• (k-1)a2 (k+1)ak+1 kak (k-1)ak_1 •• 2a2

gdzie ai = ai(x). Stąd po dodaniu wyznaczników otrzymujemy (4).
Wzór (5) otrzymujemy rozwijając wyznacznik uk(x) według k+1 kolumny i 

stosując (4).
Wzór (6) jest szczególnym przypadkiem wzoru Aitkena (por. [1] str. 140 

wzór (8) dla v = 1).
Lewa strona (8) po zastosowaniu (5) jest równa

k(k+1)uv . (x) r , k(k+1)uk (x) , ^ * = 1   [f'(x)uk (x) - uk+1(x)] + ---^ ----  [f'(x)uk_1(x) - uk(x)] =

k(k+1) [uk (x) - uk_1(x)uk+1(x)]
-------------------run------------------- *

a stąd na podstawie (6) otrzymujemy prawą stronę (8). 
Obliczając pochodną funkcji (2) otrzymujemy

f>k(x) =
uk (x) [uk(x) - f;(x)uk_1(x)] - f(x)u^_1(x)uk(x)H-f(x)uk_1(x)u^(x)

u j(x )

stąd po zastosowaniu (5)

f (x) (kuk_1 (x)u^(x) - (k+1)u^_1(x)uk(x)]

kuf(x)

Z ostatniej równości na podstawie (8) otrzymujemy (9)j a stąd<p'n(£) = ... 
4>̂ n '(t) = 0, więc rząd zbieżności funkcji iteracyjnej (2) jest równy co 
najmniej n+1.
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U .  Zaważmy, ie jeżeli i 8<* stałego znaku w prze­
dziale x, to równanie (1) i równanie

x « fn(x) (10)

są równoważne w przedziale T.
Do równania (10) zastosujemy wykazane w [2].
Twierdzenie T1. Jeżeli 

(a1) funkcja # (x> jest ciągła w przedziale T = < a; b > ,
(b1) równanie

x - $(x) (11)

posiada pierwiastek ¿ c l  * (aj b),
(c1) funkcja #(x) jest ściśle monotoniczns w każdym z przedziałów

X, = (aj £), 12 - (£» b),
(d.,) |#(x) -£|<|x - £| dla x 6 I1 U I2, gdy funkcja # f x ) jest malejąca 

w przedziale I, albo
£|<|x - £| w tych przedziałach 1^, Ig, w których funkcja #(x) 

jest rosnąca,
(e1) dla ustalonego x Q e T  i xQ * £ zachodzi warunek * (x0) * T, 
to są spełnione warunkis
liczba £ jest jedynym pierwiastkiem równania (11) w przedziale T,
ciąg x1 3 ł(*0), Xg = ♦(*■]), •••* 3t]c+i ” •••
jest zbieżny do liczby £ monotonicznie lub oscylująco tzn.

|xk+i -£|<|xk - £ | i (xk+1 -£)(xk -£ ) > o dla k - 1,2,... albo

I*k + 1 “ ¿ | < | * k  -t\ 1 C*k+ 1 - ¿ > < * k  - O  < 0  dla *  =

Uwaga 1. Założenie (e1) jest zbgdne, gdy x0 leży w tym z przedziałów
j b> , w którym funkcje #(x) jest rosnąca. W tym przypadku ciąg

xQ, x1 * i(xQ), ..., Xjj+j = * *• *

jest zbieżny monotonicznie.
Uwaga 2. Nierówność |#(x) -£|<jx -£| w założeniu (d1) można zastąpić 
nierównością silniejszą |#‘(*)| < 1.

Stosując do równania (9) twierdzenie T1 otrzymujemy następujące 
Twierdzenie T2. Jeżeli 

(a2) funkcja f(x) jeBt klasy C^n+1) w przedziale T -<aj b>,
(b2) f(a)f(b) <0,
(°2) un_i(x)un (x)Un+1(x) * 0 dla x e T/n jest ustaloną liczbą natural­

ną]',



24 R. Bartłomiejczyk

(d 2 ) K ( : ) l =
(a+1)[f(s)]n ' n+1 (;0

<(- )
<  1 dis x e

liczba n jest parzysta i ■ n+1(;;) <  C,
(e~) dir ustalonego xQ e T i ::Q * Ł «a«y ♦,n^xo^ 6
to są spełnione warunki: 
ciąg

: : 1 x2 **** xlc+1 = ( 12)

jest zbieżny nonotonicznie lub oscylująco do jedynego w przedziale T pier­
wiastka £ równania (1),
ciąg (12) jest oscylujący, gdy n jest liczbą parzystą
i ,7i +1 (::) < 0, w pozostałych przypadkach jest monotoniczny,
gdy [f(z0)] n . i;n+1(x0) > 0. to założenie (e2) jest zbpćne i ciąg

::o* X 1 = ^‘'o■*  ---- - ::k-1 = fn ^ :k^'

jest zbieżny nonotonicznie.
Dowód. Wystarczy wykazać, że z założeń (s2) - (cg) twierdzenia 12 'wy­

nikają założenia twierdzenia T1 dla równania (10^.
Z (a2) i (c2) ns podstawie (3) wynika (a.,). natomiast z (b?) wynika, 

że równanie (1) posiada przynajmniej jeden pierwiastek ¿ 6  1. liczba t 
jest także pierwiastkiem równania (10), a więc zachodzi (b^).

Założenie (c,) dla funkcji i>;q(n) wynika ze wzoru (9) i (c2). Oczywi­
ście z założenia (e2) wynika założenie (e.,).

Wykażemy obecnie, że z założeń (c2) i (d2) wynika założenie (d.,). Pier­
wsza cześć założenia (d^) wynika ze wzoru (9) oraz uwagi 2.

Gdy funkcja fn(x) jest rosnąca w przedziale 1^ lub I2, to druga cześć
założenia (g 1) sprowadza sie do wykazania nierówności

x < f l;(-w) u «  x1dis s e I1, lub

: > fn(>-) dla :< e X2.

Ostatnie nierówności na podstawia (2) są równoważne nierównościom

f(::)un_ 1(x)un (x) < Q dla X e I1, lub

"(^)w 1(x)iln(”) > 0 dla x e I2.
(13)
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Z (3) wynika, że

un - 1 « )un ^ >  = [f'(0]n"1 [ m ) ] n = [f'(ć)]2n_1 / O-

Zatem

sgn un_i(x)un(x) c s8n dla x 6

Stąd na podstawie ciągłości funkcji f(x) i założenia (ag) mamy

f(a) <  0 i f (b) > 0, gdy un-1(x)un (x) > O, lub

f(a) > 0 i f(b) <0, gdy (x )un(x ) < 0•

Ponieważ funkcja f(x) zachowuje znak w każdym z przedziałów I1, Ig, więc 
z ostatnich warunków wynikają nierówności (13)» Zachodzi więc druga częśc 
założenia (d^).

Ponieważ z założeń (a2) - (Sg) wynikają założenia (a.,) - (e.,) twier­
dzenia T1, więc dla funkcji *fn (x ) jest spełniona teza twierdzenia T1, 
co kończy dowód twierdzenia T2.

III. Podamy obecnie pewien schemat obliczeniowy dla metody Kfeniga gdyż 
obliczenie kolejnych przybliżeń ze wzoru (2) jest kłopotliwe. W tym celu 
wykażemy następujące

Twierdzenie T3. Jeżeli f(x) jest klasy c(n+1  ̂ w przedziale T =<a; b>
to

f„(x ) = x + <in(x )» (14)

gdzie /5n(x ) jest rozwiązaniem układu równań

a0(x ) + ai(x ) ( x )  “ 0
a0(x) + a^(x)<$2(x) + agixJiJgCx^Cx) = 0
.........................................  (15)
aQ(x) + a^(x)<5n(x) + ... + an (x)<$n(x) ... ^(x) = 0;

aQ(x) = f(x), ai(x) = y y  f ^ ^ ( x) óla i=1, ..., n.

Dowód indukcyjny (stosujemy uproszczone oznaczenie). Dla n = 1 mamy 
a0 + a.| = 0, stąd

J   £ = —2— —  (na podstawie (3)).
1 a 1 U 1
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Załóżmy, "że

, "ao uo x “a° U 1 *
d1 = u', " " ’ 2      °n -1

flykażemy, że

iB = - ± g = l .  (16)

Ha podstawie założenia indukcyjnego zachodzi równość

s j  A r  1 %n-i „n~i Ui-1
n-1 n-2 ••• ®i “ M )  o un-1 »

dla i = 1, . . . , n - 1 .
Ostatnie równanie układu (15) można więc napisać w postaci

i , ao un-2 . ao un-3 . -i\n-1 n  S'! - n
ao + °n(a1_a2 “u^TT-  3 “% “ ! ” * n-1 un-1 °

Ponieważ wyznacznik (3) po rozwinięciu według pierwszej kolumny i obniż©** 
niu stopni występujących w rozwinięciu wyznaczników przyjmuje postać

k
uk<x) = ¿ L  ai(x >uk-i(x) [ao(x)] 1_1>

k
Z
i = 1

więc równanie (17) można napisać w postaci

u.
a + ó  ■— - O.

0  n  u n - 1

Z ostatniej równości łatwo wynika (16). Twierdzenie T3 zostało więc wyka-
zane.

Korzystając z twierdzenia T3 nożna metodą K5niga rzędu n+1 (funkcja 
iteracyjna <>n (x>) traktować jako metodę, która składa się z n kolejnych 
kroków kolejno powtarzanych; przy czym na każdym kroku otrzymujemy przy­
bliżenie pierwiastka i równania (1). Biorąc mianowicie przybliżenie po­
czątkowe x0 dla pierwiastka i równania (1) otrzymujemy ciąg n kolejnych 
przybliżeń

*<1> - . „ w , ,  x<2> i,...... <«>
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gdzie (na podstawie (1 5 ))

i + 1 T + T (19)

k«2

dis x * 1i •••y n • 1»
Przybliżenie * X., jeet w tyn schemacie obliczeniowym pierwszym przy­
bliżeniem otrzymanym z metody Koniga rzędu n+1.
Przyjmując x1 za przybliżenie początkowe otrzymujemy następny n wyrazowy 
ciąg przybliżeń

4 1}. *<2). ... 4 “ ).

którego n-ty wyraz x|n  ̂ * x2 jest następnym przybliżeniem otrzymanym z 
metody Koniga rzędu n+1.
Postępując w ten sposób otrzymujemy ciąg przybliżeń

*o* x1* "** ^n* ***

zbieżny do pierwiastka £ równania (1).
Mianowniki wyrażeń (9) można obliczać z następującego schematu Home r e ; 
dla ustalonego i mamy

i + 1

E
k*2

f rT f(k)^  ^i-k+2 •'* ^i * b:i+1' ( 20)

gdzie

Ł1 " TCT1T fii+1}(*o)* bs+l " he £B * T 7 = h rr r f(i"8+,)(xo) 

d lf l  S *  1 f  w «» y 3*»
Warto zauważyć, że obliczając '*•* £ r se wscrów (19) nie as po­
trzeby wykonywać obliczań z j®3s«fca»ą ilością miejsc dziesiętnych, lecz 
można kolejno zwiększać dokładnie ©blieweń. S budowy wyrażenie (20) wy­
nika, źe to dońć istotne z punktu widzenie praktyki obliczeniowej postę­
powanie będzie tylko w nieznaczny sposób wpływa%o aa wynik obliezeń,w Sti>» 
sunku do oblioseń z jednakowo dużą deatłssteośsią.

Wpłynęło do Sedakejl 5 naje 1972 r.
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.iOBWH c x o 3 mocvm w,. 3ViOnhoro m i t o z a
Bi-fflLCi Biuii J*X <ij'iiiu4iłw

iJ (; 3 ł; e

B yafc Te. ûca.NłiiT̂ if.aHeTCłi ¡wOTc;; j;aaiiL..i 12/ w 3̂ >
BłIBG,T;CHCa c i-ó :łCi,iiC-i WTCpuiAlOiiHCA ^ yHKWiłl 0 iia uTC'i GCHC3Ł ĈiCci3-i—
Hći OJi ŁJ-, ja)wiift

Tcci. e«*u T2o acjiK
cn-rl ; a njiC!.iti:yTKfc 1 = <a,b> «f (>;; - 3Tc iiKi.n«. kau c c u  ̂'

Ib^J fla; flb; < t;
(c_; u  ̂ (x) u (x) w - (x) ć 0 x e I \1l hBJ:neTCii cnj e^e.ieHHbiM Ha-2 n— i n n+i

TypŁlJIŁHbIM kHC;.CŁiV*

(d2 )|f.n (x)| =
(n+1) [f(x)] wn+1 (x)

f w

<  1 x e I,

kc rsa hko-tc n iiBAbfcTCii HeTHŁU.. M wn+1^x  ̂^
U :, / A“*- cnpt-ACJitHucrc xL € I u xc / 4 mu.ełi .pn (.xQ) e I, 

tc Bi-::;cJiHeHŁi 'jczcnuu.:
n c c j i  fc A C B u T  c a  ¡i h c c  T b  x ^  =  f n ^ 0 ) ’  * 2  =  x ic + 1  =  ' x łc  ) ’  *  *  ’

UCHCTCKHC. MAM ivC A t; Ć i:T € J. hiiC CG C K CAMHCT 3C KHC l>.y KCpHX) vp ó 3 :iCHMA.
(.1 J B iij.c MtayTKŁ- 1;
iiccjiescBaTeAŁHccTb I m J  jcoJjecSaTuabHa, Kcrjia **. jiBAHCTCji botkła hm- 
c j r c A i  Vi ( x )  ^  0 »  3  o c T a ^ b i i L u :  c ; . y k a ń x  ¿ i c H C T C H H a #

AC I\Ha [ f t * D > ] n  wn + 1 ( x o )  >  ° *  t c . y c j . c u M f c  f i £ K y > . a c  li n c c a e A C 3 a T e a b -

HC.CTb X Q ,  X 1 = f n ( X 0 ) , . . . ,  X j c + 1  =  . . .  Ł.CHCTCUHC CXCAl»l ii* Ji .

SaTek ncaaH b Tecpeue T3 / (iwpKyati V14 ) m (.1 i> >/ h c k c t c p ł i m  ni-atca bkhmc- 
.TMTw.bHHM cnocoC aa* Me.To*a rfemiru.
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THE CONDITIONS OP ITERATIVE METHOD’S CONVERGENCE 
OP J. KÖNIG FOR REAL-VALUED FUNCTIONS

S u m m a  r y

The paper deals on iterative method given by formulas (2) and (3).The for­
mula (9) for a derivative of iterative function (2) is deduced.
Hence follovs the following 
Theorem T2. If
(a2) a function belongs to the C^n+1  ̂ class function in an interval 

T = <a, b >;
(b2) f(a) f(b) <0;
(C ) Un 1 (-;) uR(x) V/n+1(x) * 0 for x e T (n is a fixed natural number)

(n+1) [f (x)] n V i ( » )

^(x)
<  1 for x el,(d2) |fn (x)| =

if a number n is even and Vn+1( x ) < 0 ’
(e2) for fixed xQ e T and xQ * t we have 6

then the conditions holds: 
the sequence

S1 = ^ n ^ o ^ ’ x2 = *n^x1^' xk+1 = *n(xk^

is convergent to an unique root £ of an equation (1) in an interval T(the 
convergence is monotonic or oscillating); the sequence (12) is oscillating 
when n is even number and ^n+i(x ) -'■n remaining cases it is mono­
tonic.

If [f(x0)jn ''n+1^xo^ ^ ® then the assumption (e2) is dispensable and 
the sequence

xo> X1 = ^n^xo^* xk+1 = ̂ n^k^* *'*

is convergent monotonically.
Next in the theorem T3 (formulas (14) and (15)) is given a simple com­

puting scheme for the method of König.


