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PROSTE WYPROWADZENIE I WARUNKI ZBIEŻNOŚCI METODY SCHRODERA 
PRZYBLIŻONEGO ROZWIĄZYWANIA ROWNAN RZECZYWISTYCH

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest podanie pewnego sposobu pod
wyższanie rzędu zbieżności danej metody iteracyjnej o 1 oraz proste wypro
wadzenie metody iteracyjnej Schrodera (dla funkcji holomorficznych). W 
pracy podano również warunki zbieżności tej metody dla równań rzeczywi
stych.

I. Niech dla równania

f(z) = 0 (1)

bpdzie dana funkcja iteracyjna V a(z), dla której ciąg

zo' Z1 = V n^zo^..... \ + 1  = v n^zk̂ » '**

jest zbieżny do pierwiastka t  równania (1) oraz ? (£ )  *  0. Załóżmy nadto,
że pochodna funkcji iteracyjnej V n(z) jest postaci

Va( z) = [- f(z)]n g(z), (2)

gdzie g(z) jest funkcją holomorficzną w pewnym otoczeniu punktu i  i

B(i ) * ° *Z ostatniego założenia wynika Va(£) = ... * **£ (¿) * 0» więc funkcja 
iteracyjna V n(z) posiada rząd zbieżności równy n+1.

Szukamy funkcji iteracyjnej rzędu n+2 postaci

* W l < z> = vn<z> + [‘ fCz)]D+1 «n+1<z)* (3)

gdzie a„+.j(z) jest funkcją holomorficzną w pewnym otoczeniu punktu ć . 
Obliczając pochodną funkcji (3) otrzymujemy

V k + ^  ~ <n+1) [~ f<z)]n f(z)«n+l(z) + [" f(z)]n+1(Xn+l(z)-

Stąd można zauważyć, że jsżeli

Va(z) =» (n+1) [- f(z)]E f ( z )  ctn+1( z), (4)



to funkcja iteracyjno (3) posiada rząd zbieżności równy n-*-2 oraz

Va+1<*> = [~ i(^)]n+1 «n+1<z>- (5)

Z (4) na podstawie (2) otrzymujemy

>*n+lCz> = T^rffe-' (6)

Ostatecznie z (3), (5) i (6) otrzymujemy

Vn+i(z) = Vn<*> + (zf(Z) = Vn(z> - P M  (7)
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. _ [- f(zfln+1[.?(z) ffz) -
Vn+11 (n+1) [f(Zf

(8)

Wychodząc od ustalonej funkcji iteracyjnej, można korzystać wielokrotnie 
z (7) i (8) (lub z (3), (5) i (6)) i otrzymywać funkcje iteracyjne dowol
nie wysokiego rzędu.

Wyprowadzimy obecnie w ten sposób metode iteracyjną Schrodera podaną w
[1] i [2]-

Postępowanie rozpoczynamy od metody Newtona

^(Z) = z - = z*+ (-f)bv  Vj(z) = -pT = Kdzie b1 = •p.

Następnie korzystając z (3), (5) i (6) otrzymujemy

2 2 ' b'l
V2 ( z) = z + (-f)b1 + (-fj^bg, V£( z) = (-f) b2* gdzie b2 = 7 7 r '

Stąd na podstawie indukcji łatwo otrzymujemy

Vn(z) = z + (-f)b1 + ... + (-f)n bn , Vn(z) = (~f)n ^n,

gdzie

b1 = T ~ ' \+1 = (T + T p T  dla k = 1,2........ (9)

Ostatnie dwa wzory określają funkcję iteracyjną Schrodera i jej pochod
ną.

Podstawiając do ostatnich wzorów
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otrzymujemy następującą postać metody iteracyjnej Schrodera 

* 2-  f*1-1 v
Vn(z) = 2 - (fr - — H n!f

f(z)wn(z.) r 1 n! ,k-U, 2n-2k„
Vn<z> = 55 " ,>-» Tn-T- Sd2ie wn<z> = TCTTT f f k*n!j.i(z;j k=l

V¿(z) = fr(g)]n w a>
n! [tfz)] 211 ’

przy czyn

n,(z) = 1, vk+1(z) = (2k-1)vk(z)f"(z) - vk(z)fJ(z).

Opierając się na twierdzeniu T1 pracy [4] i dowodząc podobnie jak w pracy 
[3] można wykazać następujące 

Twierdzenie. Jeżeli
(a) funkcja f(x) jest klasy C^n+1  ̂w przedziale I =<aj b> ;
(b) f(a) f(b) <  0;
(c) f' (x) vn(x)wn(x) * 0 dla x e T (n jest ustaloną liczbą naturalną)j

[f(x)ln v .(x) Jł±J  <  1 dla x 6 I, gdy liczba n jest parzysta
(d) I • „i |r> i i "

1 W x>> °>
(e) dla ustalonego xQ e T i xQ *  t mamy V n(x0) « I, 
to są spełnione warunki:
ciąg

X1 = v n x̂o^* x2 _ v n^x1^’ xk+1 _ V n^xk̂ » (10)

jest zbieżny monotonicznie lub oscylująco do jedynego pierwiastka i  rów
nania

f(x) = 0

w przedziale 1$
ciąg (10) jest oscylujący, gdy n jest liczbą parzystą i ^n+1(x) > 0, w po
zostałych przypadkach jest monotoniczny.
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Gdy [f(':0)Jn vj fl(x0) < 0 »  to założenie (e) jest zbędne i ciąg

xo> X1 = vn(xo)...... xk+1 = vn<xk)* •*'

jest zbieżny raonotonicznie.

Wpłynęło do Redakcji 5 maja 1972 r.
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THE CONDITIONS OP CONVERGENCE AND SIMPLY PROOP 
OP ITERATIVE METHOD OP SCHRODER POR REAL EQUATIONS

S u ra 11 a r y

In this paper is given some simple way of heighten on 1 of convergence’s 
order of iterative method. Hence follows simply proof of iterative method 
of Schroder (formulas (9)). The following theorem is proved: If
(a) f(x) belongs to the G^n+1  ̂ class function in an interval I = <a,b> ;
(b) f(a) f(b) < 0;
(c) f'(x) vn(x)v*n(x) f 0 for x t I (n is fixed natural number)

P < * a n(d) |v^(x)| =
n![f' ( x ) ] ^

< 1 for x e 1, if a number n is even and

vn+1(x) > 0,
(e) for fixed xQ e T and x Q *  £ we have Vn(x0> e T, 
then the conditions holds: 
the sequence

X1 = v n^xo^’ x2 = v n^x1^’ xk+1 = Vn^xk^’

is convergent to an unique root £ of equation f(x) = 0  in an interval T 
(the convergence is monotonic or oscillating); the sequence (10) is osci
llating, if n is an even number and ,'rn+-|(x) > 0, in the remaining cases 
it is monotonic.

If [f(x0)]n vn+t(xo) <  °* 'i'llerl tlle assumption (e) is dispensable and 
the sequence

xo’ X1 = v n^xo^’ •'*’ xk+1 = ynixk^’

is-monotonically convergent.


