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R. BARTLOMIEJCZYK, F. PRZYBYLAK

PROSTE WYPROWADZENIE 1 WARUNKI ZBIEZNOSCI METODY SCHRODERA
PRZYBLIZONEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN RZECZYWISTYCH

Streszczenie. Celem niniejszej pracy jest podanie pewnego sposobu pod-
wyzszanie rzedu zbieznosci danej metody iteracyjnej o 1 oraz proste wypro-
wadzenie metody iteracyjnej Schrodera (dla funkcji holomorficznych). W
pracy podano réwniez warunki zbieznosci tej metody dla réwnan rzeczywi-
stych.

I. Niech dla réwnania
f(z) =0 (€H)
bpdzie dana funkcja iteracyjna Va(z), dla ktérej ciag
z0" Z1 =Vn~zoM..... \+1 =vniaK» "

jest zbiezny do pierwiastka t réwnania (1) oraz ?(£) * 0. Zakbézmy nadto,
ze pochodna funkcji iteracyjnej Vn(z) Jjest postaci

va(@ = [- fD1In 9@, @

gdzie g(2) jest funkcja holomorficzng w pewnym otoczeniu punktu i
B(i% *oew L - - -

ostatniego zatozenia wynika Va(E) = ... **£ () * O» wiec funkcja

iteracyjna Vn(z) posiada rzad zbieznosci réwny n+l.
Szukamy funkcji iteracyjnej rzedu n+2 postaci

*Wl<z> =vn<z> + [* fCz)]D+1l «n+1<z)™* (©))

gdzie a,,+.J(@ Jjest funkcja holomorficzng w pewnym otoczeniu punktu ¢
Obliczajac pochodng funkcji (3) otrzymujemy

Vk+7 ~ <n+l) [~ F<DIn F@«n+1(2) + [ F(@)In+1(Xn+1(2)-

Stad mozna zauwazy¢, ze jszeli

Va(2) » (ntl) [- F(2)]E f(z) ctn+1(2), @
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to funkcja iteracyjno (3) posiada rzad zbieznosci réwny n*2 oraz
Va+l<*> = [~ i(M)]Intl «n+1<z> ([©)
Z (4 na podstawie (2) otrzymujemy
>n+ICz> = TArffe = ©®

Ostatecznie z (3), (5) i (6) otrzymujemy

Vn+i(z) =Vn<> + zf@ =Vn(z>-P M @
- _ [ f@EfIn+1[2@ ff2) - ®)
Vn+11 (n+1) [F@Zf

Wychodzac od ustalonej funkcji iteracyjnej, mozna korzysta¢ wielokrotnie
z (@M i @ (ub z ), (B) i (6)) i1 otrzymywa¢ funkcje iteracyjne dowol-
nie wysokiego rzedu.

Wyprowadzimy obecnie w ten spos6b metode iteracyjna Schrodera podanag w

iz
Postepowanie rozpoczynamy od metody Newtona

~NZ) =z - = z*+ (-FH)bv Vj(@) =-pT = Kdzie bl = <.

Nastepnie korzystajac z (3, () i (6) otrzymujemy

V2(2) = z + (-F)bl + (—fj’%bg, VE(2) = (—f)2 52* gdzie b2 = ?7Ir'
Stad na podstawie indukcji 4atwo otrzymujemy

Vvn@ =z + (-Hbl + ... + (-On bn, Vn@ = Hn ™,

gdzie

bl =T~ \+1 = (T+TpT dla k =1,2........ ©)

Ostatnie dwa wzory okreslaja funkcje iteracyjna Schrodera i jej pochod-

ng.
Podstawiajac do ostatnich wzoréw
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otrzymujemy nastepujaca posta¢ metody iteracyjnej Schrodera

*2- -1 v

vn@ =2 - (fr - — H -

Tf@wn @) ri n! ,k-U, 2n-2k,
Vn<z> = 67\ o 5 Tn-T- Sd2ie wn<z> =, TCTTT f f k*

fr@)In w a>

Ve(2) =

nt! [tiH] 21 -
przy czyn

n,@ =1, vk+1(@ = QCk-DHvk@DFf'(2) - vk@DfX2)-

Opierajac sie na twierdzeniu Tl pracy [4] 1 dowodzac podobnie jak w pracy
[3] mozna wykaza¢ nastepujace

Twierdzenie. Jezeli
(@) funkcja f(xX) jest klasy C™+1” w przedziale | =<aj b> ;
b f(@ f(b) < 0;
© FO vnOwn(X) * 0 dla x eT (n jest ustalong liczbg naturalng)j

[FCOIN v .00 _ .
N =) < 1ldla x 6 I, gdy liczba n jest parzysta

@1 R I [ I

1w x>> >
(e) dla ustalonego xQe T 1 xQ * t mamy Vn(x0) « I,

to sa spednione warunki:

ciag
- » (20)
X1 =vn”™X0™™ x2 _vn™"x1" Xk+l _ V n™xk™
jest zbiezny monotonicznie lub oscylujaco do jedynego pierwiastka i réw-
nania
fx) =0

w przedziale 1%
ciagg (10) jest oscylujacy, gdy n jest liczba parzystg i "n+1(x) > 0, w po-
zostatych przypadkach jest monotoniczny.
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Gdy [FCC"0)In vj fI(x0) <0O» to zatozenie (e) jest zbedne i ciag

x0o> X1 =vn(x0)...... Xk+l = vn<xk)* e*"

jest zbiezny raonotonicznie.

Wptyneto do Redakcji 5 maja 1972 r.
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yo.i0w/ta cxoakmootm k iu"Hma BiiBUiiai
HTi. ,AKWOHHOr0O HJiiVJU Ai"hXhVA ¢ ¢S BUkCTBiaiiiaSi. a «JICiriR

Pea» ue

B iaficie ixjau uexcxcpul iijjHcii ciicccf ncatxoaan Hod*2«< cxcik~hot;

xaHiicrc Kiej aw.cniicrc ».eTcsa Ha 1, aa stw cswcae uc-fuh< austat.-
hkec UTepuitKCKUoro M6To#a Ipeaepa (.scp”yra; Cv;;. caasaac a..« .¢..-.ay«:
Tecpeuy. icjw
Iaj iiyHkiiHH fUJ - STC siyiikwia iKiWOﬁ q(n+1) npcaeKyTxe “ -<a,b>
(b; £ (@ f(b) 0}
(cy f1(x) Vn(x) wn(x) i o Win x € 1 (@ HBJIHfcTOii cnpeaexeHHM i HSTypaBhb-
HUM WICJICUj; t
f(x)lI \% 1 Cx)
Id) lv; (X)I = — e — <1 win X 6 I, Korxa >idcic n ii3;uetc»
1 n ’ n! [f'(x)]12n

ieTsmt b Vn+2r (XJI N 0»
le) aaa onpexfcceHHcro xc 6 | k x& 4 £ Ksieeii vnlixci£d, tc BancxaeKi:

ycjicawii:
nocjiexoBaT ejibhoctb

X1 " vn(0>" x2 =Va”") — .. xktl =Vn(Kk),--. (€))

UCHOTOHHC MM KC.He6aTej.bHC KCHBepreHTHa K eaHHCTBeHHCUy KCPHB ypaaiiOHI'H

fix) = 0
b npoMeacyrxe 1}
nocjiesoBaTejibHOCTfa (1 ) KojiebaTejibHa, lorja n ueTHce hkcjio vn+l (x) >0
B ocTajibHHX cayvaiiX uchciohbu.
iforaa W+1(x) ~ 0 ic ycxcBxe (e) HeHysHc k nccae”OBaTejibincrb
xo0« X1 = vn {xo05 xk+l1 - VvnC ~ ), -.

MC HC TO HHCE(



H R. Bartlomiejczyk, P. Przybylak

THE CONDITIONS OP CONVERGENCE AND SIMPLY PROOP
OP ITERATIVE METHOD OP SCHRODER POR REAL EQUATIONS

Sunrnllary

In this paper is given some simple way of heighten on 1 of convergence’s
order of iterative method. Hence follows simply proof of iterative method
of Schroder (formulas (9)). The following theorem is proved: If

(@) f(X) belongs to the G™n+1~” class function in an interval 1 =<a,b> ;
® f(a) f(b) < 0;
© OO vnvn(x) f 0 for x t 1 (n is fixed natural number)

@ vl P<*an < 1 for x el, if a number n is even and
nIfe (x) 17
vn+1l(x) > O,
(e) for fixed xQe T and xQ * £ we have Vn(Xx0>e T,
then the conditions holds:
the sequence

X1 =vn™XoN” X2 =vn™x1™’ Xk+l = Vn™xk~™”

is convergent to an unique root £ of equation f(xX) =0 in an interval T
(the convergence is monotonic or oscillating); the sequence (10) is osci-
lIlating, if n is an even number and J+-J&)> 0, in the remaining cases
it is monotonic.

If [FX0)]In vn+t(xo) < °* Tkl tlle assumption (e) is dispensable and
the sequence

X0” X1 =vn™xoN” «"*” xk+l = ynixk”"’

is-monotonically convergent.



