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KRYSTYNA SZAk AJKO

ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA BIHAKMONICZNEGO W PEWNYM
OBSZARZE PRZESTRZENNYM

Streszczenie. W niniejszej pracy zostala skonstruowana funkcja Greena,
ktoéra nastg%nie wykorzystuje sie do podania rozwigzania réwnania biharmo-
nicznego A "u = 0 w obszarze

D=](x»wy.z2) :0<X<o0 , -00 <y<oo , 0 <z<
z warunkami brzegowymi

ulx,y,0) = fi(x,y) u(x,y,"3x) * f2(x,y)
Au(x,y,0) = f3(,y) Au(X,y,"?x) « Fd(x,y).
W niniejszej pracy podamy rozwigzanie zagadnienia biharmonicznego w ob-

szarze D = -|(X,y,2) >0 <x<co , -0oo<y<oc , 0 < z< \[BX? przy pomo-
cy funkcji Greena skonstruowanej metodg obrezéw symetrycznych.

1. Wezmy pod uwage réwnanie biharmoniczne
@ A2u=0

oraz obszar D.
Szukamy funkcji u(x,y,z) biharmonicznej v D i spekniajacej warunki brze-
gowe

u(x,y,0) = f.,(x.y) u(x,y,"3x) = f2(x,y)
@ Au(x,y,C) = F3(X,y) Au(x,y,Mx) = F4(x,y)
dla 0< X<°° , - 00 <y<oo0

2. Konstrukcja funkcji Greena dla réwnania (1) i dla obszaru D

Niech. xQ = X(X,Y,z) bedzie dowolnym punktem wewnetrznym obszaru D. O-
znaczmy przez odbicie symetryczne punktu XQ wzgledem plaszczyzny z O
przez X2 odbicie symetryczne punktu X" wzgledem pkaszczyzny z =~
punkt X3 niech bedzie odbiciem symetrycznym punktu X2 wzgledem plaszczyz-
ny z = "3x, punkt X4 - obrazem symetrycznym punktu Xn wzgledem pkaszczyz-
ny z = 0, wreszcie punkt niech oznacza obraz symetryczny punktu X°
wzgledem plaszczyzny z = ~ "3x.

W domknieciu T obszaru D obieramy dowolny punkt Y(s,t,v). Niech r’=
=777 dla 1 =0,1, ..., 5.



33 K. Szatajko

Wyrezbjac wspodrzedne xj »Yi»zi punktéw X» (i = 1, . 5 ) przez wspok-
rzedne Y,Z punktu XQ otrzymujemy

ro

[G-X2+ X-y)2+ (v-2)2]

rl [€-X)2 + (t -y)2 + (v + 2)7]

3= f@+ix - benz v -y2r wr o x g 9
1

r, = [(s+mx+ -" 2)2+ (t -y)2+ (v+ X - 2)7]
1
rd = [(s+4 x + 2)2 (U “y)2+ (V- x +- 2)7]
1
= [(s+Jj x - z)2 +(t -y)2+ (v- X - 2)2
3. Oznaczmy przez ptaszczyzne z = 0, a przez S2 plaszczyzne z = V3
Udowodnimy

Twierdzenie 1. Funkcja Greena G(X,Y) dla réwnania (1) 1 obszaru D 2z
warunkami brzegowymi

©) GCX,Y) =0, AYyG(X,Y) =0 dlaYesS, uS2
na postac

5
@ GXX,Y) =2  (1)iri

i-0

Dowéd: 1° Poniewaz kaziy skiadnik sumy (4) jest funkcja biharmonicz-
ng dla Y * X, przeto funkcjh G(X,Y) jest biharmoniczna jako funkcja pun-
ktu Y dla kazdego Y 6 D, Y * X.
2° Funkcja G(X,Y) jest réznicg rozwigzania podstawowego V(X,Y) =rQ 1

5
funkcji  H(X,Y) = (-Di+l r+ biharmonicznej dla kazdego Y e D.

3° Jezeli punkt Y lezy na pkaszczyznie ,torQ=rM, r2=r, m=nr®
,viec sg spednione warunki (3). Gdy punkt Y lezy na plaszczyznie S2, wow
zas M =r5,r2=r" r4d =rl i warunki (3) sa rowniez speknione.

0 Bezposredni rachunek pokazuje, ze funkcja (4) jest funkcja syraetrycz-
Ia punktéw X 1 Y.
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Z wkasnosci  1° - a° wynika, ze funkcja 0(X,Y) okreslona wzorem @4)
jest funkcjg CGreena dla naszego zagadnienia.

4. Yezmy pod uwage funkcje

®

gdzie ny oznacza normalng wewnetrzng do brzegu S™u S2 obszaru D.
Udowodnimy, ze przy pewnych zatozeniach o funkcjach ¥ ( =1, ..., 4
funkcja u(X) okreslona wzorem (5) jest rozwigzaniem zagadnienia (1),(2)

5. Po obliczeniu pochodnych kierunkowych wystepujacych pod caktkg we wzo-
rze (6) otrzymujemy

k=1

gdzie

+ JSe 5-£[(s + + (t - y)2 - (*-5-2)7]
[+~ 'h )2+ (t-y)2+ dsdt
+jSLy-s[(m X ¥,

—jb+-2[(2s - x -¢N2)2+ (E -y)2+ ( Sl jdsdt
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J3co = fJ «[(b - x)2 + (t " y)< < + 2

_ fog—a 8 +*-\")2+ (& -2+ "

+

-£E*-p[(s +2L"3Z)2 + (t -y)2 + (Y V -z)2] "jdsdt

0000

JaX) = fA(Gc.)]- z[(e + xX)? + (£t - y)2 + z2]
_"yga [ --L7MIh )2+ @ -y)2+ (V- )d o+

+ jr-[(2a - x 9" )2+ t - y)2+ (’\ §—2)1j jdsdt.

Zauwazmy, ze catka J.]J(X) stanowi sune skdadnikéw postaci

AQX) =cjj FfAs.)# [K(,t; &€y, )] ~dsdt,

0-0»

catka J2(QX) jest sumg sk#adnikéw postaci
AX) = ¢ -Ffb 2(s,)j[K(s, t; @,y,”N] ? dsdt,
natomiast catki J,(X) i J.(X) sa odpowiednio sumami sktadnikéw postaci

1
BOX) = c ff f-,(s,D)"[K(,t; x ,yFH] ~ dsdt

0000

|
BQX) = c// f.(s,t)/[HC(s,ti cc,y,/)J 7 dsdt,
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gdzie

K(s,ti <€.y,j) = (s -cO2+ (t -y)2+j2,

K(s,t; oty jH = (2s +o0)2 + (t - Y)E +

cci / zalezg w sposob liniowy od X i1 z, j > 0 w obszarze D, c jest wspok-
czynnikiem statym réznym od zera.

6. Niech Mjte.f) = |F(tos™, e 8inf)| .

Udowodnimy

rdf rM.(e,f)e—Z de <oa dla i =1, 2 1 pewnego a> 0

a

2° funkcje T3(s,t), T4(s,t) sa bezwzglednie catkowalne w poplaszczyz-
nie s> 0,

to funkcja u(X) okreslone wzorem (6) jest biharmoniczna w obszarze D.
Dowdd:  Niech

) iMM) dla 0< s<0® , -0 <t <0®
O fis,©) =]

dla - <s<0. 00 < t<®

Ga=1..... 4 i1 niechf2 = j(C,y,»y : |- *0]< A. |yy014 A* b4 B}’
gdzie A,B,b i X0 sg dowolnymi liczbami dodatnimi, yQ jest dowolng liczbg
rzeczywista.

V,"ezy pod uwage koto KR = |(s,t): s2 + t2 § RZ] oraz punkt Qfa,y,j)eQ.
Woéwczas

(©) Q= [-002+ (t-y)2+ji] >\ (st > t2)

dla Y(s,t) e E,, - KR, o ile R jest dostatecznie duze.

Dla caltki A(X) mamy nastepujace oszacowanie

ff f.,(s O/ - Q2 + (t - y)2 + /2]  dsdt
r2-KR

3 7
2 28 J) |fi(s,DI(s2 + t2) dsdt = 2 \2 B / df| MCH* ‘0.
E2-KR 0 R
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Ostatnia catka jest dowolnie maka dla dostatecznie duzego R. Stad wynika
jednostajna zbieznos¢ catki AQX) dla f > 0, a wiec catki J*(X) w zbiorze
ix,y,z2): VX +z >0, - z>0, z>0J zawartym w obszarze 1.
Dla catki A(X) mamy réwnosé
_3
A = cjj f2(s,t)f[(23 +a)2 + (t - y)2 +j2\ dsdt =

=-\Jj 2 Qi - R+ (T-y)2+j7  duck

E2
2 i
Hiechfl,, = |(u,t): j- + t2 < R2”7™1i niech Y"(u,t) « ER - fR.
Heny wowczas
Me| =377 E2(¢ 2* TOD2 + {t Cy)2 + A dudtj ~

$§2QUfj jr¢l, o1  +t2) " dudt.

Stosujac podstawienie u = -2ecosf, t =?sinf otrzymujemy
_2X &>
H(QI < 42 B dfJu 2(Q1>)Q~2 do< £
0 R

dla dostatecznie duzego R, skad wynika jednostajna zbieznos¢ catki Jg(X)
w obszarze D.
Dla catek B(X) 1 5(1) mamy nieréwnosci

< /1 |T3(s,t)] dsdt
e2-kr

1
jj 7 (,D)fK Ndsdt < yy JT4(s,t)|dsdt,
Eo—Hr 2-MR
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1 1
gdyz FK ~ < 1, JiC 1 dla (oty,f)eii . Stad 1 z zatozenia 2° wynika
jednostajna zbieznos¢ catek JNX) 1 (O w obszarze D. n

A\
Pochodne rzedu pierwszego i drugiego wzgledem xty i z jadra f l!. W~

stepujacego w catke A(. ) sg odpowiednio suneni skdachikdv postaci CK i
u 5 v 2
jK ~ PAs -ct, t -y, /) oraz K * P?e-ct, t-y,/) i/K *[Fl(a-a.t-y,N)]?
gdzie C jest stalg, a P1 wietonianem jednorodnym stopnia pierwszego zmien-
nych s-a, t-y,j.
Zachodzi nieréwnosé
1

IPL(s -, t -y, ] < C™,

gdzie jest pewng stata dodatnig.

Stad 1 z (8) wynika, ze catka A(X) jest funkcjg klasy C2 zmiennych
X,Y,Z W obszarze D.

Analogicznie dowodzi sie, ze caltki A(X), AXX), 3(7), KX) sg klasy C
w obszarze D.

Na podstawie wzoru (5) many

i cc r AyG OA Y™
=B5 // [U<Y) -t t ~ J AUCY) ~ v *Jdov-
s,u

Z symetrii funkcji Greene wynika, ze

©) au - 3D I s 6if® o,
31U 32

a stad
A2u = O.

7. Hiech IKt ,p,f) bedzie dowolnym punktem przestrzeni, Y(s,t)eSl

Udowodnimy

Lemat 2. Dla kazdego U 6 E i kazdego a > 0 catka (CT)-3dsdt
n? >E
jest zbiezna.

Dowod: Uiech ft(i,p,0) oznacza rzut punktu M na plaszczyzne .
Zachodzi nierdéwnosc¢

MY~ALLY-iSia-7?.



m K. Szakajko
Zatem

- %
// (T?r3dsdt k ff [G-t)2 + (t -V)2 + >2] dBdt
T?ia MY >a-3

" ."/pronedzajac  "wspobrzedne biegunowe z - £ =ecosi, t - t>=psini otrzy-
mujemy

oo T
i (TI?)~3d8dtéJgi \] (p2 + 32) 2<?dp =
MY > a D a-Jj

1
= 2*[(a - jJ)2 +J32] <°° , poniewaz (@ - j)2 + j2>0 dla a > 0.
8. Oznaczmy przez Jki <k - 1..... 4% 1 = 1,2,3) i-ty skkadnik catki KO
wystepujacej we wzorze (6), a przez, jJjadro cakki Jki.
Uiech X, = X.,(X,y,0), x > O.

Lemat 3. Jezeli

1° dla kazdego Me Ej i1 a > 0 sa zbiezne cakki

/7 |Fi()|OT)*3dsdt- 1=1*2
m> a

2° funkcja fl(Y) jest ciagta w X,,

3° J31<X) = xk/~x1 J41(X) = °”
to
(10 Ilim u(X) =
X X*
Dowdd : Zauwazmy, ze

Ka = i(s,)s (s - x)2 + (t - y)2< L3}, gdzie S jest dowolng liczbg
dodatnia.
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Przedtuzamy funkcjg f°s.t) na cala plaszczyzng wedtug wzoru (7)iprzEd-
stawiamy catke JN(X) w postaci sumy

@ JNr) =T& [M(1) + h2k) + h3(X)],
gdzie

H1Q) = *e,(*=,) Jf r~dsdt = 2wf1(X1)

H2<x> " Jf [FLCY) " FI(XI)]m dsdt

H3QO = Jf [71(Y) " Fixi)]rildsdt*
VK

Z zatozenia 2° wynika dla dostatecznie matego

12 |21 $$ Ifrudsdt<] = 2%4 .
K6 E2

Dla catki H-,0) mamy oszacowanie

j .01 (0?)"3dsdt + (T7)“3dsdt
>0 X, Yastb

Poniewaz dla Xe W) zachodzi nieréwnosc¢

XYS X.,Y - XX, 556 -~ mamy dalej

[h3(X) | /7 IFL() | XY)“3dadt + \f,a,)\ Jf (X?r3dsdt
XY>$ XYae]

Na podstawie zatozenia 1° 1 lematu 2 mamy
(A3) JH3(X)j<2*4

dla z-«-0.
Ze zwigzkow (11) -~ (13) wynika, ze
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Dla caktki Jgl (X) zachodzi nieréwnosc

CC Oo

|Jf dsdt
z t 2s + x)2 + (i =~ y)2 +

0-»

l IRGO| [+ F)2 + (t -y)2+ 2z7]  dsdt.

0<*
Illiech 7 = X(- f, y,z). Jezeli X(X,y,2) i "('IS)’, to a> 0, o ilei
jest dostatecznie male.

1Jany

XY> a

dla z—»0 na podstawie zatozenia 1°. Stad wynika

_ .
a KL

Jezeli 6 jest dostatecznie make, wowczas wyrazenia V3j:-z i1 V3xz sa
w ") ograniczone z dotu przez liczbe dodatnig, a wiec funkcje 1
rk3 sa ciagte ze wzgledu na zespét zmiennych (X, y, z; s, ©) w zbiorze
V@) x [0,s0] x [-t0,t0] dla kazdego >0, tQP*0. Ponadto cakki Jk2 i
Jk3 sa jednostajnie zbiezne odpowiednio w pédprzestrzeniach ¥x - z >.0
i BX + z >0, awiec réowniez w \/\

Liany poza tym

Winyg (X2 +~3) =0 A = A% eeen §

i wobec tego

lin N = lira, NI dla k=1, ..., 4
X— Al v

Stad oraz z (14), (15) i z zatozenia 3° otrzymujemy (10).

3. Iliech X2 = X2(X,y, X)), x=>0.

Lemat 4. Jezeli

1° _jest speknione zatozenie 1° ler.iatu 3
2° funkcja f,,(Y) jest ciggla w .
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X—*-2
to

6 lin uX) = f2@i,).
X— x2

Dowdd: Zauwazmy, ze

} ffr22dedt =1 // -%a[(2e -~ ) 2+ (t-y)2 + dsdt = 1.
E2 K2
Rzeczywiscie, podstawiajac s - x+yfz = < ~m-Zgcosf, t-y = ~ Z9sinf,
otrzymamy
2jr “ _1
r // r22dsdt mh / d* / 2 + 1 cd =1*
2 4 4 (¢ ) Q

Niech w2 = {(x, y, 2):(x - x)2 + (- Y2 + (z - VBD2SE  r2}

Ys |5, ©): (e -xX)2 +(t - y)2< J2}, gdzie r i $ sgdowolnymi licz-
bami dodatnimi.

Podobnie jak w dowodzie lematu 3 przedtuzamy funkcjg f2(s,t) na calg pla-
szczyzne weddug wzoru (7), a catka Jg2 PrzOstawiamy w postaci sumy

an 32200 = £ [i~D + 1200 + 1300],

gdzie
110 = f2¢*1> ff f22 dsdt =* f2(X1>"
E2
a8) 112001 =13~[F2(Y) «“ "2~ 1} r22 dsdt]|<3rf

dla dostatecznie matego S

1300 = If [R2QY) - F2(Xi>] r22 dsdt.
E2-K4
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Niech. X = X(x% 3-, v, ). Dla catki 13(X) zachodzi nierdéwnosc

J3001ai™ r j i f2@) (xY)-3dadt + [fp(».)iy /  (XY)_3dsdtj.

Jezeli X(X,y,z) e "B(r)> to X|*S4” 0 ile r "est dostatecznie mate* 'I°-
hec nieréwnosci

Jys*x[ly - 21.,3*
mamy

J13I fi 1P| (XY)"3dBdt + |f2X.,)] 7/  (XY)"3dadt .
Tys* 4 T$s 4

Z lematu 2 oraz z zatozenia 1° wynika, ze

a9 3¢l

dla (\bx - 2— O.
Na podstawie zwigzkéw (17) - (19) mamy

0) Jim. 32200 = F20).

Zajmiemy sig catka JN2().

3
iJ2¢x)y |~ . fji (s. ! [(s + + (t-y)2 +(fen)q “dsit

o—>»

Niech Y =Y (- 24jj2£, y> IJ"=5). Gdy X 6 W2(r), to YYs. a> O, o ile
jest dostatecznie mate.
Liany wéwczas

U1I2(X>HE* - /7 |IfiMIYY)~-3 dadt <~-C,
YYSsa
gdy (73* - z)— 0, Stad wynika

(€a)) lim  Jnh,0X) =0.
T —-x2
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Podobnie jak w dowodzie lematu 3 stwierdzamy, ze funkcje i s3
ciggle w zbiorze W,,(r) x [o.sj x [- ttjJ, °ile r jest dostatecz-
nie make. Catki X4 i sa jednostajnie zbiezne odpowiednio w pok-

przestrzeniach z=—0 1 ¥k + z=0 oraz

I (ki + ryj) =0 dla k=1, ..., 4.
".Ydec tego

lin J. = lim WV-(X) dla k-1, 4.

X— X2 K X— X?

Stad oraz z (20), (21) i z zalozenia 3° wynika (6).

10. Lemat 5

Jezeli funkcje (s,t), (s,t) sa bezwzglednie catkowalne dla s =*0
oraz ciggle w to

lim 4uQ) = f,(3L), lira, Au(¥) = f.(3L).-
X—- x1 3 1 X - x2 * 1

Dowod: Z bezwzglednej catkowalnosci funkcji f3(Y) 1 ™ (Y) wynika zbiez-
nos¢ catek

_ 11 KFi(y)] (MY)-3 dedt, i =34
MYs* a

dla kazdego Nle i a>»=0.
Dowdd lematu 5 jest analogiczny do dowodéw lematdw 3 1 4 1 opiera sie

na wzorze (9).
11. Twierdzenie 2. Jezeli sa speknione zatozenia lematow 3, 4 i 5, to
funkcja u(X) okreslona wzorem (6) jest rozwigzaniem zagadnienia biiiarmo-

nicznego (1), (@) w obszarze D.

Wpdyneto do Redakcji 23.XI11.1971 r.
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THE SOL"JTIOIT OP THE BIHAHMONIC PROBLEM Iff A CERTAIK REGIOH
OP THE SPACE

Summary

In this paper was constructed the Green®"s function which was subse-
quently applied to solve the biharmonic equation A“u =0 iIn the region

D=jXy,2 :0 ,-a <yew , 0 z< 0xj
with the boundary conditions

u(x,y,0) =Fi(x,y) u(x,y,V3x) =T2(x,y)

Au(x,y,0) =F3(X.y) Au(Xx,y,V3x) =T4(X,y)-

PUIfEHHE EWrAPMOHMHLICKOft SAfiAHH B HEKOTOPO# iiPOCTPAHCTBEHHOH OEAACTM
ie30me

B HaCTCHiiiea pa6cTe npe”~cTaBxeHa $yHKUKfc JpxHa, c ndWE.fan KoTcpow pene-

sc 6KrapMoi IM"iecKoe yp.asHeHne = 0 b oOxaCTK
D= JiX,¥,2) :0< x<00,-"»<y<®», 0 < z< yjxj
Cc KpaeBittiH yCIICBMIINK

u(x,y,0) =t (*,y) utx.y.-~x) =f2(x,y)

Au(x,y,0) =3 (x,y) Au(x,y,V3x) »Ff4(x,y)-



