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ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA BIHAKMONICZNEGO W PEWNYM 
OBSZARZE PRZESTRZENNYM

Streszczenie. W niniejszej pracy została skonstruowana funkcja Greena, 
którą nastgpnie wykorzystuje sie do podania rozwiązania równania biharmo-pnicznego A  ‘'u = O w obszarze

D = |(x»y.z) : O < x < oo , -oo < y < o o  , O < z <

z warunkami brzegowymi

u(x,y,0) = fi(x,y) u(x,y,^3x) * f2(x,y)
Au(x,y,0) = f3(x,y) Au(x,y,^?x) « fd(x,y).

W niniejszej pracy podamy rozwiązanie zagadnienia biharmonicznego w ob­
szarze D = -|(x,y,z) > O < x < co , -oo<y<oc , O < z < \[5x? przy pomo­
cy funkcji Greena skonstruowanej metodą obrezów symetrycznych.

1. Weźmy pod uwagę równanie biharmoniczne

(1) A 2u = O

oraz obszar D.
Szukamy funkcji u(x,y,z) biharmonicznej v D i spełniającej warunki brze­

gowe
u(x,y,0) = f.,(x,y) u(x,y,^3x) = f2(x,y)

(2 )
Au(x,y,C) = f3(x,y) Au(x,y,^lx) = f4(x,y)

dla 0< X<°° , - oo < y < o o  ,

2. Konstrukcja funkcji Greena dla równania (1) i dla obszaru D
Niech. xQ = X(x,y,z) bedzie dowolnym punktem wewnętrznym obszaru D. O- 

znaczmy przez odbicie symetryczne punktu XQ względem płaszczyzny z O 
przez X2 odbicie symetryczne punktu X̂  względem płaszczyzny z = ~ 
punkt X3 niech bedzie odbiciem symetrycznym punktu X2 względem płaszczyz­
ny z = ^3x, punkt X4 - obrazem symetrycznym punktu Xn względem płaszczyz­
ny z = O, wreszcie punkt niech oznacza obraz symetryczny punktu X^ 
względem płaszczyzny z = ~ 3̂x.

W domknięciu T> obszaru D obieramy dowolny punkt Y(s,t,v). Niech r^=
= 777 dla i = 0,1, ..., 5.
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Wyreżbjąc współrzędne xj_»Yi»zi punktów X^ (i = 1, . 5 )  przez współ­
rzędne y,z punktu XQ otrzymujemy

r0 = [(s - x)2 + (t - y)2 + (v - z)2]

r1 = [(e - x)2 + (t - y)2 + (v + z)2]

r? = [(a + -i x -  £  z ) 2 + (t -  y)2 + (v + x + ̂  z)^]£1 |_ C. C. U C. J
1

r, = [(s + ■j x + -^ z)2 + (t - y )2 + (v + X - z)2]
1

r 4 = [ ( s + 4  x + z ')2 + ( t  “  y ) 2 + (v -  x + -| z ) 2]

1

= [ ( s  + Jj x - z ) 2 + (t - y)2 + (v - x - z ) 2J

3. Oznaczmy przez płaszczyznę z = O, a przez S2 płaszczyznę z = \/3x. 
Udowodnimy

Twierdzenie 1. Funkcja Greena G(X,Y) dla równania (1) i obszaru D z 
warunkami brzegowymi

(3) G(X,Y) = 0, AyG(X,Y) = 0  dla Y e S, u S2

na postać
5

(4) G(X,Y) = 2  ("1)iri
i-0

Dowód: 1° Ponieważ każiy składnik sumy (4) jest funkcją biharmonicz- 
ną dla Y * X, przeto funkcjh G(X,Y) jest biharmoniczna jako funkcja pun­
ktu Y dla każdego Y 6 D, Y * X.
2° Funkcja G(X,Y) jest różnicą rozwiązania podstawowego V(X,Y) = rQ i

5
funkcji H(X,Y) = (-1)i+1 r± biharmonicznej dla każdego Y e D.

3° Jeżeli punkt Y leży na płaszczyźnie , to rQ = r^, r2 = r ,̂ r^ = r̂  
,vięc są spełnione warunki (3). Gdy punkt Y leży na płaszczyźnie S2, wów
:zas rQ = r5, r2 = r ,̂ r4 = r1 i warunki (3) są również spełnione.
0 Bezpośredni rachunek pokazuje, że funkcja (4) jest funkcją syraetrycz-
lą punktów X i Y.
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Z własności 1° - a° wynika, że funkcja 0(X,Y) określona wzorem (4) 
jest funkcją Greena dla naszego zagadnienia.

4. ’Yeźmy pod uwagę funkcję

gdzie ny oznacza normalną wewnętrzną do brzegu S^u S2 obszaru D.
Udowodnimy, że przy pewnych założeniach o funkcjach f^ (i = 1, ..., 4) 

funkcja u(X) określona wzorem (5) jest rozwiązaniem zagadnienia (1),(2)

5. Po obliczeniu pochodnych kierunkowych występujących pod całką we wzo­
rze (5) otrzymujemy

(5)

4

k=1

gdzie

+

JSe_5-£[(s + + (t - y)2 - (^-5-2)2]+

[(s + ^ ! h ) 2 + (t - y)2 + dsdt

3

+ jSLy-S[(28 x + 3̂z 
 ?--

- jŁ + - ź [(2s - x -¿^.z)2 + (t - y)2 + ( S.)g] jdsdt
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J3
1

( X )  =  fj « [ ( b  -  x ) 2  +  ( t  "  y ) ‘  +  ?2]

_ f o g--a [(8 + * - \ ^ )2 + (t - y)2 + " +

+ -£*-p[(s + 2L ^ 3 Z ) 2 + (t - y)2 + ( y? V -z)2] "jdsdt

0000

J4(X) = f4(s.t)|- z [(2e + x)? + (t - y)2 + z2]

_ ^ y-g.-.-a [(2s - - L ^ J h ) 2 + (t - y)2 + (^ V — )g] +

+ j r - [ ( 2 a  - x ~g^ )2 + (t - y)2 + ( ^  -§-2)f j jdsdt.

Zauważmy, że całka J.](X) stanowi sunę składników postaci

A(X) = c j j  f^s.t)# [K(s,t; oC ,y,jf)] ^dsdt,
O-o»

całka J2(X) jest sumą składników postaci

oooo
A(X) = c ff f2(s,t)j[K(s,t; oc ,y,̂ )] ? dsdt,

natomiast całki J,(X) i J.(X) są odpowiednio sumami składników postaci

1

B(X) = c f f  f-,(s,t)^[k(3,t; x ,yf f)] ^ dsdt

B(X)
00 00 |

= c / /  f.(s,t)/[łC(s,ti cc,y,/)J 7  dsdt,
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gdzie

K(s,tj <£,y , j )  = (s -cC)2 + (t - y)2 + j 2 ,

K(s,t; ot,y,jf) = (2s + oc)2 + (t - y)£ +

cci / zależą w sposób liniowy od x i z, j > 0 w obszarze D, c jest współ­
czynnikiem stałym różnym od zera.

6. Niech Mjte.f) = | f̂ (t>coŝ >, ę 8inf)| .

Udowodnimy

r rdf I M.(ę,f)e-2 de <oa dla i = 1, 2 i pewnego a > 0 
O a

2° funkcje f3(s,t), f4(s,t) są bezwzględnie całkowalne w półpłaszczyź-
nie s > 0,

to funkcja u(X) określone wzorem (6) jest biharmoniczna w obszarze D.

Dowód: Niech

i M M )(7) fi(s,t) = j
dla 0 < s < o° , -co < t < ®  
dla — co < s < 0. -oo < t < 00

(i = 1.....4) i niech42 = j(oC,y,̂ ) : |<* - *0| < A. |y—y01 4 A* b 4 B}’
gdzie A,B,b i x0 są dowolnymi liczbami dodatnimi, yQ jest dowolną liczbą
rzeczywistą.

V,'ezny pod uwagę koło KR = |(s,t): s2 + t2 ś R2] oraz punkt Q f a , y , j ) e Q .
Wówczas

(3) QY = [(s - oc)2 + (t - y)2 + jT] > \  (sŁ * t2)

dla Y(s,t) e E„ - KR, o ile R jest dostatecznie duże. 
Dla całki A(X) mamy następujące oszacowanie

f f  f.,(s,t)/[(s - OC)2 + (t - y)2 + /2] dsdt 
!'2~KR

3 7
2 <¡2 B J J  |f1(s,t)l(s2 + t2) dsdt = 2 V2 B / df j  fl1(C ,*)*} ‘ ¿0.

E -K O Re2 nR
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Ostatnia całka jest dowolnie mała dla dostatecznie dużego R. Stąd wynika 
jednostajna zbieżność całki A(X) dla f > 0, a więc całki J^(X) w zbiorze 
i(x,y,z): V3X + z > 0,  -  z > 0, z > OJ zawartym w obszarze 1).

Dla całki A(X) mamy równość

3 - ~
A(X) = c j j  f2(s,t)f[(2s + a ) 2 + (t - y)2 + j 2\ dsdt =

= - \ J j f2(- t) j[(u - <x)2 + (t - y)2 + j 2] dudt.
E2

2 i
Hiech fl,, = |(u ,t ): j- + t2 <  R2 ̂  i niech Y'(u,t) « ER - flR .
Tła ny w ow czas

|ll(:)| = J / /  F2(~ 2* " 01)2 + {t “ y)2 + ^  dudtj ^

dudt.ś 2 <12 U f j  jf9(- Jj, t)| + t2) ^

Stosując podstawienie u = -2ęcosf, t = ?sinf otrzymujemy 

2X <*>
| H( Q) | < 4^2 B j  df J u 2(Q,1>)Q~2 do < £

0 R

dla dostatecznie dużego R, skąd wynika jednostajna zbieżność całki Jg(X)
w obszarze D.

Dla całek B(X) i 5(1) mamy nierówności

' 2  ' R

< / /  | T3( s , t ) | dsdt
e2-kr

1
j j  7 (s,t)fK ^ dsdt < y y  j T4(s,t)|dsdt,
Eo—ł-r i2-ivR
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1 1

gdyż f K ^ < 1, JiĆ 1 dla (ot,y , f ) e i i . Stąd i z założenia 2° wynika
jednostajna zbieżność całek J-̂ (X) i Ĵ (.C) w obszarze D. ^

r  ^Pochodne rzędu pierwszego i drugiego względem xty i z jądra f  K \vy-

stępującego w całkę A(. ) są odpowiednio suneni składników postaci CK i 
u 5 . Z 2

jfK ^ P^s -ct, t - y, /) oraz K * P^e-ct, t-y,/) i/K * [F1 (a-a.t-y,/)]? 
gdzie C jest stałą, a P1 wiełonianem jednorodnym stopnia pierwszego zmien­
nych s -  a,, t - y,j .

Zachodzi nierówność
1

|P1(s - oe, t - y, /)| < C ^ ,

gdzie jest pewną stałą dodatnią.
Stąd i z (8) wynika, że całka A(X) jest funkcją klasy C2 zmiennych 

x,y,z w obszarze D.
Analogicznie dowodzi się, że całki A(X), A(X), 3(7), K(X) są klasy C 

w obszarze D.
Na podstawie wzoru (5) many

1 c c  r AyG ÓA y^I
= B5 / /  [U<Y) -tŁ t ~  J AU(Y) ^ v ’Jd0Y-s,u

Z symetrii funkcji Greene wynika, że 

1 ( (  ^  X3(9) Au - ¿5 J J  Au(Y) gjJ- do-Y,
31U 32

a stąd

A 2u  = O.

7. Hiech IK t  , ‘p , f ) będzie dowolnym punktem przestrzeni, Y(s,t)eS1 

Udowodnimy
Lemat 2. Dla każdego U 6 E i każdego a > 0 całka (CT)-3dsdt

rr? > E
jest zbieżna.

Dowód: Uiech ft(i,p,0) oznacza rzut punktu M na płaszczyznę f̂ . 
Zachodzi nierówność

M Y ^ l l Y - i S i a - ? .
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Zatem

- ■£
// (TT?r3dsdt k f f  [(s - t ) 2 + (t - V ) 2 + >2] dBdt 

TT? i a MY > a- 3

'.'/prowadzając 'współrzędne biegunowe z - £ = ęcosi, t - t> = psini otrzy­
mujemy

2r* T
/ /  (Tl?)~3d8dtś J  di J  (p 2 + 32) 2 <?dp =

MY > a D a-j
1

= 2*[(a - j)2 + J2] <°° , ponieważ (a - j ) 2 + j2 > O dla a > O.

8. Oznaczmy przez Jki <k - 1..... 4 } i = 1,2,3) i-ty składnik całki Jk(X)
występującej we wzorze (6), a przez, jądro całki Jki.

Uiech X., = X.,(x,y,0), x > O.

Lemat 3. Jeżeli 
1° dla każdego M e E.j i a > O są zbieżne całki

// |fi(Y)|(OT)“3dsdt- 1=1 *2 
T T ?  >  a

2° funkcja f1 (Y) jest ciągła w X.,,

3° J31<X) = xl-^x1 J41(X) = °’
to

(10) lim u(X) ■
X X*

Dowód: Zauważmy, że

Ka = i(s,t)s (s - x)2 + (t - y)2< <S2}, gdzie S jest dowolną liczbą 
dodatnią.
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Przedłużamy funkcją f^s.t) na całą płaszczyzną według wzoru (7)iprzEd- 
stawiamy całkę J^(X) w postaci sumy

(11) J ^ r )  = Tść [^(i) + h2(x ) + h 3(X)],

gdzie

H1(X) = *•,(*•,) J f  r^dsdt = 2wf1(X1)

H2<X> " J f  [f1(Y) " fl(Xl)]rn dsdt

H3(X) = Jf [71(Y) " fi(xi)]rild8dt*
V K<J

Z założenia 2° wynika dla dostatecznie małego <5

(12) |h2(x)| ś $ J f r u dsdt<| = 2* 4 .
Kó E2

Dla całki H-,(X) mamy oszacowanie

j f-,(Y)| (T?)"3dsdt + (T7)“3dsdt
> ó

Ponieważ dla Xe V#1(̂ ) zachodzi nierówność 

XY S  X.,Y - XX, 5» ó - ̂  mamy dalej

X, Ya>t5

|h3(X )  I // |f1(Y)|(XY)“3dadt + \ f , a , ) \  J f (X?r3dsdt
XY>$ xYae|

Na podstawie założenia 1° i lematu 2 mamy

(13) ]H3(X)j<2*4

dla z-«-0.
Ze związków (11) ~ (13) wynika, że
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Dla całki Jg1 (X) zachodzi nierówność

CC Oo —

i  Jf z t 2 s  +  x ) 2  +  ( i  ~  y ) 2  +
O-»

T

dsdt

| |f2(s,t)| [(s + f ) 2 + (t - y)2 + z2] dsdt.
0-<*

, s ,Iliech 7 = X(- f, y,z). Jeżeli X(x,y,z) i ^(f), to a >  O, o ile i
jest dostatecznie małe.
IJamy

XY> a

dla z —» 0  na podstawie założenia 1 °. Stąd wynika

(15) lim. = °*X — x1

Jeżeli ó jest dostatecznie małe, wówczas wyrażenia V3j:-z i \/3x+z są 
vv '"i(̂ ) ograniczone z dołu przez liczbę dodatnią, a więc funkcje 1
rk3 są ciągłe ze względu na zespół zmiennych (x, y, z; s, t) w zbiorze 
V/1 (4) x [0,so] x [-t0,t0] dla każdego t<0 > 0 ,  tQP*0. Ponadto całki Jk2 i 
Jk 3 są jednostajnie zbieżne odpowiednio w półprzestrzeniach \/3x - z > .0  
i V3X + z > O, a więc również w V/̂.
Liamy poza tym

lin (J"k 2 + ^ 3) = ® ^ =  ̂* •••» óx —X1
i wobec tego

lin JV(X) = lira„ JV1 (X) dla k = 1, ..., 4
V  v  V    - - IX — A1

Stąd oraz z (14), (15) i z założenia 3° otrzymujemy (10).

3 . Iliech X2 = X2(x,y, ̂ x), x => O.

Lemat 4. Jeżeli 
1° .jest spełnione założenie 1° ler.iatu 3

*‘ 12° funkcja f„(Y) jest ciągła w
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X —* - 2

to

(16) lin u(X) = f 2(5i,).
X— x2

Dowód: Zauważmy, że

i - i
}  f f r 22dedt = i // - % a [ ( 2e - ^ ) 2 + (t-y)2 + dsdt = 1.

E2 K2

Rzeczywiście, podstawiając s - x+j/?z = • ^ ■g-Zgcosf, t-y = ^  Z 9 sinf,
otrzymamy

2jr “  _ 1  
r  / /  r22dsdt m h  /  d* /  (p2 + 1) c d Q  = 1*

E2 0 0

Niech W2(r) = {(x, y, z): (x - x)2 + (y - y)2 + ( z  - V3Si)2 s£ r2}
Y.s = |(s,t): (e - x)2 + (t - y)2< J2}, gdzie r i <5 są dowolnymi licz­
bami dodatnimi.

Podobnie jak w dowodzie lematu 3 przedłużamy funkcją f2(s,t) na całą pła­
szczyznę według wzoru (7), a całką Jg2 PrzOstawiamy w postaci sumy

(17) J22(X) = £ [i^D + I2(X) + I3(X)],

gdzie

I1(X) = f2(*1> f f  f22 dsdt = * f2(X1>'
E2

(18) |I2(X)| =|j^[f2(Y) “ ^2^*1}]r22 dsdt|< 3 r f

dla dostatecznie małego S

I3(X) = J f  [f2(Y) - f2(Xi>] r22 dsdt.
E2-K4
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Niech. X = X(x% -3— , y, ). Dla całki I3(X) zachodzi nierówność

,i3(X)|ai^ r j i  f2(y )| (xY)-3dadt + |fp(»,)iy /  (XY)_3dsdtj.

Jeżeli X(x,y,z) e 'J2(r)> to XX-| *S 4 ’ 0 ile r êst dostatecznie małe* ';l° -
hec nierówności

Jys* x[[y - z!., 3*

mamy

j I3(X)| f j  |f?(Y)| (XY)"3dBdt + |f2(X.,)| // (XY)"3dadt .
Tyś* 4 T ś s  4

Z lematu 2 oraz z założenia 1° wynika, że

(19) |I3(X)|

dla (\j5x - z) — 0.
Na podstawie związków (17) - (19) mamy

(20) lim„ J22(X) = f2(X1).
X

Zajmiemy sig całką J^2(X).

¡J12(X)|^^ . f j  (f^s.t)! [(s + + (t-y)2 +(fe^)2] d̂sdt
3

o-»

Niech Y = Y (- 2+jj2£, y> J^=5). Gdy X 6 W2(r), to YYs. a >  O, o ile 
jest dostatecznie małe.
Liany wówczas

iJ12(X> H ł *  • _// |fi(Y)|(YY)~3 dadt <^-C,
YYSsa

gdy ( ̂ 3* - z)-— 0, Stąd wynika

(21) lim Jh,(X) = 0.
T — - x2
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Podobnie jak w dowodzie lematu 3 stwierdzamy, że funkcje i s3
ciągłe w zbiorze W„(r) x [o.sj x [- t^tj, ° ile r jest dostatecz­
nie małe. Całki Ĵ-j i są jednostajnie zbieżne odpowiednio w pół-
przestrzeniach z =- 0 i ]/$x + z =*• 0 oraz

lim^ (rk1 + r y j )  = O dla k=1, ..., 4.

'.Yobec tego

lin J.(X) = lim JV-(X) dla k-1, 4.
X— X2 K X — X?

Stąd oraz z (20), (21) i z założenia 3° wynika (16).

10. Lemat 5
Jeżeli funkcje f^(s,t), f^(s,t) są bezwzględnie całkowalne dla s =*0 

oraz ciągłe w to

lim 4u(X) = f,(3L), lira„ Au(X) = f.(3L).
X — x 1 3 1 X — x2 * 1

Dowód: Z bezwzględnej całkowalności funkcji f3(Y) i f^(Y) wynika zbież­
ność całek

_ / /  lfi(y)| (MY)-3 dedt, i = 3,4 
MYs* a

dla każdego II e i a =»• 0.
Dowód lematu 5 jest analogiczny do dowodów lematów 3 i 4 i opiera się 

na wzorze (9).

11. Twierdzenie 2. Jeżeli są spełnione założenia lematów 3, 4 i 5 , to 
funkcja u(X) określona wzorem (6) jest rozwiązaniem zagadnienia biiiarmo- 
nicznego (1), (2) w obszarze D.

Wpłynęło do Redakcji 23.XII.1971 r.
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THE SOL'JTIOIT OP THE BIHAHMONIC PROBLEM Iff A CERT AIK REGIOH 
OP THE SPACE

S u m m a r y

In this paper was constructed the Green's function which was subse­
quently applied to solve the biharmonic equation A^u = 0  in the region

D = j(x,y, z) : 0 , - a <  y e w  , 0 z < 0xj

with the boundary conditions

u(x,y,0) = f i (x,y) u(x,y,V3x) = f2(x,y)

Au(x,y,0) = f3(x,y) Au(x,y,V3x) = f4(x,y).

PUJfEHHE EWrAPMOHMHtCKOft SAfiAHH B HEKOTOPO# iiPOCTPAHCTBEHHOH OEAACTM

i e 3 ¡0 m e

B HaCTCHiiiea pa6cTe npe^cTaBxeHa $yHKUKfc JpxHa, c ncMOE.fan KoTcpow pene- 
sc 6KrapMoi!M'iecKoe yp.asHeHne = 0 b oOxaCTK

D = j(x,y,z) : 0 <  x < 00,-'»<y<°», 0 < z < yjx j

c KpaeBittiH yCJICBMliMK

u(x,y,0) = ft(*,y) utx.y.-^x) = f2(x,y)

Au(x,y,0) = f3 (x,y) Au(x,y,V3x) » f4(x,y).


