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ANALIZA WIERNOKATNOSCI STYCZNYCH DO DOWOLNEJ KWADRYKI KRZYWOLINIOWEJ
W UOGOLNIONYM RZUCIE STEREOGRAFICZNYM

W publikacji (1) udowodniono, ze znana wkasnos$¢ rzutu stereograficzne-
go sfery polegajaca na wiernym odwzorowaniu kata pomiedzy dwiema ptasz-
czyznami przechodzacymi przez ognisko przenosi sie na te ogélniejsze przy-
padki rzutu stereograficznego, w ktérych miejsce sfery =zajmuje dowolna,
obrotowa, krzywoliniowa powierzchnia stopnia drugiego.

Nasuwa sie pytanie w jakim stopniu przenosi sie roéowniez druga whkasnosé
rzutu stereograficznego sfery dotyczaca wiernosci odwzorowania kata utwo-
rzonego przez dwie proste styczne do sfery w punkcie réznym od Srodka
rzutow.

Rys. 1

Rozpatrzmy dowolng krzywoliniowa powierzchnie obrotowg drugiego stop-
nia P (rys. 1) i"jej rzut stereograficzny z wierzchotka S na ptaszczyz-
ne styczng X w wierzchotku P.

Jezeli rzut stereograficzny ms, ns dowolnej pary prostych m, n stycz-

nych do kwadryki < w dowolnym jej punkcie W ma mie¢ t¢ wkasnosé¢, ie
<msn°--imn, to winno zachodzié¢:

1) SW i hy, gdzie hf jest Sladem na x ptaszczyzny r stycznej do kwa-

dryki 0 w punkcie W,

2) odlegtos¢ prostej hr od punktéw W i Ws jednakowa:

d(w, hr) = a(«rs,
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Relacja 1) zachodzi dla wszystkich punktéw W kwadryki obrotowej o osi
1 = SR. W odniesieniu natomiast do vrelacji 2) zauwazmy, ze konsekwencja
réwnosci odcinkéw Whr = Wshr jest réwnosé<#, n i potowienie Kkata
prostych t,r (r UXY) przez prostg s = SW.

W ptaszczyznie prostych r,s,t przyjmijmy prosta g spedniajgca warunek

(ilsr t) - -1

Jezeli +*f* , to:

a dalej:
@Qss51) .1

Z drugiej jednak strony z punktami R i T sprzezona jest wzgledem stoz-
kowej a para punktéw S,P.

Zauwazmy, ze Q * F, gdyz w przeciwnym wypadku punkt W musiatby lezec
na okregu o Srednicy SF, a ten nie przecina stozkowej a2 w punktach réz-
nych od S 1 F.

Poniewaz nie jest mozliwe jednoczesne:

QSRT=-1
(PSRT) * -1

przy Q * P, dochodzimy do wniosku, ze relacja 2) nie moze mie¢ miejsca

i analizowana wkasno$¢ rzutu stereograficznego nie przenosi sie na przy-

padek, w ktérym w miejsce sfery wystepuje inna obrotowa powierzchnia krzy-

woliniowa stopnia drugiego.
Rozumowanie powyzsze rozstrzyga jednoczesnie nastepujace przypadki:

a) kwadryka < jest nieobrotowa, a $rodek rzutu stereograficznego S jest
wierzchotkiem kwadryki .
W przypadku tym stozkowa a moze by¢ okregiem i wszystkie punkty W
kwadryki $ incydentne z okregiem a2 spedniaja warunek 2 - nie jest
jednak mozliwe jednoczesne spednienie warunku 1. Gdyby bowiem t%k by4o
tzn. gdyby $Slad ht incydentny z biegunem ptaszczyzny okregu a wzgle-
dem kwadryki i by+ prostopadty do ptaszczyzny a2, woédwczas kierunek
ht bydby jednym z kierunkéw gdéwnych kwadryki $ , co w konsekwencji
prowadzidoby do wniosku, ze kwadryka ¢ jest obrotowa wbrew podstawo-
wemu zatozeniu.

b) kwadryka O jest obrotowa, lecz jej o$ g#éwna 1, na ktérej lezy Sro-
dek rzutu stereograficznego S nie stanowi osi obrotu.
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©

Zgodnie z rozwazaniami w punkcie a) warunek 1 i 2 analizowanej wtasno-
Sci rzutu stereograficznego spedniony jest dla wszystkich punktéw in-
cydentnycb z réwnikiem a . Istnieje wiec nieskonczenie wiele punktoéw
W kwadryki O ,w ktérych styczne odwzorowuje sie przy pomocy rzutu
stereograficznego wiernokatnie.

kwadryka O jest paraboloida obrotowg lub eliptyczng, a Srodek rzutu
stereograficznego S - punktem niewkasciwym tej powierzchni.

Jest oczywiste, zew przypadku tym nie moze by¢ spedniony warunek 2 i
punkty W o zadanych whkasnosciach rézne od P nie istnieja.
Przejdzmy z kolei do oméwienia przypadku ogélniejszego.

Niech kwadryka < bedzie dowolng krzywoliniowa powierzchnig stopnia

drugiego, a S$rodek rzutéw S - dowolnym, réznym od wierzchotka punktem po-
wierzchni (rys. 2).

Warunek 1) jest réwnoznaczny z warunkiem
prostopadtosci plaszczyzny stycznej tdo
ptaszczyzny promienia SW i prostej a SS

i aix . Rozwazmy miejsce geometryczne

punktéw kwadryki 0 , w ktorych pta-

szczyzny styczne spetniaja powyzszy

warunek. W tym celu wezmy pod uwage pek

ptaszczyzn ai o0 osi a rzecinajacych

kwadryke O w stozkowych a;. Jest oczy-

wiste, ze kazda ptaszczyzna styczna do

kwadryki O w punkcie nalezacym do a. mu-
si przechodzi¢ przez biegun ptaszczyzny « - punkt A . Dla peku ptasz-
czyzn . osi a - zbidr punktéw A. leze¢ bedzie na prostej wzajem-
nej biegunowej b, przy czym zachodzié¢ winna rzutowos$¢:

b(A*, Ag ... AMAa(itj, otg ... *)
22

Rys. 5
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Na skutek przynaleznosci prostej b do ptaszczyzny e stycznej w punkcie

S (e Ix ) zachodzi réwniez: b 1 a.

Zwr6émy uwage, ze plaszczyzna styczna 1T\ przechodzaca przez punkt A®

prostopadle wzgledem plaszczyzny jest okreslona jednoznacznie przez

rzut normalny punktu A” na pltaszczyzne o”. Przez punkt ten bowiem -

przechodzi krawedz ptaszczyzn - styczna do przekroju a? w punkcie
spedniajacym warunek 1).

Zbadajmy miejsce geometryczne punktow

Zauwazmy przede y/szystkim, ze krawedzie ptaszczyzn stycznych z pta-

szczyzng € tworza zbidér zdozony z prostych przechodzacych przez punkty

AN prostopadle do odpowiednich ptaszczyzn «<e Aby okresli¢ ten zbifr,

wprowadzmy pomocniczy pek prostych SCn”) odpowiednio prostopaddtych do

ptaszczyzn i rozpatrzmy szereg punktéw z°° (Z" ) powstatych z prze-

ciecia tego peku prosta niewktasciwg z" ptaszczyzny e .

Stwierdzamy wazno$¢ nastepujacych relacji:

z* (Z* )T Sfn~ A S(ot.) * b(Ai)
z~ (Z- ) * bCA~.

Zbioér prostych b” +4aczacych elementy szeregu z“ (Z*) z odpowiednimi
elementami szeregu b(AA) tworzy pek klasy drugiej, tj. obwodzi krzywg
stopnia drugiego. Krzywg ta w rozpatrywanym przypadku jest parabola, gdyz
nalezy do niej, jako jedna z stycznych, prosta niewkasciwa.

Poniewaz punkty powstaja w wyniku przeciecia prostych b (stycz-
nych do paraboli) odpowiednio prostopadiymi prostymi peku SC**), stwier-
dzamy, ze miejsce geometryczne punktow jest krzywa spodkowa paraboli
wzgledem punktu S. Wnosimy zatem (31, ze jest to krzywa rzedu czwartego
rozpadajaca sie na krzywag rzedu trzeciego oraz prosta niewkasciwg ptasz-
czyzny e .
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Z kolei rozwazmy miejsce geometryczne punktéw spedniajacych warunek 2)
tj. jednakowo odlegtych w swoich rzutach stereograficznych i oryginatach
od prostej h~.

Dla dowolnej stozkowej punkty takie leza na okregu opisanym na $rednicy
SPA(rys. 4) 1 dzieki wspotsrodkowosci obydwu krzywych sa potozone syme-
trycznie wzgledem osi stozkowej. Jedynie bowiem przy réwnosci odcinkéw
WT, TI5 (rys. 4) zachodzi¢ moze wymagana réwnos¢ WL = WS1 (promienie s,q,
r,t tworza czwdrke harmoniczng, a punkty Ws, P, B> , 1 sa ich przeciecia-
mi prostg *")e
Jezeli zatem punkty spetnia¢ majg warunek
2} - ptaszczyzny styczne w tych punktach do
kwadryki 4> muszg przechodzié¢ przez punkty
przebicia ptaszczyzny q osiami 1, , 1. po-
szczegb6lnych stozkowych aZ_
Zbadajmy czym jest zbidér takich punktéw. Prze-
de wszystkim okreslmy zbidér osi 17, TA. W tym
celu zauwazmy, ze:
1° - Srodki przekrojow a2 kwadryki $ ptaszczyznami peku a(ot®) lezg
na stozkowej.
Wniosek ten *atwo wyprowadzi¢ rozumujac nastepujaco: Srednice prze-
krojow aR sprzezone z kierunkiem prostej a leza w jednej ptasz-
czyznie f , ktérej biegunem ze wzgledu na kwadryke $ jest punkt
F“e a. W ptaszczyznie F lezg oczywiscie i Srodki przekrdéj ow. Przyj-
mujac oznaczenia: Fb= f2, #a = M (rys. 5) ustalimy, ze zbigr srod-
kéw a? jest zbiorem Srodkéw cieciw stozkowej f2 przechodzacych
przez punkt M. Zbidr taki jest jednak stozkowg m2 jako utwér odpo-
wiadajacy prostej niewtasciwej plaszczyzny <« w uog6lnionym rzutowo
przeksztatceniu inwersyjnym.
2° - osie przekrojéw a2 nie przecinaja sie w statych dwu punktach.
Gdyby bowiem punkty takie istniaty i lezaty poza prostg a, wolwczas
wszystkie osie lezalyby w dwu lub jednej plaszczyznie, co oczywiscie
jest niemozliwe.
Gdyby pur.kty te np. U i V lezaty na prostej a, wowczas Srodki
przekrojow a” musiatyby leze¢ na sferze opisanej na Srednicy TWN.
Z tego jednak wynikatoby, ze jednym z punktéw U, V jest punkt M,
czyli, ze osie jednej rodziny lezag w jednej ptaszczyznie (), co
takze bytoby mozliwe jedynie przy prostopadtosci plaszczyzny <4 do
prostej a wykluczonej ogdlnoscig rozwazanego przypadku (a * SP).
Dochodzimy wiec do wniosku, ze zbiér osi ii’ TI __iest zbiorem Erostych na
og6t skosnych przecinajacych prosta a oraz pewng stozkowg m .

X”"Gdzie P jest niekoniecznie lezacym na rzutni koncem $rednicy stozkowej
przynaleznej do S.
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Ustalmy rzad powierzchni A utworzonej przez ten zbior.
W tym celu przeprowadzmy nastepujace rozumowanie:

ptaszczyzna niewktasciwa u” przecina:
X P0®
kwadryke — w stozkowej s ,
prostg a - w punkcie FO0O,

pek ptaszczyzn a(@:®) - w peku prostych F&(0™),
powierzchnie A - w krzywej C‘100.
Tworzgce powierzchni A jako osie prze-
krojéw a? przecinaja proste peku F°“(0?*“)
w punktach, ktére spedniaja nastepujace wa-
runki :
a) sa sprzezone wzgledem stozkowej s ,
b) stanowiag elementy homologiczne inwo-
lucji bezwzglednej i jako takie sa
sprzezone wzgledem kota bezwzgled-
nego.
Rys. 7 Krzywa cn°° jest wiec zbiorem punktow,
ktére na prostych peku F°° (0?°) rozdzie-
+aja harmonicznie jednoczes$nie dwie stozkowe - okrag Q @ stozkowg s
(rys. 7). Wiadomo jednak (2), ze zbidér taki jest krzywg rzedu trzeciego.
Rozwazmy z kolei dowolng prosta p przebijajaca powierzchnie A . Aby wy-
znaczy¢ ilos¢ punktéw przebicia - wprowadzmy pomocnicza powierzchnie ll
(rys. 6) utwforzong z prostych, ktére przecinaja jednoczesnie stozkowg mp,
prosta a oraz prostg p. Jest to powierzchnia rzutujgca prosta p w meto-
dzieodwzorowania opartej narzucie ze zdegenerowanej krzywej przestrzen-
nej stopniatrzeciego.V-"iadomo (4), ze powierzchnia ta jest rzedu trzecie
go, a konsekwentnie jej przekroj ptaszczyzng niewkasciwg - cll00 jest krzy-

wa rzedu trzeciego.

Punkty przecigcia krzywych .cf'0 i cm°® okreslaja kierunki tworzacych po-
wierzchni A i fi wsp6élnych lub réznych, lecz réwnolegtych. Dazac do
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ustalenia ilosci tworzacych wspélnych powierzchni A 1 fj zauwazmy, ze
dla danego dowolnego kierunku moga w ogélnosci istnie¢ dwie tylko rézne,

réwnolegte tworzace tych powierzchni. Wynika to stad, ze ptaszczyzna usta-
+ona prosta a i danym kierunkiem przecina stozkowg m w dwu punktach.

Poniewaz kazda tworzaca powierzchni A przynalezna do okreslonego punktu
stozkowej m jednoczy sie z réwnolegta tworzgca powierzchni J] przyna-
lezng do tego samego punktu, mozna by przewidywaé¢, ze w sumie tworzacych
wspolnych powierzchni A i f] moze by¢ dwukrotnie wigcej niz punktéw
przeciecia krzywych cr 1 cm . Jezeli jednak uwzglednimy, ze w kazdej
z par takich tworzacych réwnolegtych jedna z nich przechodzi przez punkt
M = ni a, w ktérym tworzaca powierzchni A  jest Scisle okreslong prosta a
- liczbe tworzacych wspélnych obydwu powierzchni nalezy widzie¢ jako roéw-
ng ilosci punktéw przeciecia cm cm .

Poniewaz obydwie krzywe sa rzedu trzeciego wynikatoby stad, ze istnieje 9
tworzacych wspélnych powierzchni A i . Zauwazmy jednak, ze wsréd 9
punktéw przeciecia krzywych croO i <:nl 2 punkty, w ktérych plaszczyzna
niewkasciwa oo przecina stozkowg m sg state, niezalezne od sposobu
przyjecia prostej p, a wiec i od postaci powierzchni ii. Nalezy je zatem
wykluczy¢é¢ przy obliczaniu ilosci wspélnych tworzacych powierzchni A i f].
Podobnie wykluczy¢ trzeba z obliczen punkt F°°. Przeprowadzmy bowiem na-
stepujace rozumowanie: ptaszczyzna utworzona przez prostag p 1 punkt F°°
przecina stozkowg m2 w dwu punktach..Prz$z punkty te da sie poprowadzic
dwie tworzace powierzchni 11 réwnolegte do a, przecinajace stozkowg m

i prosta p. Tworzace te nie moga jednak naleze¢ do powierzchni A , gdyz
tylko 0§ a incydentna z tg powierzchnig i skosna w najogélniejszym przy-
padku wzgledem p ma kierunek F' . Pomimo wiec, Zze powierzchnie A oraz
il przechodza przez wspélny punkt F*™ = cll cn , nie posiadajg wspol-
nej tworzacej o tym kierunku i punkt ten nalezy z rachunku rzedu powierz-
chni A réwniez wykluczy¢. Poniewaz punkt F<® jest punktem podwéjnym
krzywej cra wnioskujemy, ze dowolna prosta p przebija powierzchnie A
w 5 punktach, czyli ze przekrojem tej powierzchni dowolna ptaszczyzna jest
krzywa rzedu piagtego.

Wniosek powyzszy pozwala na ostateczne ustalenie maksymalnej ilosci
punktéw A, Skoro bowiem miejsce geometryczne punktédw lezacych na ptasz-
czyznie Q i ustalajacych ptaszczyzny styczne do kwadryki & spedniajace
warunek 1 jest krzywa spodkowg paraboli, a miejsce geometryczne punktow
ptaszczyzny e ustalajacych ptaszczyzny styczne do kwadryki i spekniajag-
ce warunek 2 jest krzywg rzedu pigtego - ilos¢ punktéw wspélnych obydwu
miejsc geometrycznych oznacza mozliwg teoretycznie, maksymalng ilos¢ pun-
ktéw KA. Zauwazmy, ze chodzi tu jedynie o punkty wkasciwe ptaszczyzny Q
punkty niewkasciwe bowiem prowadzg dc wyznaczenia punktéw UA zjednoczo-
nych z P, nieistotnych dla odpowiedzi na postawione pytanie.
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Tak wiec z kolejnych rozwazan wytaczy¢ trzeba prosta niewktasciwag wchodza-
ca w skkad spodkowej paraboli.

Z przeciecia pozostatej czesci spodkowej paraboli - krzywej rzedu trzecie
go z powierzchnig A wydtaczy¢ nalezy punkt S jako $rodek rzutu stereo-
graficznego. Poniewaz stanowi on podwéjny punkt krzywej spodkowej, przeto
w ogolnym przypadku ilos¢ punktow nie moze przekroczy¢ liczby (3x5)-
-(3x2) = 9. Jest oczywiste, ze w liczbie tej mieszcza sie réwniez rozwig-
zania zjednoczone i urojone, ktoérych ilos¢ zalezy od doboru zatozen odnos-
nie kwadryki i Srodka rzutu stereograficznego.

Wptyneto do Redakcji 14 maja 1972 r.
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THE ANALYSIS OF THE TRUANGLES PROPERTY
OF A GENERALIZED STEREOGRAPHIC PROJECTION OF TWO TANGENTS
TO A SECOND ORDER SURFACE

Summary

The paper concerns a generalized projection of a non-linear second
order surface, in which the centre of projection is any point S of a
surface and the plane of projection - the plane tangent to the surface in
the point P opposite to S.

The author answers the question: are there such points on the surface,
that the angle formed by two whatever tangents in each ofthesepoints is
projected in its true size.

It has been proved in the paper, that suchpoints exist and that the
number of them equals 9 at the most.



