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JÓZEF SZPILECKI

TENSOR PODATNOoCI ELEKTRYCZNEJ I MAGNETYCZNEJ 
ORAZ OPORU CHARAKTK8YSTYCZHEG0 PLAZMY CIAŁ. STAŁEGO
0 WŁASNOŚCIACH FERR0HL3KTRYKA I FERROMAGNETYKA

Streszczenie. Pod warunkiem spełnienia związków dyspersyjnych dla eta­
nu ustalonego, dyskutowanych w jednej z poprzednich prac autora, podano 
interpretacją występujących tam macierzy, opisujących rozchodzenie. się 
fal w plazmie ciała stałego o własnościach ferroelektryku i ferromagnety- 
ka. VV zagadnieniu występuje 20 zmiennych. Przez eliminację pozostałych 
zmiennych, można otrzymać zależność między wektorami polaryzacji elek­
trycznej ?, magnetycznej M i natężenia pola elektrycznego E i magnetycz­
nego H, z której można wyznaczyć tensory podatności.

Po wyeliminowaniu polaryzacji, z zależności między wektorami E i H do­
trzymuje się tensor oporu charakterystycznego.

Zależności wyprowadzono w przypadku polaryzacji liniowej i kołowej.

1 . Wstęp
W jednej z poprzednich prac autora £1] sformułowano ogólne zagadnienie

1 wyprowadzono równania różniczkowe, opisujące rozchodzenie się fal w
plazmie ciała stałego o własnościach ferroelektryka i ferromagnetyka. W
sformułowaniu tych równań nie posługiwano się wielkością polaryzowalności
elektrycznej ani magnetycznej» W układzie równań występuje 20 zmiennych:
składowe wektora pola elektrycznego E ,E ,E , pola magnetycznego H ,H ,E„x y z je y
polaryzacji elektrycznej px«Fy»Fz» magnetycznej prędkości
T1.y* V1,I* V2.x« V2.y V2.z* koncentracje -h. 1-1,2.

Eliminując pozostałe zmienne można sprowadzić układ równań wyjściowych 
do czterech równań między wektorami E,H,P,M, z którego można wyznaczyć 
szukane wielkości. Wielkości te są zależne od składowych stałych wymienio­
nych wyżej wielkości, uwzględniają szereg efektów jak: dyspersja prze­
strzenna, nieliniowość zależności oraz częstości fal harmonicznych, któ­
rych zachowanie się jest rozpatrywane. Otrzymane tak wielkości są r.a ogół 
zespolone, przy czym część rzec żywista i urojone mogą przez odpowiedni do­
bór parametrów/ zmieniać znak (realizacja ujemnych przer.ikalności elek­
trycznej i magnetycznej). Wyprowadzone zależności są słuszne pod warun­
kiem spełnienia związków dyspersyjnych. Ponieważ są one skomplikowane r.ie 
pozwalają w sposób prosty przedyskutować sprawy zmiany znaku przenikalno- 
ści.

Ponieważ zagadnienia tego typu są przez różnych autorów rozwiązywane 
dla fal płasko i kołowo spolaryzowanych, rozważania przeprowadzono w obu 
przypadkach.
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2. Równanie wyjściowe. Polaryzacja liniowa

Jak podano, w jednej z poprzednich prac związki dyspersyjne, w przypad­
ku stanu ustalonego fal, są dane równaniem wyznacznikowym

det(P) = 0, (1)

w oznaczeniach pracy [2,3] . Macierz pseudodiagonalna (F) zbudowana jest z 
macierzy (F ) o elementach stałych oraz (Fy) i (F*), r=1,2,... przynależ­
nych do poszczególnych fal o częstości “r, przy czym * oznacza wielkość 
zespoloną sprzężoną. Ponieważ związki między omówionymi macierzami są pro­
ste, wystarczy rozumowanie ograniczyć do wyznacznika

det(Fr) = 0. (2)

Był on dyskutowany pod kątem związków dyspersyjnych w pracach [2,3] . Ze
względu na złożoność występujących tam macierzy, odsyłamy czytelnika do 
tych prac, jeśli chodzi o oznaczenia, ograniczając się do interpretacji 
tylko niektórych wielkości, występujących w wyprowadzonych tensorach.

Przez eliminację prędkości i koncentracji nośników ładunku, otrzymuje­
my układ czterech równań macierzowych między składowymi wektorów E,H,P,M. 
Napisany macierzowo jest to układ równań o macierzy (■O rzędu 12 o nastę­
pujących elementach:

*1 . 1 = C?1 ). f 3 = (*2 )’ 1*1 , 4  = ( ? 1 3)

*2 , 1 = (F4) - ^ 2,3 = f2 , 2 = (F-,) - (F̂ ) (3)

f3,2 = (^3 3). **3 ,4 = (?24^’ f4,1 = <F25 f4,3 = F̂26^*

przy czym #

= & F165 " (F1 7 )(F9r 1 CFg)] CF15) + [(F18) - (F, g)(F̂  1 ) - 1 (F, „)] .

. Cp2 0 '̂
(4)

(f:,) = [Ci1 6 )-(i1 7 )(i9r 1 (r8> ] C V  + [ C W - C ^ C F n ^ C F - i o ) ] 0^ )

Podstawiając

P = (*e)E, M = (*m)H (5)
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z równań trzeciego i czwartego wiersza, można wyznaczyć tensory trzeciego 
rzędu podatności elektrycznej (* e 5 i podatności magnetycznej

C*e) = - (F26̂  F̂25̂ '
(6)

m; = - ^ 23J(®_) - - (í'o/l) (Fp-)

Pod założeniem spełnienia związków dyspersyjnych, wyznaczone wielkości 
tensorowe spełniają również dwa pozostałe równania.

Eliminując z równań pierwszego i drugiego wiersza układu (3) polaryza­
cje P i M, otrzymujemy jako zależności między wektorami E i H układ rów­
nań o macierzy 6 rzędu

/  ( F l ) -  Cf2) ( f26) -1(e 25) ,  - ( F i3K f 24) -1( f 26) \

\(F4 - F|) - (F5)(F26)-1 (F25), (*,)-(!{) /

Ze względu na spełnienie związków dyspersyjnych można . wyznaczyć skła­
dowe tensora oporu charakterystycznego (E/H) ż dowolnego z równań, np. z 
ostatniego otrzymujemy

H = - [(F1 ) - (F!| )J - 1 [(P4) - (F4) - CF5 )(F26)"1 (F25)]e (8)

lub z przedostatniego

H = P F13^F24r ’'(P26)] " 1 [(F1 } " fF2)fF26r 1 (F25)J E (9)

Macierze odnoszące się do pola elektrycznego i magnetycznego mają analo­
giczną postać, wystarczy więc obliczenie ograniczyć tylko do jednego przy- 
padku.

W pracy [2] wyliczono macierz (F24 )- 1 w następującej postaci 

,24, = „dCF2 4;/uc^x-24

przy czym

det(F24) = - Ja? - J  (X* + Ą + X*),
Xi = iHo,i + M°,i X’

X = £ (2A/M2)k^ + j«r ra/M0),

(Fp, ) - 1 = ad(Fp,)/det(F,,), (10)
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ad ( F 2 4 ) = CFi > k > 2 4 )

Fi, i, 24 = -*r + Xf 

F 1,2,24 “ ^"r X 3 + X1 X 2

F 1,3.24 = X 2 + X1 X3 <11)

*2,1,24 = X 3 + X 1 X2

P 2,3,24 = ~ Jar X 1 + X2 X3

*3,1,24 = " X 2 +

F3,2,24 = 3<ur X1 + X2 X3

W równaniach tych Mq ^, Hq  ̂- składowe stałe polaryzacji magnetycznej i 
wektora natężenia pola magnetycznego, £ - współczynnik, A - stała wymien­
nego działania, « - stała charakterystyczna relaksacji prędkości zmiany 
polaryzacji magnetycznej.

Analogicznie zbudowana jest macierz CF26^” ’ z że występują w
niej wielkości odnoszące si| do pola elektrycznego.

Elementy macierzy (E2^)_ (Fpj det(P24) s$ następujące:

*1.1 = > r  X3 + X1 X 2 } M o,z e' ~ ( ^ r  X2 + X 1X 3 )Mo,y£"

F1,2 » - < - " r  + X1>Mo,z £' + <3“r X2 + XlX,)M0fxi- 

*1.3 = W r + X?>Mo,y * -i* X3 + X1X 2)Mo,xf'

F 2,1 = + Xl )Mo,z 1 ^  ♦ X 2 X,)«0f_y *

F2,2 » -<3“ r X3 + X1X2 )Mo,z *  + ^  “ r  X1 + X 2X 3 )Mo,*£‘

F 2,3 = X 3 + X1 V M o,y £' “ r + X§)M o , x £‘

F3 ,1 = *1 + X2 X, ) « 0>2 i - c -  *2 + x2)M0fyf
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F3,2 = j£0r X2 + X1 X3 )Mo ,z + "r + ^ “ o.x* 

F3 ,3 = C- j*r X2 + X, X,)M0>y £ - (3cr Xl + X2X3)M0jX£ (1 2)

Tensor charakterystycznego oporu lub jego odwrotność można prosto wyzna­
czyć z równania

[(?■) ) ♦ (?2)(*e)] E + (Fl3)C*m) H = 0 (13)

Macierze (P-,), (P2), (P1 3 ) zbudowane są następująco:

(14)

r,y’

(F2) = (Jwr/C)(l»itk) + ^ i ^ . k 5’

k
(¿if3,kJ) O  - C J « / c)kl ^ M . k 5 - (3V c) • (A2,i,k)(K) (15)

kr,z

kr,x kr,xkr,y kr,xkr,z

W  =( kr,xkr,y' kr,y kr,ykr,z I (16)

V,kr ,xkr,z* kr,ykr, z’ kr,z

(P^j) - macierz diagonalna o elementach e^/m^.
Macierze kwadratowe trzeciego rzędu (0̂  k), (^j>rik)* (^rfi(k̂  opisują za­
leżność między wektorem indukcji B i H oraz M, kr “ składowe
wektora falowego, c - prędkość światła.
Tensory (6i k), (Ar i k) opisują dyspersję przestrzenną. e1 ,n1 - ładunek 
lub masa jednego z nośników ładunku.

3. Polaryzacja kołowa

Podobnie można wyprowadzić analogiczne wielkości dla fal kołowo spola­
ryzowanych. Jeśli za płaszczyznę obrotu wektorów przyjmiemy płaszczyznę
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(x,y), wtedy y/prowadzając nowe wielkości oznaczone wskaźnikiem + lub
przy pomocy wzorów' transformacyjnych np.

Podobnie dla innych wektorów.
Po uporządkowaniu równań, ze względu na nowe wielkości.otrzymujemy rów­

nania analogicznie zbudowane, ale ze zmienionymi współczynnikami.
Nowa macierz (F) będzie analogicznie zbudowana jak poprzednio, z tym 

że występujące w/ niej macierze trzeciego rzędu należy pomnożyć przez ma­
cierz

(17)

Podobnie dla wszystkich wektorów, występujących w zagadnieniu. 
Odwrotnie, wyrażając nowe wielkości przez stare

Fx = (1/2) (E+ + EJ 

Fy = -(1/2) (E+ - EJ
(18)

(19)

(20)

gdzie

d e t i F j J  = (1/2)[«r - ur(X? + xf + X2)] (2 1)
■Elementy macierzy ad(FgJ są następujące: 

F!j 1 = - 2  j<or  (X^ + tur) -  2 X1( X ?  - j  Xj,

F̂  g - ^ r  ^°r + X7 ̂  ̂X2 ^X2 ” 3 X J ,

Fji3 = 2 (j I, - X2 )(X3 + coj.

P2 , 1 = "2 3 “r(cr “ V  + 2 X1 (X2 + 3 x1 >« (22)



Fg 2 = -2u>r(u>r - X3) + 2 Xg(Xj + j Xj ),

= - 2 (j X1 + X2)(tur - x3),

•F' n = (<or - X3 )(X2 - j XJ + (X3 + cor)(X2 + j X1),

F 3 > 2 = - j  (<*>r  -  X3 ) ( X 2 -  j  X J  +  j(cor  +  X3 ) ( X 2 +  j  X J  

F ' f ,  = 2 j  (o>2 -  X2 ) .

Elementy macierzy (P'24 )_1 (^2 3) det(F^) są następujące:

*1,1 = W/2){[^*r (X3 + + 2(3 X1 - X2)2] Mo,z ~ 2(3 X1 " V  *

.  (X 3 + ^r)(M0,y + 3 Mo , X 3} '

= C«/2) { -  2 d  h  - X2)2 M0>z + 2(3 I, - X2)(X3 + " r )( - » 0,y +

+ 3 Mo,x3}«

?1>3 = (5/2) { 4 M o>y [-j coe (X3 + or) - X,(X2 - j X,)] + 

ł Ij x J-“r(ur + X33 + X2(X2 - 3 X13]| =

(5/2) {- 4 UJr(a>r + x3H M 0fy j + M0fX) - 4 (X2 - 3 X J  .

' CMo,y X1 - Mo,x X2 )}'

? 2 f1 = (£/2){2 (j X, + X2 ) 2 M0>z + 2 (M0>y + j M0fX)(3xi + x2) *

• (“j. - x3J ,

* 2 , 2  = CeV 2 ) { [ - 4 < u r (u,r  -  X , ) - 2 ( j X 1 -  X2 ) ( X 2 + j  X1 ) ] mq>2 -  

-2  (M0 i y  +  j  M0 , x ) (X - , j  +  X2 )(cur  -  X , ) ]  ,

¥ 2 i3 = (5/2) {-4<ur (wr - X3 )(M0>y j - Mo>x) + 4(X2 + j X, K M ^  X1 - 

-  Mo,x X2 3}  ’

Tensor podatności elektrycznej i magnetycznej...__________ _________
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= W/2){2 j(X, + «r)CX2 + JX1 )M0fZ - 2(M0fy + 5 U0>x)j(«2 - X2)}

? 3 f 2  = ( * / * 5 { 2 3 C » r  -  X ,)C X 2 -  3 ^ ) “ « , «  +  2 (-M 0 f y  + 3 mo >x ) 3 ( ^  -  x 2 )}

F3>3 = (i/2){2 M0,ypfr - X3 ) ( X 2 - X̂1} + (X3 + “rK X ? + 3X1 4

+ 2 ®o,x [2(“r - X3 K X 2 - jX1) - j("r + X3 )(X2 + jX1 )]| (23}

4. Inne przekształcenie macierzy wyjściowej.
Efekt elektromagnetyczny i magnetoelektryczny

Układ równań o macierzy współczynników (3), można napisać również ina­
czej, uwzględniając możliwość efektu, polegającego na zależności polary­
zacji elektrycznej od wektora natężenia pola magnetycznego i odwrotnie. 

Jeżeli napiszemy wymieniony wyżej układ równań w postaci

(F-j )E + (F2)P + (F13)M = 0,

(F4 - F;)E + ( ? 1 - F1 )H + (F5)F = O

(F23)H + (F24)M = C, (24)

(f25)e + (f26)p = 0,

z drugiego równania otrzymujemy

P = - (f5)_1 (f4 - F4)E - (f5 )-1 (f1 - F^H. (25)

Z pierwszego równania

M = -(F1 3 ) - 1 {(F1 ) - (F2 )(F«3)-'t (F4 - ?;)] E + (F1 ?)-1 (F2) .

. (Fi5)“1 (F1 -F̂ ')E. , (26)

Podstawienie otrzymanych wyrażeń na P i M do dwu pozostałych równań daje 
następujące równania:

[(F2,) + (F2 4)(F1 3 )-1 (F2 )(F5)-1 (F1 - F^)]H

- (F24) (Fi 3 ) - 1 [(F,) - (F2)(F5)-1(F4 - F'4)JE = 0, (27)

-(f2 6)Cf5 )-1 (f1 - f^)h + [Cf25) - (f26)(f5) - (F4 - f4)] E = 0.
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Znikający wyznacznik tego układu równań daje związek dyspersyjny, z 
którego można wyznaczyć częstości fal, dla których ważne jest powyższe 
rozumowanie.

Z równań (2 5) i (26) otrzymujemy na tensory podatności

(* e ) = - ( í '5)"1(f 4 - f '4 ),

(28)
( * , ;  = ( ?1, ) - 1(F2) (F5) -1CF1 -  F i ) ,

oraz dla scharakteryzowania efektu elektromagnetycznego i magnetoelek- 
trycznego

^e.m' = -C?5r1(P1 " Fí5'
(29)

* -(p1 3 r 1  P F1 } - (f2 K F 5)-1 (F4 - F')]

Równania (27) dadzą się prościej wyrazić za pośrednictwem wprowadzo­
nych tensorów

(30)
(F„)E - (F24) [(*m)H + (Xa>e)E] = 0,

(F25)F + (F26) [(*e>ln)H + (*e)E] = 0.

Pozwalają one stosunkowo prosto v;yrazić opór charakterystyczny. 
Wprowadzając poszczególne macierze, otrzymujemy

(*e) = -(c/4 *3«rK«*l>kr 1 { ( i ^ ^ r ^ l . i . k 5 +

+ ( 3 V c'fr2,itk)(K) - < 3 V cX«i,k> - C"r/cK(^i,1 fk)'

^i, 2 ,k^’ (^i,3,k^ ̂ r , y ^ + (e1'/m1 c) *

/-(cm^e^d,/^ + jur), Bo>z - Bo>y

- Bo,z -(c^/e^d/f, + j^)t Bo,x

Bo,y " Bo,x -(cm1 /e1 )(1/r1 + j<ur)y
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diagCj H, „ 4  j Ni 0 4  3 K, k2 )

+ »  C1 e1/M12.o "l> » r - i<Ko.£.* + < oX j +

- (e|/m| c).

^(m2c/e2 )(1 A 2 + 3%,)» BQfZ

-  B - ( m 2 c / e 2 H 1 / r 2 + J ^ r ) »

-  Bo,y

o,x

o,y - B_ -(a2c/e2 )(1 / r 2 + j"r)

P diagC3 N2 Qkr f 3 N2.olcr,y’  ̂^2 .o^r.z^_____
+ (3c2 V K2,o m2 } 3wr - + 2 ,ojykr,y + v2 ,¡,zKrfz)

(*m) = (m1 c/e1 AX 3«)r) -Jc3‘*»r/c)C^ifk) + C«r/c) •

/jf \

\ r, z /

- ( J V c î C â 2 , i f k ><K>} •

(31)

3 kr

3 kr,y' “ kr,x’

-(m1 c/e1 >(1/^ + 3t*'r)> 

- B.o, z

Bo,y

Bo,z

-(m1 c/e1 )(1/rt + 3'i'r)> 

- B. _

- o,y

-(m1 o/e1 )(1/r1 +3“r)y

»* \
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(e1 /m1 c)k2(A^1>i>k) + ( A ^ ^ . ^ K e - ^ c H K ) ]  + [(e^e) . 

/-(m2 c/e2 )(1/f2 + Je»r )f B 0fZ " 3 í

Bo,z 

Bo,y

2 /kr»x 
+ 3(02/N2fO) kr,y

k.

-(m2c/e2)(1/r2 + 3<“r) i 30fX

- B -(m2c/e2 )(1/r2+jtor)

jt>)r  -  Ó(V, .  „ k „  „  +  »O „  Ir T1 „  + vo k T2,o,x'lr,x " v2,o,yLrfy T ’2,o,z r,z

r,x

. [-(e2/m2c ) ( P i>)c) + j(e2/m2c) C CD f # 1 ,ic'» (D i,2tk^' ^D i , 3 , k ^  kr,y J +

+ (e2/m2c)k£ (¿1t2fifk) + fi2 ,2 ,i,k)(e2/ni2c)(K)]}

( * „  J  = -  [(n1/ e1)CF2)]_1 = -  [ ( » í / e ^ ^ V c ' ^ i . k 1 +e 9m'

C-r/°>í(íi.1fk>» (<5i,2,k>’ <ái,3,k»( kr|y - (3V « J kríA1.i,l
V r . z /

- O r/=HÍ2 ,i(k W ) ) ] ' 1 <*«>

(*mfe) = - C < V V  [(?1 > + = ' <*1 ' V  •

) -

/ 0 kr,z’ “o
0 O

V  kr,y' kr,x*

í(l5i,1,k^» (<5i,2,k5’ (¿i,3,k'M kr,y V  (j“r/c)kr(ń1 ,i,'P

(325

(33)

r,z/

- ( 3 V c« 42,i,k){K)] M
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W wyrażeniach tych poza poprzednio wprowadzonymi występują następujące 
oznaczenia:

r , i=1 ,2 - czasy relaksacji (odwrotności częstości zderzeń),
N. , V. , i=1,2 - składowe stałe koncentracji i prędkości.1 f O 1 f o
(bi k, <*i k “ współczynniki między B i H lub J i S,
«5i’,r,k* ¿=1,2,3, ASfi,k, »=1.2. r8flfk - składowe tensorów przed­
stawiających dyspersją przestrzenną magnetyczną i elektryczną.
(3 . , - macierz zbudowana z składowych prędkości V i elementów .1 rf i, łc r 1 tKAL ... t=1 ,2 , r=1 ,2 , Di ., s=1 ,2 ,3 , r=1 ,2 macierze podobnie zbudowa-o f r f 11 k. IjSjK
ne jak fl , . , tylko w miejsce elementów p. v wchodzą odpowiednio d . ,rj.i pk XfK.
lub A i,s,k-
W przypadku polaryzacji kołowej, wzory zasadnicze utrzymują podobną po­
stać, z tym, że poszczególne macierze są mnożone, jak poprzednio przez 
macierz

1 . 1 , 0 \■j, j, 0 (35)
0 , 0, ' 2 J

Wpłynęło do Redakcji 15 maja 1972 r.
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TENSOR OF ELECTRIC AND MAGNETIC SUSCEPTIBILITY AND CHARACTERISTIC 
RESISTANCE OF SOLID STATE FERROELECTRIC AND FERROMAGNETIC BODY

S u m m a r y

When the dispersion formulae are satisfied, for the steady state, 
discussed in one of the previous papers of the author, in this paper the 
physical interpretation of matrices is given, describing the wave notion 
in sold state ferroelectric and ferromagnetic bodies. The problem is 
formulated in terms of 20 variables. Elimination of 8 of them gives equa­
tions between the following vectors: electric polarisation P, magnetic 
polarisation M, electric field strength E, magnetic field strength H.From 
them it is possible to evaluate the required susceptibility and characte­
ristic resistance tensors. The formulae for linear and circular polarisa­
tion are given.

TEH30P OilEKTEHHECKOK M MAFHHTHOH BOCLPMMi/MMBOCTH
Vi XAPAKT EPHCTHHECKOrO COIIPOTMHilEHMH
TBEPgOrO SEPP032EKTFH4LCKOrO H $EPPOMArHHTHOF0 TEJIA

P e a n m e

Ecjik ^HcnepcHOHHue (JiopuyjiLJ BunojmeHti jjia yctanoBKBmercca coCToasna b o j e,. 
paccHaTpuBaeuiorc b npexsmc padoT.ajc; asTcpa,B pafioTe xaKo ofiocHOBaHKe Marpsm 
cnKCHBanníix b o j i h c b oe £BKxeHne b TBepsoM qieppobjieKTpH'iecKCM u $epponarHKT 
hom Tejte. IlpodJieMa cimcaHa 20 nepeMeHHtuusi bejimvhHaMw« EcKJuovaa 8 m3 hmx 
noJiynaeM ypaBHemiH Mex^y BeKTopa«n: BjieKTpHvecKofr no«spH3amiH P, Hauarsa— 
veHHocTH M, ameKTpKHecKoro E k MarHHTHcro H HanpaxeHHfi- nomeK, Vi3 hhx b h - 
VHCmeHH TeH3opia BOcnpHHMUHBOCTeii k xapaKTepHCTHvecKoro conpoTHBJieHisa b cay. 
qae aitneiiHcń h KpyroBoS ncjrapH3aUHH.


