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JOZEF SZPILECKI

TENSOR PODATNOOCI ELEKTRYCZNEJ 1 MAGNETYCZNEJ
ORAZ OPORU CHARAKTK8YSTYCZHEGO PLAZMY CIAL. STALEGO
O WEASNOSCIACH FERROHL3KTRYKA 1 FERROMAGNETYKA

Streszczenie. Pod warunkiem spednienia zwigzkéw dyspersyjnych dla eta-
nu ustalonego, dyskutowanych w jednej z poprzednich prac autora, podano
interpretacja wystepujacych tam macierzy, opisujacych rozchodzenie. sie
fal w plazmie ciala statego o wkasnosciach ferroelektryku i ferromagnety-
ka. Wzagadnieniu wystepuje 20 zmiennych. Przez eliminacje pozostatych
zmiennych, mozna otrzyma¢ zaleznos¢ miedzy wektorami polaryzacji elek-
trycznej ?, magnetycznej M i1 natezenia pola elektrycznego E i magnetycz-
nego H, z ktdrej mozna wyznaczy¢ tensory podatnosci .

Po wyeliminowaniu polaryzacji, z zaleznosci miedzy wektorami E 1 H -
trzymuje sie tensor oporu charakterystycznego.

Zaleznosci wyprowadzono w przypadku polaryzacji liniowej i kotowej.

1. Wstep

W jednej z poprzednich prac autora £1] sformubowano ogllne zagadnienie
1 wyprowadzono réwnania rézniczkowe, opisujace rozchodzenie sie fal w
plazmie ciata statego o wkasnosciach ferroelektryka i ferromagnetyka. W
sformutowaniu tych réwnan nie postugiwano sie wielkoscig polaryzowalnosci
elektrycznej ani magnetycznej» W ukdadzie réwnan wystepuje 20 zmiennych:
skkadowe wektora pola elektrycznego EX,Ey,EZ, pola magnetycznego H j:;,Hy,E,,
polaryzacji elektrycznej px«Fy»Fz» magnetycznej predkosci
Til.y* V1,1* V2.x« V2.y V2.z* koncentracje -h. 1-1,2.

Eliminujac pozostate zmienne mozna sprowadzi¢ ukdad réwnan wyjsciowych
do czterech réwnan miedzy wektorami E,H,P,M, z ktérego mozna wyznaczy¢
szukane wielkosci. Wielkosci te sg zalezne od skladowych stakych wymienio-
nych wyzej wielkosci, uwzgledniajg szereg efektow jak: dyspersja prze-
strzenna, nieliniowos¢ zaleznosci oraz czestosci fal harmonicznych, kto-
rych zachowanie sie jest rozpatrywane. Otrzymane tak wielkosci sg r.a ogod
zespolone, przy czym czes€ rzeczywista i urojone moga przez odpowiedni do-
bér parametréow/ zmienia¢ znak (realizacja ujemnych  przer.ikalnosci elek-
trycznej 1 magnetycznej). Wyprowadzone zaleznosci sg shuszne pod warun-
kiem speinienia zwigzkoéw dyspersyjnych. Poniewaz sa one skomplikowane r.ie
pozwalaja w sposoéb prosty przedyskutowa¢ sprawy zmiany znaku przenikalno-
Sci.

Poniewaz zagadnienia tego typu sg przez roznych autoréw rozwigzywane
dla fal ptasko i1 kotowo spolaryzowanych, rozwazania przeprowadzono w obu
przypadkach.
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2. Roéwnanie wyjsciowe. Polaryzacja liniowa

Jak podano, w jednej z poprzednich prac zwiazki dyspersyjne, wprzypac
ku stanu ustalonego fal, sg dane réwnaniem wyznacznikowym

det(P) = 0, @

w oznaczeniach pracy 23 - Macierz pseudodiagonalna (F) zbudowana jest z
macierzy (F ) o elementach statych oraz (Fy) i (), r=1,2,... przynalez-
nych do poszczeg6lnych fal o czestosci “r, przy czym * oznacza wielkosc
zespolong sprzezong. Poniewaz zwigzki miedzy oméwionymi macierzami sg pro-
ste, wystarczy rozumowanie ograniczy¢ do wyznacznika

det(Fr) = 0. ()

Byt on dyskutowany pod katem zwigzkéw dyspersyjnych w pracach [2,3] . Ze
wzgledu na ztozonosS¢ wystepujacych tam macierzy, odsylamy czytelnika do
tych prac, jesli chodzi o oznaczenia, ograniczajac sie do interpretacji
tylko niektérych wielkosci, wystepujacych w wyprowadzonych tensorach.

Przez eliminacje predkosci i koncentracji nosnikéw dadunku, otrzymuje-
my ukdad czterech réwnan macierzowych miedzy skkadowymi wektoréw E,H,P,M.
Napisany macierzowo jest to ukdad réwnan o macierzy (mO rzedu 12 o naste-
pujacych elementach:

o g =CA). 13 = (2) 114 = (71 3)

*1 = (F4) - ~2,3 = 2 =F)-FE (©)
13,2 = ("33). *,4 = (224~ 14,1 = <F25 4,3 = "F26/™
przy czym #

= &F165 " (F17)(F9r 1 CFg)] cF15) + [(F18) - F, 1)1 ,.)]

. Cp20~"
O
F:,) = [Cit6)-(il7)(i9r 1 (B8>]JCV + [CW-CACFNn~ACF-i0)]0")

Podstawiajac

P = (%e)E, M= Cm)H ®
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z rownan trzeciego i czwartego wiersza, mozna wyznaczyC tensory trzeciego
rzedu podatnosci elektrycznej (*e5 1 podatnosci magnetycznej

Cre) = - (F26n ~F25~"
6)
@) = - @D Fpsy

Pod zatozeniem spednienia zwigzkdéw dyspersyjnych, wyznaczone wielkosci
tensorowe spedniajg rowniez dwa pozostate réwnania.

Eliminujac z réwnan pierwszego i1 drugiego wiersza ukbadu (3) polaryza-
cje P i M, otrzymujemy jako zaleznosci miedzy wektorami E i H ukdad row-
nan o macierzy 6 rzedu

/ (Fl) - Cf2)(f26)-1(e25), -(Fi3K f24)-1(26) \
\(F4 - FD - (F5)(R26)-1(F25), (*,)-(1D) /

Ze wzgledu na spelnienie zwigzkéw dyspersyjnych mozna .wyznaczy¢ skia-
dowe tensora oporu charakterystycznego (E/H) z dowolnego z réwnan, np. z
ostatniego otrzymujemy

H=- [E)- @lIY-1 [P - (F4) - CF)H(R6)"1 (F25)]e ®

lub z przedostatniego

H = PF13/~F24r =(P26)]"1 KFL} ™ fF2)fF26r 1 (F25) E ©
Macierze odnoszace sie do pola elektrycznego i magnetycznego maja analo-
gicznag posta¢, wystarczy wiec obliczenie ograniczy¢ tylko do jednego przy-

padku.
W pracy [2] wyliczono macierz (F24)-1 w nastepujacej postaci

(EBA),-1 = adCFp4)/det¢r24), 10
przy czym
det(F24) = - Ja? - 3 O~ + A +x%),

Xi = iHo,i + M°,i X~

X = £(QAMDKN + j«r ra/No),
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ad (F24) = CFi>k>24)

Fi,i,24 = -*r + Xf

F1,2,24 *“ ~"r X3 + X1 X2

F1,3.24 = X2 + X1 X3 <11)
*2,1,24 = X3 + X1 X2

P2,3,24 = ~ Jar X1+ X2X3

*3,1,24 = " X2 +

F3,2,24 = 3ar X1 +X2 X3

W réwnaniach tych Mg ~, Hg »~ - skladowe state polaryzacji magnetycznej i
wektora natezenia pola magnetycznego, £ - wspédczynnik, A - staka wymien-
nego dziatania, « - stakla charakterystyczna relaksacji predkosci zmiany
polaryzacji magnetycznej .

Analogicznie zbudowana jest macierz CF26™” * z ze wystepuja w
niej wielkosci odnoszace si| do pola elektrycznego.

Elementy macierzy (E2")_ (Fpj det(P24) s$ nastepujace:

*1.1 = >r X3 + X1 X2} Mo,z €~(~r X2 + X1X3)Mo,yE

F1,2 » -<-"r + X1>Mo,z £ + <3“r X2 + XIX,)MOFxi-

*1.3 = Wr + X?>Mo,y * -i* X3 + X1X2)Mo,xT

F2,1 = + XI)Mo,z 1 A e X2 X,)«O0fy*

F2,2 » -<3“r X3 + X1X2)Mo,z * + A “r X1 + X2X3)Mo,*E
F2,3 = X3 + X1V Mo,y £ “r + X§)Mo,xE

F3,1 = * 4+ X2 X)«052 i -c- *2 + x2)MOFyF
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F3,2 = JEOr X2 + X1 X3)Mo,z  + ro+ A tox*
F3,3 = C- j*r X2 + X, X,DMO>y £ - (3cr XI + X2X3)MOJXE 2)

Tensor charakterystycznego oporu lub jego odwrotnos¢ mozna prosto wyzna-
czy¢ z réwnania

[(D) ¢ (?2)Ce)] E + (FI3)CM) H = 0 €S))

Macierze (P-,), (P2), (P13) zbudowane sg nastepujaco:

(14)
r,y’

(F2) = Qur/C)(I»itk) + NN L kb

k
(i113,kJ) o - CJd«/c)kl "M . k5- @3v ¢ - (A2,i,KK (15)

k

r,z

kr,x kr,xkr,y kr,xkr,z

W =C kr,xkr,y" kr,y kr,ykr,z 1 (16)
\Kr ,xKkr,z* kr,ykr,z” kr,z

(P*jJ) - macierz diagonalna o elementach e/m.

Macierze kwadratowe trzeciego rzedu (O k), (“j>rik)* (*rfi® opisuja za-
leznos¢ miedzy wektorem indukcji B i H oraz M, kr “  skkadowe
wektora falowego, c - predkos¢ swiatda.

Tensory (6i k), (Ar i k) opisuja dyspersje przestrzenng. el ,nl - J4adunek
lIub masa jednego z nosnikéw dadunku.

3. Polaryzacja kotowa

Podobnie mozna wyprowadzi¢ analogiczne wielkosci dla fal kolowo spola-
ryzowanych. Jesli za plaszczyzne obrotu wektoréw przyjmiemy plaszczyzne
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(x,y), wtedy y/prowadzajac nowe wielkosci oznaczone wskaznikiem + lub
przy pomocy wzorow"™ transformacyjnych np.

an
Podobnie dla wszystkich wektordéw, wystepujacych w zagadnieniu.
Odwrotnie, wyrazajac nowe wielkosci przez stare
Fx = (/2) (E+ + EJ
as)
Fy = -(/2) (E+ - EJ

Podobnie dla innych wektoréw.

Po uporzadkowaniu réwnan, ze wzgledu na nowe wielkosci.otrzymujemy réow-
nania analogicznie zbudowane, ale ze zmienionymi wspodczynnikami .

Nowa macierz (F) bedzie analogicznie zbudowana jak poprzednio, z tym
ze wystepujace W niej macierze trzeciego rzedu nalezy pomnozyC¢ przez ma-
cierz

(19

o)
gdzie
detiFjJ = (L/2)[«r - ur(X? + xf + X2) @1)
mElementy macierzy ad(FgJ sa nastepujace:

Fj 1

-2 jeor (XA +wr) - 2 XL(X? - j Xj,

g -"r ~°r + X7 N~ X2 M2 3 X

Fjis3 =2 G I, - X2)0B + coj.

P21 ="2 3“rCcr “V +2 Xl (X2 + 3 xlx (22)
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Fg 2 = 2pr@r - X3) + 2 Xg(Xj + J Xj),

2 (XU + X2)@r - x3),

.h

@ - X3)(2 - j XJ + (3 + ar)(2 + j X1),
F3>2 = -] (&r - X3)(X2 - j X + jcor + X3)(X2 + j X
F'f, = 2 (02 - X2).
Elementy macierzy (P24)_1 ("23) det(F") sg nastepujace:
*1,1 = W/2){["*r (X3 + +2(3 X1 - X2)2] Mo,z ~ 23 X1 "V *
(X3 + *r)(MO,y + 3 Mo,X3"'
= C«/2){- 2 d h = x2)2M0>z+ 2B 1, -X2)(X3+"r)(-»0,y +
+ 3 Mo, x3p«
?1>3 = (5/2) {4 Mo>y [j e (X3 + 0r) - X,(X2 - j X,)] +
+1J x J-“r@ur + X33 + X2(X2 - 3 X13| =
(5/2) {- 4Wr(@r + x3HMOFy j + MOFX) - 4 (X2 - 3 XJ

" CMo,y X1 -Mo,x X2)}"

22fl = E/2D){2 G X, +X2)2 MO>z+ 2(MO>y + JMOFPX)(3xi + x2) *

(“j'_ x3J ]
¥2,2 = @V2){[-4<ur(ur - X,)-2(jX1 - X2)(X2 + j X1)]mg>2 -
-2 (MOiy + j MO,x)(X-,j + X2)(cur - X,)] ,

¥2i3 = (6/2) {4<ur (wr - X3)Y(MO>y j - Mo>x) + 4(X2 + jJ X, KM~ X1 -

- Mo,x X23
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W/2){2 X, + «r)CX2 + JXLIMOFZ - 2(MOfy + 5 UO>X)j(«2 - X2)}

23f2 = (*/*5{23C»r - X,)CX2 - 37)“«,« + 2(-MOfy + 3 mo>x)3 ("~ - x2)}
F3>3 = (i72){2 MO,ypfr - X3)(X2 - X1} + (X3 + “rKX? + 3Xx1 4
+ 2 ®o,x RCr - X3KX2 - jX1) - jC'r + X3)(X2 + Xl @3}

4. Inne przeksztakcenie macierzy wyjsSciowej -
Efekt elektromagnetyczny i magnetoelektryczny

Ukkad réwnan o macierzy wspékczynnikow (3), mozna napisa¢ rowniez ina-
czej, uwzgledniajac mozliwos¢ efektu, polegajacego na zaleznosci polary-
zacji elektrycznej od wektora natezenia pola magnetycznego i1 odwrotnie.

Jezeli napiszemy wymieniony wyzej ukdad réwnan w postaci

H)E + (F2)P + (F13)M = 0,

(F4 - F3)E + (71 - FI)H + (F5)F = 0

(F23)H + (F24)M = C, @

(f25)e + (f26)p = 0,
z drugiego réwnania otrzymujemy
P=- (f5)_1(f4 - FA)E - (f5)-1(fl - FAH. (€]
Z pierwszego réwnania
M= -(F13)-1 {Fl) - (RIEI-"t (F4 - 2;)] E + (F1?)-1(F2) .
. (Fb)“1 (F1 -P™)E. , (26

Podstawienie otrzymanych wyrazen na P i M do dwu pozostatych réwnan daje
nastepujace réwnania:

[(F2,) + (F24)(FL3)-1 (R2)(F5)-1 (FL - FY)IH
- (F24)Fi3)-1 [(,) - (F2)(F5)-1(F4 - F4)JE = 0, @n

~(R26)CB)-1(fl - fYh + [CR5) - (R26)(f5) - (F4 - f4)] E = O.
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Znikajacy wyznacznik tego ukdadu réwnan daje zwigzek dyspersyjny, z
ktérego mozna wyznaczy¢ czestosci fal, dla ktérych wazne jest  powyzsze
rozumowanie.

Z réwnan (25) 1 (26) otrzymujemy na tensory podatnosci

(*e) = - (i5)"1(f4 - 1),

@
(*.; = (?1)-KF2)(F5)-ICF1 - Fi),

oraz dla scharakteryzowania efektu elektromagnetycznego 1  magnetoelek-
trycznego

ne.m" = -C?5r1(P1 " Fi5"
€2))
* _(pl3rl PFL} - (RKF5)-1(F4 - F7)]

Réwnania (27) dadzg sie prosciej wyrazi¢ za posrednictwem  wprowadzo-
nych tensoroéw

(F,.)E - (F24) [Cm)H + (Xa>e)E]

I
L

(€Y))
(F25)F + (F26) [(*e>ImH + (*e)E] = 0.

Pozwalaja one stosunkowo prosto v;yrazi¢ opdr charakterystyczny.
Wprowadzajac poszczeg6lne macierze, otrzymujemy

(*e) = -(c/4 *3«rke*I>kr 1 {Ci™r~D i k5 +

+ (3VC fr2,itk)(K) - <3VcX«i,k> - C'r/cK(Pi,1 fk)"

~L2,KN (CEL3,KAAT , y A+ (el ©) *

/-(cm”™end, /"N + jur), Bo>z - Boy

- Bo,z -(cN/end/F, + M)t Bo,x

Bo.,y " Bo,x -(cmi/el )(Q/rl + gy
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diagCj H, ,, 4 jJNi 04 3K, k2 )
+» CleMo"> »r - I<Ko.£.* +< oX j+

- (el/m] o).
A(m2c/e2) (LA 2 + 3%,)» BQfZ "~ Boyy
- B -(m2c/e2H1/r2 + J*r)» 0,X
- B -@2c/e2)(/r2 + J''r)
0,y
P diagC3 N2 Qkr f 3 N2 .olr,_y’ NN o2 @D
+ @Bc2V K2,om2} 3vr - + 2,0pykr.y + V2,i,zKrfz)
m) = (mlc/el AX ) 3B /c)C ifk) + C«r/c) -
AF \
\r,z/
- (JVceiCaz,ifk><K>} .
3 kr
3 kr,y" “  kr,x’
-(mlc/el >Q/N + 3tr)> Bo,z T o,y
- Bo,z -(m c/el )(A/rt + 3ir)>>
B oy - B. _ —(m o/el Y(A/rl +3“r)y

»* \
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(el/m o)k (AN1>i>k) + (AN . ~MKe-"cHK)] + [(e™e)

/-(m2c/e2)(1/f2 + Jor)f BOfZ "3
Bo.7 -(m2c/e2)(/r2 + ¥T1)i 301X
-B -(m2c/e2 ) (/r2+tor)
Bo,y

2 /KIr»X
+ 3(02/N2f0) tl’,y LY - O(V2 0,x¥r,x * 32,0, YRRy T VQ,O,zkr,zT

r,x

[-(e2/m2c) (Pi>)c) + j(e2/m2c) CCDF#1,ic™» (Di,2tkr" ~Di, 3, k" kr,y J+

+ (€2/MOYKE GIE2FiTK) + fi2 2,1, K (ARSI €2
(*egh = - [(NVeDCF2)]1 =- [(»i/er~Vc'rikl+
C-r/o>T(fi . 1fio» (&i,2,k>" <&i,3,ko( krly - (3V«JIKriALi 17
Vr.z/
3
-0 r/=HI2,ik W ))]'l <« )
Cmfe) = - C<VV [@L>+ =ty .
kr,z> O
/0 0 0

vV kry Kr,x*

idsi,1,k>» &i,2,k5” (6i,3,k™™ kr,y V. (G“r/c)kr(il,i, P
r,z/

~ (3Vc«d2,i, k0] M
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W wyrazeniach tych poza poprzednio wprowadzonymi wystepujg nastepujace
oznaczenia:

r , i=l,2 - czasy relaksacji (odwrotnosci czestosci zderzen),
N1 f0° V1 fo’ i=1,2 - skkadowe state koncentracji i predkosci .
@ k, < k “wspétczynniki miedzy B i Hlub Ji S,
anr,k* ¢=1,2,3, ASFi k, »=1.2. r8flfk - skkadowe tensorow przed-
stawiajacych dyspersja przestrzenng magnetyczng i elektryczng.
f?’rfi i macierz zbudowan?. z skkadowych predkosci V i elementéw

17 t=1,2,r=1,2, DiI'S'K’ s=1,2,3, r=1,2 macierze podobnie zbudowa-
ne jak ﬂlj.ipz , tylkow miejsceelementow pmwchodza, odpowiednio d
lub Ai,s,k-
W przypadku polaryzacji kotowej, wzory zasadnicze utrzymujga podobna po-
sta¢, z tym, ze poszczegblne macierze sg mnozone, jak poprzednio przez
macierz

s, i, @5

Wpdyneto do Redakcji 15 maja 1972 r.
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TENSOR OF ELECTRIC AND MAGNETIC SUSCEPTIBILITY AND CHARACTERISTIC
RESISTANCE OF SOLID STATE FERROELECTRIC AND FERROMAGNETIC BODY

Summary

When the dispersion formulae are satisfied, for the steady state,
discussed in one of the previous papers of the author, in this paper the
physical interpretation of matrices is given, describing the wave notion
in sold state ferroelectric and ferromagnetic bodies. The problem is
formulated in terms of 20 variables. Elimination of 8 of them gives equa-
tions between the following vectors: electric polarisation P, magnetic
polarisation M, electric field strength E, magnetic field strength H.From
them it is possible to evaluate the required susceptibility and characte-
ristic resistance tensors. The formulae for linear and circular polarisa-
tion are given.

TEH30P Oi IEKTEHHECKOK M MAFHHTHOH BOCLPMMi/MMBOCTH
i XAPAKT EPHCTHHECKOrO COIIPOTVHi IEHVH
TBEPgOrO SEPPO32EKTFHALCKOro H $EPPOMArHHTHOFO TEJIA

Peanme

Ecjik ~HcnepcHOHHue @ iquyjil] BunojmeHti jjia yctanoBKBmercca coCToasna boje ,.
paccHaTpuBaeuiorc » npexsmc padol.agjc; asTcpa,B pafiole xaKo ofiocHOBaHKe Marpsm
cnKCHBannTiX bojihcho® £BKxeHne » TBepsoM qiepponjieKTpH™ieckCM u $epponarHKT
hom Tejte. llpodJieMa cimcaHa 20 nepeMeHHtuusi bejimvhHaMw« EcKJuovaa 8 m3  hmx
noJiynaeM ypaBHemiH Mexy BeKTopa«n: BjieKTpHvecKofr no«spH3amiH P, Hauarsa—
veHHocTH M, ameKTpKHecKoro E k MarHHTHcro H HanpaxeHHFi- nomeK, Vi3 hhx bh-
VHCmeHH TeH3opia BOcnpHHMUHBOCTeii k xapaKTepHCTHvecKoro conpoTHBJieHisab cay.
gae aitreiiHl h KpyroBoS ncjrapH3aUHH.



