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JOZEF SZPILECKI

STAN NIEUSTALONY W PLAZMIE CIALA STALEGO
O WELASNOSCIACH FERROELEKTRYKA I FERHOMAGNETYKA
W PRZYBLIZENIU LINIOWYM

Streszczenie. Rownanie stanu nieustalonego w przypadku liniowym i z
uwzglednieniem przestrzennej dyspersji rozwigzano metoda laplace®a. Prze-
dyskutowano zagadnienie potozenia biegunéw®transformaty w szeregu przy-
padkéw szczegd6lnych.

1. Wstep

W pracy [1] wyprowadzono réwnanie rézniczkowe pozwalajace wyznaczyc¢
stany ustalone i nieustalone fal w plazmie ciata statego o whasnosciach
ferroelektryka i ferromagnetyka z uwzglednieniem dyspersji przestrzennej
oraz nieliniowosci zwigzkéw daczacych B z H oraz D z F.

W pracy [2J rozpatrywano zwigzki dyspersyjne w przypadku liniowym dla
stanu ustalonego.

W pracy niniejszej rozpatrywane sa stany nieustalone w przypadkulinio-
wego przyblizenia z uwzglednieniem dyspersji przestrzennej.

Wtedy réwnanie, wyprowadzone w pracy [1] redukuje sie do nastepujacej
postaci (w oznaczeniach pracy [1])

(A)dcszdt + (F)C = 0. )

C - oznacza wektor-kolumne, zbudowang z nastepujacych funkcji czasu:
sktadowe pola elektrycznego Ex ,Ey ,Ez, sktadowe pola magnetycznego Hx,Hy ,Hz
sktadowe polaryzacji elektrycznej Px,P",Pz, skbadowe polaryzacji magne-
tycznej Mx iMy»Mz* skdadowe predkosci nosnikéw +adunkéw elektrycznych X
V'll , V,,cf2 , 1 = 1,2, koncentracje nosnikéw +adunkéw N, i = 1’2r'i

gostaé kwadratowych macierzy (A) i (F) podana jest w pracy .

W obecnej pracy wyrazenia te zostang wprowadzone przy omawianiu Ffizy-
kalnej interpretacji dyskutowanych zwigzkow.

Réwnanie rézniczkowe (1) rozwigzujemy metoda transformacji Lsplace’a.
Wprowadzamy parametr transformacji p, C(p) transformate wielkosci C i wek-
tor-kolumne wartosci poczatkowych C(Ci). Wtedy transformate roéwnania (1)
mozna napisa¢ w postaci

cP = (B)1 (A ¢, (2)
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przy czym macierz (B) mozna napisa¢ w nastepujacej postaci

Macierze B
fF.),
(A3p + F4i,

B1.1 =\ o]
0

1,2 20)

/(F13)

B2,1 =
0
\ (F25)

~A?p + F1g)
0

B2w2 o

\ o

/B1,1” B1,2\

CBY=(B2,1> B2,2/

1R posiadajg nastepujaca postac

-~p + f2), o,

)5, CA™p+P5),

o (o]

0 o

o] o
(f?) 0

o (A5p+FQ),
CF10) 0
(PU ) 0
(F21) 0
(F23) 0

0 (clonies

0 (Fi?)
(AgP + F1a) 0

0 0

0 0

2. Rozwigzanie roéwnania charakterystycznego

Mozna napisac

gdzie ad(B)
rzy (B).

(B)_1 = ad(B)/det(B),

- macierz dotaczona macierzy (B), det(B)

(Fi5)

cr22)

- wyznacznik

(©)

(©)

®,

macie-
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GHowng trudnos¢ rozwigzania problemu stanowi rozwigzanie réwnania

det(B) = 0. ®

Podobnie jakw pracy [2Z] rozwiazemy je w szereguprzypadkéw szczegol-
nych.Faktoryzacjeréwnania mozna wykona¢, zaktadajac, ze pewne macierze,
wystepujace w (B), zeruja sie.

3. Rozpatrzenie przypadkéw szczegdlnych

Zatozenie (F1C) = ® pozwala wydzieli¢ czynnik

det(Afp + P11) = 0 @

Kolejne zatozenie (F.”) = 0 daje

det(Agp + Fg) = 0 (©)]

Z zatozenia (FM) = 0 wynika

det(Agp + F18) = 0 ©

1
o

Z zatozenia (Fg)

det(A™p + FAg) = 0 (10)

Z zatozenia (F23) = 0 wynika

det(Agp + F24) =0 an
z (f25) = 0
det(A.jQp + Fgg) = 0 (€¥)
Pozostaje réwnanie
/. D (A,p + P2\
det J=20 a3)
\(A3P + P4), 0,) I

Ze wzgledu na analogiczng budowe, wystarczy rozpatrzec réwnania (7),

@, AD, (13).
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Réwnanie det(Afp + F~) = 0 posiada rozwigzanie
p = -jcr + CV2FOfXkr>x + V2FO>ykr#y + V2>04Zkrfz) (D)
gdzie 4g_ - czestosSC¢ rozpatrywanej fali, k ..« ,»k_ _ sktadowe wek-

tora falowego, VE,O wektor statej sktadowej predkosci nosnika o numerze
porzadkowym 2.

Réwnanie det(AgP + ?18) = 0 moze by¢ rozdozone na dajace sie prosto
rozwigza¢ réwnania

P+ (1/V +i'r=0 (15)
(P + 1/€2 + d-r)2 + (ei/®1l0)2 (A tX + B2~ + B2fZ)= 0 (16)

f2 - czas relaksacji (opisujacy proces zderzen), Bq - stata sktadowa
wektora indukcji magnetycznej.

Réwnanie det(Agp + F24) = 0 moze by¢ roztozone na dajace sie +atwo roz-
wigza¢ roéwnania

P+ j*r = 0, an

(P + JAr)2[1 + CMASX + My + M272)  (RR/IF)] + 2(*/Mg)-
- (P + j-r){M0O>x [E(2A/M2)k2 Mo>x + HOFX] + ...} +
+{K,x ¢(270)k2 + HOFX]2 + 0 (18)

Kropkami zaznaczono analogicznie zbudowane wyrazenia dla innych sk¥ado-
wych.
Mg ,HO - state wektory polaryzacji magnetycznej i natezenia pola magnetycz-
nego.

Kazde z powyzszych réwnan ma swéj odpowiednik elektryczny, ktéry tatwo
mozna otrzymaé przez zmiane oznaczen.

W réwnaniu (13) mamy nastepujace macierze
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CAIP + 2) = [P + 3«r)/c] [ceitk) - K (Bif1fk).

“kr,x
C J-k? "fi,*.*1 - "*2.1.*>(0] +
vV r
Hx,0 ~”
* ~1.11,3] BHy,o 1 C20)
\Hz,0/

(A3P + P4) = [ + 0°r)/olj-(Uitk) + 3 [i/i.1.K5» ~i,2,k)F

VAl \
<11,5,*>] ( C V (ri.-l.«)kr * -"r/° -
kr,z,
EX,O.
* [ £i,k, 14 ( £i.k,25» ( £i,k,3"] (Ey.o ) in
Sz,o/
Kkr,x" kr,xkr,y” kr,xkr,z
W = | kr,xkr,y* k|2',y ﬁ‘r,yfér,z €22)
r,zkr,x* kr,zkr,y* kr,z

W powyzszych wyrazeniach (Cififk)» (¢if2fk™ ~i,3,k~" M1L,i,kM (i2,i,k»
tensory, opisujace przestrzenng dyspersje magnetycznag, (?ifkfi)» (?i.k,2"
C k 3) _ tensory, opisujace nieliniowg zalezno$¢ B od H, (Pijk"“ ten-
sor) opisujacy liniowg zaleznos¢ B i H. Analogiczne tensory w przypadku
elektrycznego pola oznaczono odpowiednio: (| ™ k), 2 k)» 3 »kn*
(ri,i,k™ (r2,i,k™~™ (~i-k.15, f £i,k,2)* ( £i,k,35, icSi, k™™

EQ stata sktadowa pola elektrycznego.

Z datwo zrozumiatymi skrétami, mozna napisac

A.,p + F2) = [Cp + j~r)/c] (*i>k) + (2p/c)(<>itk) =

[Cp + j“r)/c] C*ifk + eijk> - ( JV &)(<?i,k)
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@

Wtedy macierz réwnania (1?) mozna napisa¢ nastepujaco:

Ey ik
0

Tu niewiadoma wielko$¢ p wystepuje tylko w macierzy ($1), macierz (0g)
nie zawiera p.
Wyznacznik (13) mozna napisa¢ nastepujaco:

det(01) + £ detio-") + 0 6)
1
1 =1,2 6, i,k = 1,2,3.

Macierz (0 powstaje z (0.]) przez zastgpienie 1l-tej kolumny przez ta-
kaz kolumne macierzy (0g), macierz (O fi) przez zastgpienie I i m kolumny
itd. W ostatniej macierzy wszystkie kolumny macierzy (0-J) zastgpiono przez
odpowiednie kolumny macierzy (09)-

W ten sposéb pierwszy skdadnik (26) jest jednorodny stopnia 6 w p + jau,,
nastepny stopnia 5, itd. ostatni jest wyrazem wolnym.

Na wyznaczenie p otrzymujemy réwnanie algebraiczne 6 stopnia.

Réwnanie to bez upraszczajacych zatozen jest trudne do przedyskutowa-
nia.

Powyzsze stosunkowo proste wyniki otrzymano pod zatozeniem znikania pe-
wnych wielkosci lub tez, gdy te wielkosci sg mate i moga by¢ pominiete wo-
bec pozostatych.

Mozemy dyskusje przeprowadzi¢ z mniejsza liczba zatozen dodatkowych,
przez eliminacje zmiennych ,Y,,,N*_Ng. Pozostanie wiec réwnanie macierzo-
we miedzy wektorami E,H,P,M.

Eliminacja wektoroéw i wielkosci N~,Ng.

Przez eliminacje Fi, , 1 = 1,2 mozna réwnanie (2) zastgpi¢ nastepuja-
cym

® XxXE) = B XxO + ©), @n
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gdzie
CX(F) - wektor-kolumna o elementach: EX»Ey*Ez»H3t*Hy«HB «PjoPy»?z>Mx»My»Mz*
Cx(0) - analogiczna wektor-kolumna wartosci poczatkowych,

Tensory (5), (F), (G) posiadaja nastepujace elementy

B1,1 = CF,), el,2 * CA~AP * p2™ @®1,3 = °* rl,4 = (-I'2v +?23"~

I2,] = CAMP+ F4" ~ ) (F/AHFg) ~ (®2) CF20)(F7).

w
N
N
1]

(F1~ = Ca, )*1CEi4)h'g) - (a2)"1(F21)(F7),

B2f3 = (V +r5), B2>4 = - [C"V"1(F155(F6) + C«2)_ 1(F22)(F7)].

B3,1 = B3,3=°”D3,2 = (F23"" B3.4 = NA9P + F245”

B4,1 = CF25}~ D4,2 = D4,4 = °- B4,3 + CAlop + F26>* ©8)

*1.1 E1»3 0, F 2 = (Al El/= (V <
E2,1 ~ (A’)”SZ,Z = E2.4 " °- F2,3 =
E31 E3.2 =g3,3 - 0r €4 = (29),

E4,3 = CAiO)»

E4,1 = F4,2 =~4.,4

(G) - wektor-kolumna o elemencie

G2 = - (cc..)>1 (CA7) 7.(0) - (F17)(ASp + F9)*L (A5)N,(0)] (F6) -

- @2)"1 [(A) V2(0) - (F,9)(A5p + F,,)-1 (A6) N2(O)] (F?), (30)

Pozostate elementy sa réwne zeru.

@t) = (A7p + F,6) - (F,7)(A5p + Fp)-1(Fg),
GD

@) = (A8p + Fle) - (F,9)(A6p + F,,)-1(Flo).

Miejsca zerowe macierzy (D) dadza sie stosunkowo prosto wyznaczy¢, jesli
przyjmiemy (F29) = 0, (F2j) = 0. Wtedy otrzymujemy dwa poprzednio znane
réwnania (12) i (11)

det(A,oP + F26) = 0

det(Acp + F?4) = 0
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oraz réwnanie

/ (F1), (A1P + Pg)\

det ( 1= 0, G2)
\U 3V + V ,4)* (F1~ /

gdzie

@) = («1)-1(f13)(F6) + (a2)_1(Fg0)CF7) = Cal)"1C4JrNle~/mlc) +

+

©@2)_1(4XN2e]/m2c) (33)

(Fi) = (<V1 (Fu )(F8) + (*2)-1 (F21)(F7) .

= 0*,)"1 |-(el/mlc)((LFifk) + fk)»
/ Kkr,x\
~1,2,knv” (Di,L,3,k5M  kr,y )+ (el kr/Blc)(Al1,1,i,k5 + iA2,1,i,k) -
\kr,z/
e <ei/mic)CK)} (-d N)>OkrfX, -j HIFQ k™, - j N1>g kr>?) +

©@2)-1 {- Ce2/m20)(pltifk) + j Ce2/m2c)((Di(Ljk), O>+F2fk>.

f*T,x\ 2
(Di,3,k " kr,y ) (e2 kr/m2c)(Al,1.i.k™ + (A2,1,i,k)(e2/m2c)
‘kr,z.
. K} (@4sCK2e2/c). (34)

(«=,) = (@7p + £16) - (f17)(abp + £9)-1(f8) =

P + + dr» -(el/mlc)BQjZ, (el/mlc)Bo>y
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Analogicznie zbudowane jest wyrazenie («g), z tym, ze w miejsce wskaznika

1 nalezy podstawié 2.
Macierz odwrotng C«1)-1 obliczamy weddug nastepujacego przepisu

(., r 1 = akcC.j)/det(oCl) . (56)

detCtt.) = N5 + NCe-j/m-jc)2 B2 - (c2/(N-A)) jk2 N2 + (e-j/m-jC)2

* (kr,xBo,x + kr,yBo,y + kr,zBo,z" }* n3Tn
gdzie

K=p+ 1/ + jor, (€0))
A, =V ri ¢ 3" fo,xkr,x + Vi1,0,ykr,y + V1,0,zkr,z> (39

Macierz kwadratowa trzeciego rzedu ad (@"} posiada nastepujace elementy
cc. A=W + (em-jc)2 B2~ - (c?/(N-A)) N(k2-k2)i = x,y,z (40)

oraz oznaczajac

Bo,xkr,x + Bo,ykr,y + Bo,zkr,z = <V kr> 41

cCi.g (el/mlc)Bo>z N + (e”m~c)2 B ~ BO<y + Ccf/(N-A))

IN kr,ykr,z “ (el/mlc)kr,z(Bo"kr)] «

<*1,3 = (ei/»1c>2 Bo,z Bo,x - (el/mlc” Bo,y N + (C?2/(N"A» *
" IN kr,x kr,z + (cl/mlc)kr,y (Bo"kr5] *

2,1 = N(ei/«iC)BOf| - (ei/mic)2 BQ(X Bo>y + (c2/(N-A)) .
IN kr,xkr,y " (el/mlc)kr,z(Bo"kr>] *

*2 ,3 = (el/milc)Bo,x N + (ei/™l °>2 BO,y Bo,z + (CI/(N-A)) *

* N kr,ykr,z ~ (el/nlc)kr,x (Bo*kr>] »
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*3,1 =(el/mlo)Bo,y K + <>1/mlc)2 BO,x Bo,z +Cc”/CR-A R
y

*IN kr,x kr,z - (el/mlc)kr,y (Bo,kr§ =

r3,2 =-(el/mlc)Bofx N + (el/mlc)2 BO,z Bo,y + C</(N-A)) .
*IN kr,y kr,z + CV*1e*xf, (Bo’kr>] *

Analogicznie oblicza sie (cCg)-~.

Podstawienie (35)-C42) do wyrazeh na (F*) i1 (Pi) pozwala wyliczy¢ popraw-
kowe macierze, ktérymi rézni sie réwnanie (32) od rozpatrzonego poprzed-
nio réwnania (25), w ktérym (P) =0 i (PM) = 0.

Réwnanie (32) w og6lnej postaci nie daje sie rozwigza¢ i przedyskuto-
waé w spos6b przejrzysty. Natomiast daje sie ono uzy¢ w celu przedyskuto-
wania, jakie sa tendencje zmian miejsc zerowych réwnania (25) gdy zatozy-
my, ze pominiete w nim wielkosci Q, Q, I = 1,2 sg bliskie zera.

Z postaci poprawkowych macierzy wynika, ze jesli tylko pierwiastki roéw-
nania (25) lezg dostatecznie daleko od wartosci spedniajgcych réwnanie
N-A = 0 oraz det(oc™) = 0, i = 1,2, wtedy przyjmujac, ze koncentracje 1T Q
sa bardzo mate, mozna wyliczy¢ pierwiastki réwnania (32), przyjmujac je w
postaci

Pi = Pi>0 + ¢ép., “43)

gdzie o0 - pierwiastki roéwnania (25), Ap™ - wyrazenia poprawkowe, kto-
rych tylko pierwsze potegi uwzgledniamy w obliczeniach,przyjmujac w wyra-
zeniach poprawkowych przyblizenie p» « p™ Q.

W og6lnym przypadku uwzglednienie wyrazen poprawkowych podwyzsza sto-
pien réwnania. Uwzglednienie wiec poprawkowych macierzy, daje dodatkowe
miejsca zerowe.

Pewne uproszczenia wyrazenh poprawkowych .mozna otrzyma¢ w pewnych przy-
padkach szczegélnych. 1 tak widac¢.z (37) i (42), ze mozna wyeliminowaé wy-
razenia, zawierajace mianownik N-A-j, jesli przyja¢, ze ci = 0; wielkosci
te sg wprost proporcjonalne do temperatur nosnikéw, odwrotnie do ich mas.
Zatozenie wiec daje sie spedni¢ w temperaturach bliskich zera. Wtedy moz-
na prosto wyznaczy¢ miejsca zerowe roéwnania detfo”) = O, mianowicie sa
one réwne N=0, i N = i1 (@Ymjc)Bg jJ- Wyrazenie (37) upraszcza sie réwniez
w przypadku Bg=0. Otrzymujemy N~ - (c2/(N-Aj))k2 N2 = 0, co daje 5=0

(pierwiastek podwéjny), N(N-AN) - 2 k% = O«

Takze w przypadku Bg 4 0, otrzymujemy proste przypadki, przy odpowied-
nim ustawieniu wektora Bo wzgledem wektora falowego kr«
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Gdy wektor Bq jest réwnolegty do kr, otrzymujemy
H2 + (e-j/m-jc)2 B2 = 0 oraz N - (/(»-A,))k2 = 0.

Takze pewne uproszczenie otrzymujemy w przypadku gdy Bgq jest prostopadty
do ~r, gdyz wtedy znika iloczyn skalamy w ostatnim wyrazeniu (37).

Znajomos¢ miejsc zerowych w przypadku Bo = 0, pozwala w przypadku Bg*0
bardzo matego wyznaczyé¢, jakim tendencjom ulegaja potozenia miejsc zero-
wych, np. metodg graficzng. W szczeg6lnosci mozna datwo zobaczyé, ze pier-
wiastek podwojny ulega rozszczepieniu na dwa pierwiastki oraz w jakim kie-
runku przesuwajg sie pozostate pierwiastki.

Znajomos¢ miejsc zerowych réwnania (6) poznata zastosowaé¢ twierdzenie
Heaviside®a do wyznaczenia rozwigzania na stan nieustalony.

Wpdtyneto do Redakcji 15 maja 1972 r.
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TRANSIENT STATE OF SOLID STATE FERROELECTRIC AND FERROMAGNETIC
BODY IN LINEAR APPROXIMATION

Summary

The equations of transient state in linear approximation, assuming spa-
ce dispersion (non-lecal approximation) were solved with help of Laplaocels
transform method. The location of poles of the transform has been discus-
sed in some special cases.

liIEPEXOfIHOE COCTOHHHE TBEPfIOrO $ EPPO3AEKTPKHECKOrO
H $EF;POIUArHMTHOrO TEHA B IMIiEfeOM [iIPMEIMXH(Iffl

Pe3d33B3Me

ypaBHeHHJi nepexosHoro ccCToaumi b MHeiiHOM npH6jiMceHHH,npMHHMah. sc bhh-
MaHKe npocTpaHCTBeHHyn £Hcnepcn» (aeaoKaiitHoe npHfijiHiceHiie) 6buih peiaeHH Me-
toxom tpancipopmuukh iianjiaca. PaccMOTpeHc ueCTonojiosceHHe hojisdcob ipaHcipop-
MaHTu Jlanaaca b HeaoTopHX liacTHHX caywaax.



