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W. SOBIESZEK

0 PEWNYCH NUMERYGZNYCH ASPEKTACH ROZWIAZYWANIA ROWNAN FUNKCYJNYCH
PROGRAMO~.YANIA DYNAMICZNEGO

1. Wstep

1l pracy niniejszej rozwaza sie pewne numeryczne aspekty rozwigzywania
réwnan funkcyjnych programowania dynamicznego na przykdadzie réwnania po-
staci

@ OO = max [ g(y) + h(x-y) + f(ay + b(x-y))1,
« Yy«s X

gdzie g i h sa danymi i ciagtymi w przedziale <0, +<*> ) Tfunkcjsni,
przy czym g(0) =h(0) =0, za8 alb sa danymi liczbami =z przedziatu
(0,1); f(x) jest funkcja poszukiwang. Ze wzgledu na mozliwos¢ przedtuza-
nia rozwigzania réwnania (1), gdy dane jest ono w pewnym przedziale < 0,x™»
na przedziat szerszy, istotng sprawg jest wyznaczanie go przynajmniej w
pewnym prawostronnym otoczeniu zera.

V artykule tym udowadnia sie pewne twierdzenia, ktére w tej sprawie
maja istotne znaczenie oraz proponuje sie pewng nowg metode wyznaczania
przyblizonego rozwigzania réwnania (1). Zalozenia, ktdére czyni sie o fun-
kcjach g i h, sg mocniejsze od tych, ktére gwarantujg istnienie i jedno-
znaczno$¢ ciaglego rozwigzania réwnania (1) (p- p] ), dlatego tez sprawg
istnienia i jednoznacznosci w pracy tej nie bedziemy sie zajmowali. Wyni-
ki uzyskane w tej pracy mozna uogdlni¢ na inne typy réwnan funkcyjnych pro-
gramowania dynamicznego, jednak i ta sprawa w niniejszej pracy zostanie
pominieta.

2. Lokalne oszacowania rozwigzania
Na wstepie udowodnimy nastepujacy
Lemat
Dla dowolnych liczb A i B ciag
(@) Cn =max(A + a C*.,, B+ b Cn_1), n-2,3,...,

gdzie = max (A,B), jest zbiezny i

Iim OCh = max ("~, yS
o ( ySe)
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Dowo6d

W celu wykazania zbieznosci ciagu Cn wudowodnimy bezwzgledng zbieznos¢
szeregu

©)] Cl+ (Cg - CP + + Cn+i - G +

W tym celu oszacujemy bezwzgledng warto$¢ réznicy Cn+i - Cn. Z definicji
ciagu On wynika prawdziwo$é, dla n=2,3,..., nastepujacej alternatywy

Cyby = A+aC, . GC.SsA+aC,, i [lub GiysB+bC, ., G_s=B+bt, 4.
Stad wynika prawdziwo$¢ nastepujacej alternatywy nieréwnosci

—Cn «£ a(Cn_cn-Il lub Cn+1'_cn Ss b(Cn—C

Cn+e n-1=*

implikujacej nieréwnosc¢
on+ren*;, 18] [aCCn ™ Cn-1> b<On “ Cn-1>]

Analogicznie uzyskujemy nieréwnosc¢

on+rons= " [a<Cn " Cn-1>” b(on “ Cn-1 3] *

ktéra wraz z poprzednig moze by¢ zapisana w postaci:

ICn+l-°n]~ max [ HW I >« Ib(n-n-1 ] = ckKn"Cn-1] -
gdzie c = max(a,b).

Rozumujac analogicznie jak wyzej, dla réznicy Cg - C° otrzymujemy od-
dzielnie oszacowanie

IGg - C.j" cnl
Stad 1 z (4) wynika
<5> In+l ~ Cnil*=cniCli* n=2,3t...
Poniewaz ci (0,1), wiec z (5) wynika bezwzgledna zbieznos¢ szeregu (3).
Oznaczajagc ~lim Cn = C 1 przechodzac do granicy w (2), otrzymujemy dla

wyznaczenia liczby C réwnanie

C =max (A + aC, B + bC),
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ktérego rozwigzaniem, jak datwo sprawdzi¢, jest liczba
C =max (7,

co konczy dowod lematu.

TWIERDZENIE 1

Jezeli dla funkcji g i h istnieja odpowiednio state Aj i =f B2
takie, ze

®) g(x)c AjX, B.,x«; h(x)*s BpX

w pewnym przedziale < 0,2~ , to rozwiazanie f(xX) réwnania (1) speknianie-
rownosc

A. B. Ap Bp
(@) max(,pg, ) x < F(x)< maxfy”, ~fg)x dla xe <0,xQ

Dowdd.

Dla xe i ye <0,x> na mocy zatozenia (6), otrzymujemy nierdow-
nosé

ALy + BL(x-y)<g(y) + h(x-y) <Apy + B2(x-y),

stad, oznaczajagc f.(X) = max fog(y) + h(x-y)l ,wynika nieréwnos¢
O<y<x

max(A.,B.)X « max [A.y+B.Fi-y)] «5 f. X) max §Ap+Bp(x-y)l *
O<y<x Ocy<xL£g =* J
- max(A2,B2)x,

ktéra po wyprowadzeniu oznaczenia C* » max(Ai,Bl), i»1,2, mozemy krétko
zapisa¢ w postaci:

®) dla ie<0,ij>

Poniewaz ay+b(x-y) <cx dla yt<O0,i>, gdzie c=max(a,b) <1, wiagc ko-
rzystajac z (6) i (8) otrzymujemy dla i1 nieréwnosc¢

A-Jy+B™x-y) + c] [ay+b(x-y)]«t g(y) + h(x-y) + F.,(ay+b(x-y))*;

A2y + B2(x-y) + C*[ay+b(x-y)]
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Stad, oznaczajac 1., = 0 nax [g(y) + h(x-y) = f*(i?y+b(x-y))], otrzy-
<y «X
mujeny nieréwnosé

mar.  [a.v+B. (x- )’)+C] (ay+v(x- )’))|<f°(X max fA")’+B°(X y)*07 Gay*> (x-y)l
O<y<xL11 O<y</

réwnowazng nieréwnosci

mxfA., + cljn, Bl + C b)) x<F2(x)< raax(A2 + Cc~s, B? + C?b),

ktdérg po wprowadzeniu oznaczenia c? = max(A"+C’!s, B"+Clb), i*1,2, r.oze-
my krétko zapisaé¢ w postaci

C2 x< F2(X)«s cl|x, x 6 <0,x™
Mozna udowodni¢ indukcyjni e nieréwnosé

® y " e n*1,2,3,...F

gdzie oznaczono

f o) = max Tfg@y) + h(x-y) ; f (ay+tb(x-y))l, n=2,3,...
Ory<x

= max(A™ + =t N» n~?,3»...» 1=1,2«

I'a mocy twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci (p, [i]) rozwiazania row-
nania (1) i lematu, mamy odpowiednio

H H N\
lim f GO = fO), lim Cf = AL 0,
n=>-°°

co wraz z nieréwnoscig (9) daje oszacowanie (7).
udowodnionego twierdzenia 1 wynikaja nastepujace wnioski.
Wniosek 1

Jezeli funkcje g 1 h posiadajg pochodng w zerze, to rozwigzanie )
rownania (1) takze posiada w zerze pochodng, przy czym
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Dowdd

Dla dowolnego £>0 istnieje liczba xQ taka, ze

(t (0) - £)x *g(x) »s (s' (O+e)x, ¢ (O) - £)x «Sh(x) @O + £ x,
xs < 0,xo>-.

Ha mocy twierdzenia 1, kkadac A~g"(@©) -£ , Ag=g" () +£, Bt (0O)- £ i
Bg=h>(0) +E , otrzymuje;?*" nieréwnosc¢

na*("X24=i. ~ f(*>- «ax ("21££. *x < 0V >
z ktérej wynika z kolei nieréwnoscé

- max DI dla x 6 (°»xo> ~

konczaca dowdd wniosku 1.

Wniosek 2
Jezeli funkcje g i h sa liniowe, g =Ax 1 h = Bx, to rozwigzanie f(X)
rownania (1) jest takze funkcjg liniowa, przy czyn

OO = iax@r,

Dowdd

Ktadac =Ag =A 1 Jj =Bg =B i stosujagc twierdzenie 1 otrzymujemy
teze wniosku 2.

Wniosek 3

Jezeli funkcje g i h sg wkleste 1 maja pochodng w zerze, to dla rozwig-
zania f(xX) roéwnania (1) prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

max(~r~ ) " r™rTrry) =2 f(X) < max(NEN, X

Dowod
Dla wykazania prawdziwosci wniosku 3 wystarczy zauwazy¢, ze kkadac
E(x ) h(r. )
A,, =-'I;((—)2-. A2 -g"(0), B, -- ;%—i Bp = h (0
spednione bedg dla x e <0,xo> zatozenia twierdzenia 1.

UWAGA. Analogiczne oszacowanie prawdziwe bedzie przy wypukdych funkcjach
g i h; nalezy tylko zamieni¢ rolami Al z Ag i z Eg.
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3. Przedtuzanie rozwigzania i aproksymacja

Ze wzgledu na prawdziwo$¢ nieréwnosci
ay + b(x-y) cx dla y «<0,x>, gdzie c =max(a,b)< 1,

mozna rozwigzanie réwnania (1), o ile dane jest ono w pewnym przedziale
<0,x> , przedtuzyé na caty przedziat <0,+m ).

Istotnie. Niech fQ() bedzie rozwigzaniem réwnania (1) w przedziale
<0,x0> . Wéwczas jest oczywiscie

f  0)= max [o(y) + h(x-y) + TQ(ay +b(x-y))I dla x6CO.x"
O<y<x

Poniewaz dla x e <0,xoc"1> i ye < 0,x> jest ay + b(x-y)< cx <xQ,
wiec funkcja g(y) + h(x-y) + fQ(ay + b(x-y)) jest okreslona i ciggta
(oczywiscie przy niezbednych zatozeniach o funkcjach g i h gwarantuja-
cych istnienie i jednoznaczno$¢ ciagtego rozwigzania) w obszarze O<y<x,
0*dx<x0c*1.

Wobec powyzszego mozemy zdefiniowac¢ funkcje

f.(xX) = max [0(Y) + h(x-y) + T0(ay + b(x-y))] dla xs <x0,xoc*1>-
O<y <x
tatwo zauwazy¢, ze funkcja

JFQO) dla xe <0,xQ>
f(x) dlax6 <xolxoc*“1>

spednia rownanie (1) w przedziale <°,x0c*L>

Po n Kkrokach opisanego postepowania, przedtuzymy rozwigzanie réownania
(1D na przedziat <0,xoc”n> . Ze wzgledu na dowolno$¢ n, uwage o mozli-
wosci przedtuzenia rozwigzania na caly przedziat <O0,+co), mozemy uznac
za uzasadniong. Wiadomo jest, ze wyznaczenie dokdtadnego rozwigzania row-
nania (1), nawet w maktym otoczeniu zera, nie jest tatwe. W monografii [1]
jak i w pracach [2] i 3], <Ha wyznaczenia rozwigzania rownania (1) w u-
stalonym przedziale <0, x> , zaleca sie stosowanie metody kolejnych przy-
blizen. Dowodzi sie, ze ciag kolejnych przyblizeh, przy dowolnym poczat-
kowym przyblizeniu fQ(X), jest zbiezny do rozwigzania. Doktadniej - je-
zeli TQ() Jest dowolng funkcja ciagta w przedziale <t),x™> , przy czym
fO(°) = 0, to przy speknieniu zatozen o funkcjach g i h gwarantujacych
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania, ciag

f.(x) = max fg() + h(x-y) + f_ ..@ + b(x-y)l, n=1,2, ..,
n O«y<xL n -

jest zbiezny jednostajnie do rozwigzania réwnania (1) w przedziale <D,x">
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Metoda wyznaczania przyblizonego rozwiazania réwnania (1), proponowana w
niniejszej pracy, polega na réwnoczesnym stosowaniu metody kolejnych przy-
blizen i1 metody przedtuzania. Przyjmujac jako poczatkowe przyblizenie fun-
kcje aproksymujaca rozwigzanie rownania (1) w przedziale <0,xo'>, z ble-
dem maksymalnym nie przekraczajacym z goéry zadanej liczby >0, mozemy
przy pomocy tej metody wyznaczy¢ przyblizone rozwigzanie réwnania (1) w
dowolnym przedziale, z bdgdem maksymalnym takze nieprzekraczajacym liczby
6.

Uzasadnienie teoretyczne proponowanej metody daje nastepujgce

TWIERDZENIE 2

Niech beda spednione zatozenia twierdzenia 1 1 niech 7~(x) bedzie dowol-
ng funkcja ciaggha w przedziale < 0,xo> spekniajgcag warunki

") =0, wx<7"X)<é&x dla xe <0xQ>,
Aj B
gdzie @- max(jr~®, T

Woéwczas dla kazdej funkcji ciggu

7T = max  [g¢) + h(x-y) + 7~ 1 (ay+b(x-y))W, xe < 0, X0 n=1,2,.~
O<y<x o

i rozwigzania T(xX) rownania (1), prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

A0) IfFC) - 7n®)] < en(P-x dla xe <0,xocn>, ji=1,2,...

Dowod

Z twierdzenia 1 i z zalozenia wynika prawdziwos¢ (10) dla n=1. Zakdadajac

prawdziwos¢ (10) dla n> 1, otrzymujemy dla xs < 0,xoc > rownosc
ItCo - = jmax  g(y) + h(x-y) + f(ay + b(x-y)) -
< Yy < X

max [g¢) + h(x-y) + 7n(ay + b))l
ot, y< X

Poniewaz dla operacji 'max" prawdziwa jest nieréwnosc¢

| max M) - max NG| <
4q

max [MGO - NI ,
p<x4q p4x 4x 49

p

wiec w naszym przypadku otrzymamy

ITCO - 2n+l ()] <o x|f(ay + b(x-y)) - 7n(ay + b(x-y))|
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Stad, poniewaz dla x e < O0,xocn_1l> i y6 <0,x > jest ay + b(x-y)<
*c xQc“nf otrzymujemy korzystajac z zatozenia indukcyjnego nieréw-
nos¢

IFCO - 7 )l ™ cn(e-<x) max (ay + b(x-y)) = cn Q-©) max(a,b) =
n+l O<y*x
= on+l ((b-)x

co konczy dowéd twierdzenia 2.

UWAGA 1
z (10) wynika, ze
lim TnXx = fx), X6 <0,+°°)
n—ao
UWAGA 2

Dla celéw numerycznych wygodnie jest przyjac

UWAGA 3

Chcac wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie réwnania (1) w przedziale<O0,x*>,

z maksymalnym b¥edem nieprzekraczajacym z géry zadanej liczby <> 0, na-

lezy:

1. Wyznaczy¢ taki punkt xQ, aby (@-<)x0 <6. Przy spednieniu zatozen
twierdzenia 1 jest to zawsze mozliwe, gdyz (5-oCiO (p- zatozenia
twierdzenia 1 i oznaczenia wyprowadzone w twierdzeniu 2).

2. Wyznaczy¢ liczbe
N =min jn =1,2,... [xOc~n > x*}

Zauwazmy, ze liczba taka zawsze istnieje, przy oczywistym zatozeniu
0 < xQ < x* (wprzypadku xQ» x* nie bykoby potrzeby stosowania al-
gorytmu) i wyznacza ona minimalng liczbe krokéw w procesie przedtuza-
nia.

3. Przyjac¢ poczatkowe przyblizenie 7Q(x) takie, by spednione byty zato-

zenia twierdzenia 2 (np. mozna przyja¢ 7Q(X) = X 1 wyznaczy¢ fun-
kcje
7 ) = max fog(y) + h(x-y) +7 _.((ay + b(x-y))J, n«1,2,...,N

O<y<x
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Maksymalny b#ad dla funkcji 7H(X) nie przekroczy liczby

O<rT;a<>z(1x03~N[ A = =

Wptyneto do Redakcji 16 maja 1972 r.
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ii otutj,k noxasacK HtKCToj-Ke MecTHHe oueuxH penemiii ypaBHCjwa kc-
tojjuC 3aT6M j'.ciicj:b3VBTCii b ih e;;jiaraei,canTcpcM MeToje onj.esejienufi nj:ubsi!-
KeHiioro j.ei.eHWii ccHcaaHUCM k« i«eicse uccaesoBaTestHb'X npE6ajtxeHHii a npo-
fiCJ->:eHSIK Jf ut-HKU.

CERTAIN NUMERICAL ASPECTS OP SOLVING FUNCTIONAL EQUATIONS
OP DYNAMIC PROGRAMMING

Summary

Certain local evaluations of equation solution (1) are given, which in
turn are used in suggested by the autor, method for, evaluating the appro-
ximated solution based on the method of subsequent approximations and ex-
tending the solution.



