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NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ROWNANIA TERMODYFUZJI

Streszczenie. W pracy opisano metodg réznic skonczonych, zastosowang
do rozwigzania zlinearyzowanego réwnania dyfuzji w drutowej kolumnie
termodyfuzyjnej,, Przedyskutowano problem stabilnosci obliczeh oraz po-
dano opis programu 1 mozliwosSci jego zastosowan.

Réwnanie opisujace proces dyfuzji termicznej w drutowej kolumnie ter-
modyfuzyjne j jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym drugiego rzadu, nie-
liniowym, typu parabolicznego. Ze wzgladu na wystepowanie czdonu nieli-
niowego otrzymanie dokdadnego analitycznego rozwigzania tego réwnania jest
niemozliwe. Rozwigzanie analityczne otrzymuje sig po zlinearyzowaniu réw-
nania, co jest mozliwe w dwéch przypadkach: po pierwsze, gdy poczatkowe
stezenia rozdzielanych substancji sg w przyblizeniu réwne, zas$ wymagany
stopien separacji jest maty i po drugie, gdy stezenie jednego ze skkadni-
kéw jest znacznie mniejsze niz drugiego. Rozwigzanie analityczne dla pier-
wszego przypadku dla kolumny termodyfuzyjnej pracujacej w sposéb ciagly
zostato otrzymane w [i], a dla przypadku drugiego dla kolumny pracujacej
w sposéb nieciagty w [2, 3] . Otrzymane rozwigzania sa przyblizone 1 sa
kdopotliwe w uzyciu, gdyz zawieraja nieskonczony szereg i wyliczenie war-
tosci liczbowych stezenia jest dosS¢ trudne, i jest obarczone dodatkowym
bkadem. Z tych wzgleddéw rdéwnanie teraiodyfuzji rozwigzano numerycznie sto-
sujac metodg siatek.

1. Opis metody numerycznej

Og6lne réwnanie termodyfuzji ma posta¢ FH]

@

gdzie u =u(X,t) oznacza stezenie ciezszego skiadnika.
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Rozpisujac ostatni wyraz po prawej stronie otrzymujemy

Ostatni wyraz po prawej stronie (1.2) jest zaniedbywalnie maty w poroéwna-
niu zpozostatymi, gdyzwystepuje tu iloczyn dwéch bardzo matychwielko-
Sci. Wrozwazanymzagadnieniu wnosi ontylko niewielkiepoprawki, lezace
ponizej dokfadnosci metod numerycznych [6]. Rozwigzano wiec réwnanie

2
-0 T d T N N
iiTF=RK 2 +Hin (<)
przy warunku poczgtkowym

ux,0) = 49,

gdzie ®P(X) oznacza znany rozkdad stezenia poczatkowego i warunkach brze-
gowych postaci

Kux (0,t) + Hu(0,t) » O (1.3a)

Kux(1,t) + Hu(l,t) =0 (1-3b)

Symbol ux oznacza pochodnga 9u/9x, 1 - ddfugo$6 kolumny. Aby rozwigzac
toréwnanie metodasiatek, nalezy przejs¢ do zmiennych bezwymiarowych x m
=x/1 oraz t =t/T, gdzie t -czas trwania proceBU termodyfuzji. W
zmiennych bezwymiarowych réwnanie (1.3) ma postacé

9u KT 92u Hf Qu .t

gdzie O0< x < 1, 0 <t< 1.

Oznaczmy przez u(m, n) wartos¢ stezenia radonu w punkcie Xx =m _Ax, w
chwili t =n _.At, a przez ux(m, n), ™(m," n) i ut(mi n) wartosci odr
powiednich pochodnych w tym punkcie. Pochodne czastkowe zastepujemy ilo-
razami réznicowymi :

ut(m, n) = n+l) - u(m, n)] (1.52)
ux(@m, n) =3Mu(ni, n) - u(m, n-1)] (1.5h)

u_(m, n) « — — efu(m+tl, n) - 2u(m, n) +ufm-1, n)l (1-50)
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Wstawiajac(l-5a-c) do (1.4) otrzymujemy
u(m, n+l)= @ - 2a+ b)u(m, n) + a . u(m+l,n) + (@ b)u(m-1, n), (1.6)

gdzie

a = Kffi- 1.7a)

(i.Tb)

Wz6r-(1.6) pozwala na obliczenie wartosci funkcji w punkcie;x = a -AX w
chwili t = (n+1)At, o ile znane sa wartosci funkcji wchwili Xr=a .At
w trzech punktach = (m-1Ax, x2 =m .Ax oraz Xj = (ML)AX.

Wzér ten moze by¢ stosowany tylko dla m = 1,2, ....M-1, gdzie X
jest liczbg catkowitg okreslong przez warunekl = M _Ax, czyli oznacze
liczbe krokéw Ax. Dla punktéw lezacych na brzegu obszaru wartosci fftak-
cji obliczamy z warunkéw brzegowych.

Po zastgpieniu pochodnej czgstkowej ux ilorazem réznicowym (1.51») Claray-.
mujemy dla x =0

u(0, n+l) -u(l, n+l)/(A -i£3$E), 1.8a)

za$ dla x =1

uM, n+tl) =uM - 1, n+1)/(1 +27~) . -84

Obliczenia przebiegaja wiec w nastepujacej kolejnosci: najpierw na pod-
stawie znanych wartosci funkcji w chwili t <n .At w punktach x * mjbt
m=0, 1, 2, . M- 1, M obliczone sg wartosci u(m, n+l) dla

M-1 wedkug wzoru (1.6), a nastepnie obliczone sg wartosci u(0, n + 1)
oraz u(M, n+l) odpowiednio wedtug (8a) 1 (8b).

2. Stabilnos¢ obliczen

Zastgpienie pochodnych ilorazami réznicowymi jest nieuchronnie zwigza-
ne z pewnymi bdedami, ktére sg tym mniejsze im mniejsze sa przyrosty mfaa-
nych niezaleznych. Poniewaz dla rozwigzania réwnania trzeba oblicza¢ krok
po kroku wartos$¢ funkcji, a w kazdym kroku stosowana jest aprokoyaacja po-
chodnych przez ilorazy réznicowe, waznym problemem Jest zbadanie, czy ble-
dy te nie narastaja lawinowo w trakcie obliczen. Mozna wykaza¢ (patrz [E*
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ze dla réwnan rézniczkowych czastkowych typu parabolicznego obliczenia sa
stabilne gdy a< 0,5. Warunek stabilnosci narzuca ograniczenie na war-
tos¢ przyrostéw czasu At oraz przyrostow dbugosci Ax, a sScislej na war-
tosé stosunku At/AxZ. Opierajac sie na definicji a (Wzgr (1.7a)) widac,
ze obliczenia sa stabilne, gdy

Btedy zwigzane z aproksymacja pochodnych przez ilorazy réznicowe wystepu-
jJja takze w warunkach brzegowych. Posta¢ warunkéw brzegowych nakdada ogra-
niczenie na warto$¢ samego przyrostu x, W czasie obliczen prébnych stwier-
dzono, ze obliczenia sg stabilne gdy spednione sg warunki (2.1) oraz

Ax < A~ £ .2

Zmniejszanie przyrostu ddfugosci Ax oraz stosunku At/AxO nie zwieksza w
spos6b widoczny dokd#adnosci obliczeri. Na podstawie obliczen prétaych stwier-
dzono, ze doktadnos¢ stosowanego schematu numerycznego jest rzedu 0,01%.

Natomiast zastosowanie schematu numerycznego zaproponowanego przez lin
B1, przy powyzszych warunkach brzegowych, daje obliczenie niestabilne na-
wet przywartosciach parametru a<0,1.

7ynikiobliczen oraz ichdyskusja Jjest podana w [7J.

3. Opis programu

Dla wykonania obliczen opracowano program TERMjjJIFEQ w jezyku ALGOL na
maszyne cyfrowa ODRA 1204.
Program TERMODIFEQ moze by¢ zastosowany do rozwigzania kazdego réwnania
rozniczkowego typu parabolicznego o statych wspétczynnikach postaci

«"t - + ux (3-1>
przy warunku poczatkowym

u(x, 0) = =P(), 0 x~n1 3.2
oraz warunkach brzegowych
u(0, ©H=~1J ux(,t

u(l, = -] ux@. b (3.3)
0< t$T ,
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gdzie ®P() jest dowolng znang funkcja potozenia. Dla przeprowadzenia ob-
liczen, nalezy wprowadzi¢ do pamieci maszyny kolejno: piec¢ liczb calkowi-
tych. nx. nt, drukx, drukt, czyt, pie¢ liczb rzeczywistych h, k, ni, 1, t
oraz wartosci funkcji w chwili t = 0.

Zespot pieciu liczb catkowitych okresla parametry obliczen:

nx - liczba krokowAx,
nt - liczba krokowAt,
drukx - okresla co ilekrokéwAxmaszynama drukowac wyniki,
drukt - okresla co ilekrokéwAtmaszynama drukowac wyniki,

czyt - przyjmuje wartos¢ 1 lub 2.
czyt = 1 odpowiada warunkom poczatkowym postaci 2>(x) = u(x,0) = const.
Wtedy zamiast nx + 1 liczb odpowiadajacych wartosciom funkcji w punk-
tach x =m .Ax, m =0,1,..., nx wystarczy poda¢ tylko jedng liczbe
rowng statej wartosci stezenia poczatkowego. Gdy  wartosc poczatkowa
u(x,0) = P 4 const, nalezy wstawi¢ czyt = 2 i na tasmie danych umie-
Sci¢ nx + 1 liczb odpowiadajacych wartosciom funkcji 4>(X) w punktach x =
=i .AXx, i =0,1,... nx.

Liczby rzeczywiste 1, t, h, k, mi oznaczaja odpowiednio:

1 - d¥ugos¢ kolumny termodyfuzyjnej,

t - czas trwania procesu termodyfuzji,

h, k, mi - wspédczynnik réwnania termodyfuzji .

W dalszym ciagu, jezeli czyt = 1 maszyna wczytuje jedng liczbe catkowits,
bedaca poczatkowa wartoscia funkcji, a jezeli czyt = 2 maszyna wczytuje
nx + 1 liczb rzeczywistych.

W programie umieszczona jest instrukcja powodujacaprzerwanieobliczen po
nacisnieciu klawisza 9, przy jednoczesnym wyprowadzeniuwynikéw posred-
nich w postaci umozliwiajacej wykorzystanie ich do dalszych obliczen.

W programie umieszczono dwie instrukcje powodujace przerwanie obliczen
w przypadku, gdy nie zostanie spedniony warunek (2.1) lub warunek (2.2).

Wyniki obliczen wyprowadzone sg na tasme perforowang, ze wzgledu na
szybsza prace perforatora w stosunku do dalekopisu. Wartosci funkcji dru-
kowane sg w postaci potlogarytmicznej z dokdadnoscig do szesciu cyfr zna-
czacych, niezaleznie od wielkosci liczby.
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mu za dyskusje dotyczace interpretacji wynikéw. Kierownikowi OSrodka Ma-
szyn Matematycznych Politechniki Slaskiej doc. dr B. Szafnickienu za umoz-
liwienie wykonania obliczeh na maszynie ODRA-1204 oraz mgr W. tyczbinakie-
mu z OSrodka Maszyn Matematycznych za pomoc przy obliczeniach.
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HEBEHI IHEICKOE PHIiEHLE YPABHEHKJi TEPMOHh$$Y3MOHHCii KWIOHWL

Pe3eue

3 pa6oTe npexCTaBxeHo HyuepimecKHM Mem« «jih peoieHHH ypaBHeHMa TepMO-
«JMfcraKOBHOH KoaoKKH. PaCCMOTpeHh!l yCJIOBKii CTafiHIIbHOCTK BHUHCJieHHH H npa-
ae,*eHo seTaaBHoe onacame nporpaMMoi «aa aaeKTpoHHoit BtiuncaHTeabHoii ManwHH.

3 nocaexaea uacTH paccMoTpeHO bo3MOKHne npaaoxeHHa nporpaMMu.

NUMERICAL SOLUTION OF THERMAL DIFFUSION EQUATION
Summary

In the present paper a finite difference method has been described with
application of thermal diffusion equation for thermal diffusion column.
3Bie stability of calculations was discussed. In the last part the descrip-
tion of the program and the possibility of its applications were given.



