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STOCHASTYCZNE MODELE DYNAMIKI PROCESOW PRZEROBCZYCH

Streszczenie. W artykule omoéwiono modele dynamiki proceséw przerébczych uwzgle-
dniajacych zjawiska konwekcji i dyfuzji (réwnania Fokkera - Plancka - Kotmogorowa).
Szczeg6lng uwage poswiecono modelowi procesu sedymentacji opartemu na réwnaniu
Langevine’a oraz symulacji jego przebiegu stochastyczng metodg Rungego-Kutty.

Pierwszy model opisuje procesy przesiewania lub flotacji, a drugi procesy sedymentacji
lub klasyfikacji przeptywowe;j.

STOCHASTIC MODELS OF THE DYNAMICS OF MINERAL DRESSING PROCESSES

Summary. Models of the dynamics of mineral dressing processes with regard to
phenomena of convection and diffusion (equations of Fokker - Planck - Kolmogorov) are
discussed in the presented paper.

The special notice was devoted for the model of a sedimentation process based on the
Langevine’s equation and the simulation of its course by stochastic method of Range-Kutta.
The first of them describes screening processes and the second - sedimentation or classification
processes.

1. Wstep

Modelowanie matematyczne zmian stanu procesu w czasie jest zadaniem ztozonym. Mozna
wyrozni¢ zasadniczo dwa podejscia do tego problemu - modelowanie kinetyki rozdziatu, ktére
sprowadza sie z reguty do prostych uktadéw réwnan rdézniczkowych liniowych oraz
modelowanie dynamiki ruchu ziam w przestrzeniach roboczych separatorow. To drugie
podejscie, majace na celu opis zmiany predkosci i, w konsekwencji, potozenia ziarna prowadzi
do réwnan (lub uktadéw réwnan) rozniczkowych czastkowych, ktdre dla standéw ustalonych
(stacjonarnych) przechodza w réwnania rozniczkowe zwyczajne, niekoniecznie liniowe.

Rownania te powstajg na podstawie analizy wpltywu sit dzialajgcych na ziarno w
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przestrzeniach roboczych urzadzen. Wystepujace sktadowe losowe ruchu ziarn uwzglednia sie
w analizie uzupetniajacej [4] lub bezposrednio poprzez wprowadzenie tzw. sity losowej [12].
W przypadku gdy mamy do czynienia ze zjawiskami konwekcji i dyfuzji do opisu dynamiki
ruchu ziarn stosuje sie teorie procesow Markowa [7,8], Celem prezentowanego referatu jest
omoéwienie mozliwych rozwigzan w tym zakresie ze szczeg6lnym wyeksponowaniem
tréjparametrowego modelu Markowa dotyczacego procesu sedymentacji lub procesu

klasyfikacji w strumieniach pionowo-pradowych.

2. Dyfuzyjne modele proceséw przerébczych

Generalnie rzecz biorgc, w opisie dynamiki procesow przerébczych szerokie zastosowanie
znalazty procesy Markowa o cigglym czasie i dyskretnej liczbie stanow [9,10], Podejscie to
pozwala na pogtebiong interpretacje zachowania sie ziarn w procesie (wyrdznienie mozliwych
stan6w), przy czym nie jest wolne od trudnosci wyznaczania intensywnosci przejs¢ ziarn ze
stanu do stanu oraz pewnej arbitralnosci w wyborze stanéw (przyjetych zatozen).

Zastosowanie procesOw Markowa z cigglym czasem i ciggta przestrzenig standw do opisu
procesu przerébczych budzi wiele watpliwosci ze wzgledu na to, ze jest ono oparte na analizie
ruchow Browna i procesu Wienera.

Przeniesienie interpretacji zwigzanej z cieczami i gazami na ziarna moze by¢ usprawiedli-
wione tylko w przypadku ziarn skrajnie drobnych.

Zjawiska konwekcji i dyfuzji opisuje réwnanie Fokkera-Plancka-Kotmogorowa w postaci

(przypadek jednowymiarowy)

o i Lh <)M A g KoM mpes)] S

Fizyczna interpretacja tego roéwnania dla tzw. ,gazodynamicznego” modelu jest

nastepujaca. Po przyjeciu warunkéw poczatkowych w postaci 5 Diraca z punktu x

wychodzi duza liczba czasteczek. Ich koncentracja w momencie t w punkcie x jest
proporcjonalna do u (x, /) (gestosci prawdopodobienstwa tego, ze potozenie czastki x(f) w
momencie t miesci sie w przedziale (x,x +dx)), a $rednia predkos¢ ruchu deterministy-

cznego (systematycznego) jest réwna i). Tak wiec iloczyn (x,i)w (x,/) - to
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systematyczny konwekcyjny strumien czastek gazu wzdtuz osi x . Oprécz ruchu konwekcyj-

nego w gazie zachodzi proces dyfuzji. Strumien dyfuzji przy i)= K~=const jest
proporcjonalny do gradientu koncentracji gazu i skierowany jest od koncentracji wiekszej do
mniejszej i dlatego strumien dyfuzyjny jest okreslony wyrazeniem

4 4 K (o» (+>)] p>

Catkowity strumien G(x, i) czastek gazu przez przekrdj na poziomie x jest

charakteryzowany sumg strumieni konwekcyjnego i dyfuzyjnego
G(x, ) =K{(x, Dw (X, Q-1 j - [a:2(x,tyw (*, /)] ?3)

Rownanie (1) wykorzystali Siwiec i Sztaba [8] do opisu procesu przesiewania, przyjmujac
zachowanie sie ziarn waskiej wybranej klasy materiatu tworzacego warstwe na sicie za

analogiczne do zachowania sie czastek gazu. Wspdtczynniki K\ (x,i) oraz KM x,t)

zostaty przyjete za state, co pozwolito na rozwigzanie réwnania (1) metodg rozdzielania
zmiennych Fouriera.
Do opisu procesu flotacji zostat uzyty analogiczny model [1], przy czym odwotano sie do

analogii z procesami chemicznym i réwnan przeptywu masy [11,12,14]. Jest to uktad réwnan

=div[w. c;j + div[D. gradc.j = G. 4)
dc.
gdzie di - zmiana w czasie koncentracji c.l, z—tej klasy ziarnowej;
i
w. C. - natezenie strumienia konwekcji (w. - predkos$¢ transportu ziaren z—tej
klasy);
D. gradc. - natezenie strumienia dyfuzji (D. - turbulentny wspétczynnik dyfuzji);
G. - zmiana koncentracji i- tej klasy na skutek doptywu lub odptywu.

Jezeli w réwnaniu (4) c. oznacza koncentracje wolnych ziaren /- tej klasy oraz jest
mierzona zawarto$cig tych ziarn w objetosciowym elemencie metéw, to G. oznacza ilos¢

odprowadzonych wolnych ziarn na skutek tworzenia sie agregatow ziarno-pecherzyk

powietrza. Mozna wtedy przyjaé, ze G. =- k. c., przy czym k. jest rozumiane jako

predko$¢ powstawania tych agregatow. Roéwnanie (3) zostato rozwigzane w kilku przy-
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padkach rozpatrujgcych mechanizm tworzenia sie agregatow ziamo-pecherzyk, ich rozktad,
sposéb transportu, stopied wymieszania metow itd. [1],

Wydaje sie mozliwe zastosowanie réwnania Fokkera-Plancka-Kotmogorowa do opisu
innych proceséw przerébczych, przyjmujac za podstawe interpretacje zwigzang ze wzorem (1)

lub wzorem (3).

3. Modele oparte na réwnaniu Langevine’a

Pickard i Tory przedstawili, po wieloletnich badaniach [5,6,13], model pozwalajacy
opisywac ruch ziaren skrajnie drobnych w procesach sedymentacji lub tez klasyfikacji w
strumieniach o przeptywach laminarnych. Punktem wyjscia byto rédwnanie Langevine’a
opisujace predko$¢ czastki Browna Kolejne modyfikacje tego réwnania doprowadzity
autoréw do przyjecia jako modelu ruchu ziarna w procesie sedymentacji nastepujacego uktadu

stochastycznych réwnan r6zniczkowych
X(0)=xo

®)

gdzie - potozenie ziarna;
e (t) - proces Ornsteina-Uhlenbecka [3,7], tzw. ,,szum kolorowy”;
/u - predkosc¢ srednia,
P - odwrotno$¢ czasu korelacji;

g (i) - szum biaty Gaussa o wtasnosciach:

4 v (o]=°, Agw()gw (n\=2D ¢ (t-n

(E (¢) - wartos¢ sérednia, d (¢) - delta Diraca, D - stata )

Formalnym rozwiagzaniem ukfadu (5) jest [2,3,13]
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e{t)=eoe-Pt+ 1 (-)"/?2"+17(0
n=o

(6)

*(0=* +Al/+-J-11-C ~J + z (-i)w+V "rM(0
. n=1

przy czym
t t
ro=1J gw(x)dx, rm) =\ rn_1(x)dx, n>1
0 0
Honeycutt [2,3,13] opracowata algorytm wyznaczania wartosci X(&t) oraz £'(At)
oparty na 4-krokowej procedurze stochastycznej Rungego-Kutty.
Wprowadzita ona wielkosci <p. =a. y/* +b. y/*, ,=0.1.2,3,4, gdzie y/ i y/* sa
zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N (0,1), wyznaczanymi zgodnie z

algorytmem Boxa-Muellera, tzn.

Vi =y- 2\ncosrtt

o J- 2In7 sin|2/r rhj

gdzie i sg liczbami losowymi (rozktad rdwnomierny) z przedziatu (0,1)

Poréwnujac wiasnosci stochastyczne uktadow:

- powstatych przez obciecie szeregéw (6);

- utworzonych przez odpowiednie zastgpienie zmiennych F” kombinacjami zmiennych
Vil
otrzymujemy z kolei uktad dla zmiennych a.,b. (/=0,1,2,3,4), ktérego jednym z

rozwiazan (wybranych przez Honeycutt) jest nastepujacy zestaw wspdtczynnikow:

S S S

a, = HT a - —+—-

1 \8 & MW L i~ F 5M W

o* ' 1—4 6 + 12’ 2~4 6 12’ 32 6" 4 4 6 12
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i wzory na postacie X(A t) oraz e (Al) w czterokrokowej metodzie Rungego-Kutty

Jr(A)A+i4,(f1+2F2+2F3+F4)

4 =«0t T (« 14 2H2 4 2% 3+ % 4)+(0/iA 1)) ([?] +1-2) @)

gdzie

HXZ-P o+ {DP2At) 2 [al A1 +bl A 2)

N2=P S 4\ AtH1+{DP2Al)2(@a2VI+b2V2)
®)
h3=-P i ATH2+(DP2A")2(°3 V\ +b3 1 2)
|
ha=~P g +{ A“H3+{DP2A)2@" | +bd V12
oraz
H.
F.= . 1=123,4
=u 1 9)

Zgodnie z sugestiami autorow [13] przyjmujemy X =2D~P //r iwyznaczamy predkos¢
poczatkowg ziarna na podstawie rozktadu FATf(l,Z) Rozktad ten uzyskujemy generujac
=1+ e0 zrozktadu Ar(l,Z), a nastepnie przyjmujemy te wartos¢, gdy >r(l+5X),

gdzie r jest liczbg losowg z przedziatu (0, 1) (rozktad réwnomierny). N - tym krokiem
algorytmu jest wyznaczenie pary potozenie - predkos¢ w chwili n At. Wartosciami
poczatkowymi sg wielkosci obliczone w kroku n - 1. W naszym przypadku wykonanie kroku

sprowadza sie do wyznaczenia zmiennych losowych Gaussa I/~ i wyznaczeniu

wspotczynnikbw H i F zgodnie ze wzorami (7) i (8) oraz wartosci X (n A/), s (nAi)
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Rys.l. a,b. Przyktadowe wykresy x=f(t)
X - potozenie ziarna,
/ - czas
Fig 1 a, b. The examples of relations x -f(t)
X - position of grain,
t - time
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zgodnie z (6). Rysunki la) i b) przedstawiajg przyktadowe przebiegi realizacji X(t).
Korzystajagc z powstatego przebiegu, mozna réwniez wyznaczy¢ czas pierwszego jej przejscia

z gory ustalonej odlegtosci X

4. Zakonczenie

Ten skrétowy przeglad modeli zwigzanych z analizg ruchéw ziarn w przestrzeniach
roboczych urzadzen pokazuje mozliwe zakresy poszukiwan i kierunkéw badan. Nie jest on
wyczerpujacy pod wzgledem interpretacji poszczeg6lnych proceséw, poniewaz celem byto
pokazanie strony matematycznej zagadnien. Praca jest efektem projektu badawczego KBN nr
9560104004
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Abstract

Two types of models of grain motion dynamics in separator's working space was
shown in the paper: diffusion equations of Fokker - Planck - Kolmogorow and models based
on Langevine's equation.

The first model is applied to description of screening processes, flotation or
gravitational benefication and it determines probabilities of grain's occurins in chosen product.
The second model describes precisely the behavior of single grains in sense of their velocities
and positions (Brownian motion). The second model was characterized by computer program

which may be applied to simulation of grain positions. The chosen figures were shown.



