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O PEWNYCH WEASNOSCIACH C14,06W ZWMAZANYCH Z RZEDEM ZBIEZNOSCI

Stregze zenie. W prasy niniejszej zajzuje sie wtasnoSolaml olagoéw jjwia-
zanych z pojeeien rzedu zbiezno$ci. Wykazaae sg dwa twierdzenia T1i T2,
z ktéryoh wysika eéwnewazno$¢ dwoéoh najczes$ciej stosowanych definicji rze-
du zbiezno$oi oiggu, gdy rzad zbiezne$ol Jest wiekszy od i. H.F. Halfrioh
[i] podaje bez dowodu fakt réwnowaznos$ol tyoh definioji} dowodu tego nie
znalazte$ w znanej zi literaturze. Pedaje réwniez przvkiady ilustrujgoe
nierozstrzygalny przypadek w twierdzeniu T2.

Dla ustalenia uwagi rezwazaz eiggi liozk zespolonych, Jednak dowody
twierdzen przeweszg sie bez anian w przypadku eiggéw z dowolnej przestrze-
ni Banaoha.

Roapatrzzy eigg jpBj llozb zespolaaych taki, ze lin pQ» p, PnlfoB+1

Twierdzenie T1. Dla dowolnej liczby rzeczywistej k > 1 zaohodzi wroz-
szerzonym zbierze liczb rzeozywistyoh (patrz [2]) réwnosé

u. 5
m-«, |pn- P] n~<*> |Pn ” PB_g|

Dowdd. Wystarozy wykazaé, ze Jezeli Jedna z granic (1) Jest skonozona,
to druga z granic tez jest skonozona i obie sg réwne.

A) Nieoh gB = pn - p dla n » 1,2, ... . Przy tyoh oznaozeniaoh réwnos$¢
(1} nozna zapisa¢ w postaci

Zatézmy, ze lin —Sili
n“oo |ej
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Z wtasno$oi modutu mamy

Ryszard Barttomle.loz.yk:

Mgn+1 1 ~ asit | < lga+1 " qgni gn+1l + K )
CKl + K-IP* " K - an-ir i -1 o ok »
Poniewaz
k> 1 i di*  -bxil _-Hi listrip . im a K1, 0.0 *o0
B—00 *n | n-«> k. n—o0 nl
wiec
n*o® Woau|- » 7 @)
Ea podstawie (3) otrzymujemy
gn+l 1
liIT. cAn+ll + . 1qgrjl . tK | ho . 1+ qn | N “01 =o
1gnl “ 1gn-111 - Ign-11 m-%> Kk
Ign-11 '
Podobnie
lim lo+1! IH
B”°° < Kk \+ K-ih*
Stad na podstawie (2) mamy
Pii * 0.
- k - gn-11
B) Nieoh lim L2~.1,~-Pri¥ » Q.
n-«, |po - Pa_i|
Wprowadzamy oznaozenia wph, rE « pQ- PQ”™ ¢la n =2,3, «« e

Przy tyoh oznaczeniach mamy
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.1 u . Irnt2 +rn+3 + ***|
Br°° |Pn - p|k n—oo |rn+l +rn+2 + *

15 IfBZgjg . 11« IV g T-V3_T-.t.[ f 1.V 11
Be1 | cn+2l Irn+l + rn+2 + *

Wystarozy wieo wykazaé, ze

11« Ira”l + *n+2 + rn+3 + — \ (4)
ail” r a
Poniewaz |latb| - |b|] < Ja]|, wieo
rn+l + rn+2 + rn+3 Irn+1l 11 < Irn+2 + rn+3
Z ostatniej nleréwnodol mamy
Irn+l + ra+2 + rn+3 = **x| , N PN —
n+11 ner
(5)
Irn+21 + Irn-J
* Fzily
Podobnie jak (3> nozna wykazaé, ze
lin .. 0 .
n-t"o i. (6)
- : Irn+il .
Stad wynika, ze dla n > N many N o a N 1, gdzie a Jest ustalong

I nl

liozbg yzeozywlsta.

Z ostatniej nleréwnodoi dla n > N wynika
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a wieo na podstawie (61 otrzymujemy

lim £ Btzl * * ., 0 . m
B— oo I B+l
Z (71 aa podstawie (51 wynika (*).

Twierdzenie T2. Jezeli Jedna z granio

u . la Ipn™l ~ pl . Inlpn+1l - pnl
n—oo AR Ry —j n-*e X®[Pn —PRn-11

Jest wieksza od 1, to sg spetnione réwnos$oi

v oo ii. Ittipn+l - pl IB Ipn+l - pnl

0 n A ITklpn ° p1 B ~ > i«]Pn - Pn- 11 *

0 dla 0< k -t kO

lim JPRER D Pt qgw teert e g
QM0 |pb - p]| m-« |pn-Pni|
+00 dla Ic > k0

(w szozeg6lno$ol moze byé ke +00 1,
Uwaga. Liezbe k# nazywamy rzedem zblezoodol eiggu jpQ (patrz [1, [3]I
Dowdd twierdzenia poprzedzimy prostym lematem.

Lemat. Zatézmy, ze oiggl janj i ~bQ o wyrazaoh rzeozywietyoh i do-
datnioh sg zbiezne do 0. Jezeli

In a a
B i- " > 1 » to lim t—* 0 ,
n~o° e n n—00 un
Jezeli natomiast
Im. a a
lim TTT~A, < 1 * tO Hm 21 * +<
n—00 n n—o n

Dowod lematu. Wykazemy pierwsza oze$6 lematu.

Z zatozenia kolejno mamy
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Stad wynika, ze lim (~ In e21 = +00 (poniewaz Ilim (~In b 1* +°°),
n— Q0 ‘n' n—°°
a wieo

lim (- In Jb) =+>»
n— 00 °q

a
Z ostatniej réownos$ci otrzymujemy lim <~ =0.
n— B

Dowodzgo drugiej ozeS$oi

lematu, kolejno z zatozenia mamy
10 an ~ la an
Stad, podobnie Jak w pierwszej oze$oi lematu
b a
im o (-In - +00 a wieo lim =0 ozyli lim c¢c* » +<>
i— 00 n n—o ao n—o n

Dowdd twierdzenia. Wykazemy najpierw, ze Jezeli

lim Inlpn+t1 " pl

0— uli— r
te
O dla O< k< k1t ,
li® Ipn+l - pl (81
+00 dla Ic > k1
Mamy
.. In an . IBlpn+l “ p 1 k1
Uue_IT *-lE L — — TT m F
n—00 n a—00" jLnlpn - n|

Stad na podstawie lematu wynika (81.
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Podobnie mozna wykazaé, ze Jezeli

te

O dla 0< k < k?

lin ifal.T P°L. (9>
— |Pn - Pn-il
+ dla k > k2

Pozostaje nakazaé¢, ze k1 - k2.

Zatézny, ze k™ < kg. Wtedy dla dowolnej llozby k* e (k< ; k2) na pod-
«tawle (8) 1 (9) kolejno mamy

lin 'Pn-H - Pl 4050, lim —mii-.r.-s!
[Po - P i- M Ipn “ Pn-11

a wleo otrzymujemy sprzeoznod¢ z twierdzeniem T1.
Podobnie doohodzimy do sprzeozno$oi, gdy k1 > kg. Zatan k1 - k2 1, dowéd
twierdzenia zostat zakonozony.

Granioa

u . , R , < > u , < ¢«
n—oo
Ipn - pl
moze przybiera¢ rézne warto$oi oo llustrujg przyktady.

Rozpatrzmy olagl

k k k
pnti “ pn ° (- an+l “ *O ° * e rntl “ rn ° IB V (10)
n-1,2,...,
gdzie o > O, kQ> 1 sg ustalonymi llozbami rzeozywlstynl} llozby p*, a.,

r1 okredllmy ponizej.

Ponlowaz
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wigc istniejg liczb? rzeozywiste p”, q”, r1 spetnlajgoe vrarunkl
k -1
0
O< - Zy= 1 g1l dla. O0< x0 , <1,
k,-1
0< X O 0 < 1 dla o< x < gt < 1,
k -1
0 < -X In x < 1 dla 0< x< r1 < 1.

Z oatatniob nieréwnos$ci na podstawie indukcji
(10 1 sg malejgoe.

tatwo réwniez wykazad, ze

wnioskujemy, ze

lim p ® lim q * lim r =0
n—oo “ n— ¢ gfem n
Stad na podstawie (10 1 otrzymujemy
ID %«
lim EI"il'rr— = |lim wm-i-1« Hm «——I1 =k
n—oo In Pn g-*00 -i-a la in rQ 0 »
natomiast
lim =0 , lim =0 , lim « +°°
B-*°°  (pn>0 (qn)-° B~~ (rn1 0
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O HEKOTOPHX C3CWOTBAX [100JIEHOBATEHbHOCTEH,
CBBSAiiHHX G liOPB"KOM CXOJO.UOCTK

P e aoue

B paCoTe xoicasaim &Be Teopemi 0 nocaej;oBaTejibHOCTax, HoTopue o»a3aHH c

noHSTKeii nopagica cxoxhmocth .
Aaaa nocaexoBaTejibHocTh p KoiinaeKCHHX «ucea, «xa jcotoptoc lim P =P,

Pn * Pn+l " Pn * P np" BOex * “ 1.2,... nnee
Teopeaa 1. fljia anfioro jeiicTBK TeabHoro <iHCJta K > 1

lin lpn.l ~ FI_ lim IPn+1 “ Pnl

e |Fn - »l* I IPn - Pn-11

Teopeua 2. Korxa ojin n3 npejejios

lim InlPn¥l " P iim In IPn+¥L " Pn|
n-* H Pn - pl "~ In |Pn Pn-I1

60xb«e 1, torxa yXobbOtbopaau paBHocxM

lim ~1pn+l - pl lim In Pn+1 ™ Pnl
0 n-® In|Fn - Pl - n-® In - PN
lim Pn+1 ~ P1  lim  ®n+1 ” Pn 0 XJia 0< k< kO

IPn - pl* |Pn-Vi|' +00 «xa k > k
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SOME PROPERTIES OF SEQUENCES CONNECTED WITH THE ORDER OF CONVERGENCE

Summary

The paper oontains the proofs of two theorems on sequences which are

oonnected with the order of the oonyergenoe of a sequenoe.

Let jpnj he the sequence of complex numbers and let lin
Pn 7 Pn+i and Pn /s P form n - 1,2

Theorem 1.

For an arbitrary real number Ic > 1 the equality

u. iK Li'i. n. IV tZ-hd,
“® |Pb “ P| n~*~ IPn ’ pn-IlI

holds good.
Theorem 2.

If one of the limits

oo ile¥ ol b ahe S e Tanlds

Is greater ~aa 1, the fellewlDg equalities will be true:

pi * P »

0 for O<1It<I0

Hi iS
b "o |p -® r »-«> |pn -p n-ii

+00 for k > k#



