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R y sza rd  BART IOMIEJC ZYK

O PEWNYCH WŁASNOŚCIACH C 14,06W ZWIĄZANYCH Z RZĘDEM ZBIEŻNOŚCI

S t r e g z e  z e n i e .  W p r a s y  n i n i e j s z e j  z a j z u j ę  s i ę  w ła sn o ś o la m l  olągów ¡¡wią­
zanych  z  p o j ę e i e n  r z ę d u  z b i e ż n o ś c i .  Wykazaae s ą  dwa t w i e r d z e n i a  T1 i  T2 , 
z k t ó r y o h  w y s ik a  eówneważność dwóoh n a j c z ę ś c i e j  s tosow anych  d e f i n i c j i  r z ę ­
du z b i e ż n o ś o i  o i ą g u ,  gdy r z ą d  z b i e ż n e ś o l  J e s t  w ięk szy  od i .  H .F .  H a lf r io h  
[ i ]  p o d a je  b e z  dowodu f a k t  r św n o w ażno śo l  t y o h  d e f i n i o j i }  dowodu tego n ie  
z n a l a z ł e ś  w z n a n e j  z i  l i t e r a t u r z e .  P e d a ję  ró w n ie ż  p rz v k ła d y  i l u s t r u j ą o e
n i e r o z s t r z y g a l n y  p rzy p ad ek  w t w i e r d z e n i u  T2 .

Dla u s t a l e n i a  uw agi r e z w a ż a z  e i ą g i  l i o z k  z e s p o lo n y c h ,  Jednak  dowody 
tw ie r d z e ń  p rz e w e sz ą  s i ę  bez  a n ia n  w p rzy pad ku  eiągów z dow olne j p r z e s t r z e ­
n i  B anao ha .

R o a p a t r z z y  e i ą g  j p Bj  l l o z b  z e s p o la a y c h  t a k i ,  że l i n  p Q » p ,  PnlfoB+1

T w ie rd z e n ie  T 1 .  Dla d o w o ln e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  k  >  1 z a o h o d z i  w r o z ­
szerzonym  z b i e r z e  l i c z b  r z e o z y w is ty o h  ( p a t r z  [2 ] )  rów ność

u .  5 ;  .
■ - « ,  | p n -  P | n~<*> |P n ”  PB_ ę |

Dowód. W ysta rozy  w yk azać ,  że J e ż e l i  Jedna z g r a n i c  ( 1 )  J e s t  skońozona, 
t o  d ruga  z g r a n i c  t e ż  j e s t  skońozona i  o b ie  s ą  ró w n e .

A) N ieoh  qB = p n -  p d l a  n » 1 , 2 ,  . . .  . P rzy  ty o h  o z n a o z e n ia o h  równość 
(1}  nożna z a p i s a ć  w p o s t a c i

TTm I .  T7m ~  4nl
l l n  1— T F "  l------ ----------TC

Załóżm y, że l i n  — S i l i  
n ^ o o  | ę j
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Z w ła s n o ś o i  modułu mamy

llq n + 1  1 ~  I S i l  I <  Iqa +1 "  q n l

CK I  + K - l P *  "  K  -  an- i r

q n+1 I + K

k i  -  l o r *

( 2 )

Poniew aż

k: >  1 i  l i *
B—~ oo

- b ± i l  _ - H i  J i s ± i lk- 1-  —— r F .  l im  a » o . o  * 0 ,
*n | n -«>  k .  n—oo nl

w ięc

“ ■ W - » ’n^oo  | ^u | ( 3 )

Ea p o d s ta w ie  ( 3 )  o trzym ujem y

q n+l I .

liJT. ' 4n + l l  + . l qrjl . K I  1± qn I

1  qn I “  1 qn- 1 1 1  ■—
t  n ? •
I qn- 1 1  ■ - “ > k

Ic

I qn- 1 1  '

“ 0 . 1  = o .

P odobn ie

l im lo + l !  I Hn

B” °° < K \ +  K - i h *

S tą d  na p o d s ta w ie  ( 2 )  mamy

i i i  * o.
—  k  -  q n — 1 1

B )  N ieoh  l im  L ^ . 1,, ~ -Pr  l
n - « ,  | p 0 -  Pa_ i  |

¥ » 0.

Wprowadzamy o z n a o z e n ia  w p ^ ,  r E « p Q -  PQ_^ ¿ l a  n = 2 , 3 ,  
P rz y  ty o h  o z n a c z e n ia c h  mamy

« • « •
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r r .  1 u . ! r n+2 + r n+3 + * * * l
B̂ ° °  | Pn -  p |  k n—oo |r n+1 + r n+2 + *

1 5  I f B Ż g jg  .  11«, l V g  T - V 3 _ T - . t . [  f  l . V l l
B-«oo r

B+ 1 I cn+2l Ir n+1 + r n+2 + *

W ysta rozy  więo w ykazać ,  że

1 1 « lr a^1 + *n+2 + r n+3 + — \
ai1" r a

Poniew aż | | a + b |  -  | b | |  <  | a | ,  więo

r n+ 1 + r n+2 + r n+3 lr n+1 I I < lrn+2 + r n+3

Z o s t a t n i e j  n le r ć w n o d o l  mamy

l r n+1 + r a+2 + r n+3 *  * * * !  ,
n+11

^ ; *n+? + —  I
n e r

<

lr n+2 l + l r n - J
*  F Z l Y

P o d ob n ie  j a k  (3> nożna w ykazać ,  że

lin .
n-t^o i . 0 .

I r n+iIS tą d  w y n ik a ,  że d l a  n >  N many ^  a ^  1 , g d z ie  a J e s t
I n  I

l i o z b ą  y z e o z y w l s t ą .

Z o s t a t n i e j  n le r ć w n o d o i  d l a  n >  N wynika

( 4 )

( 5 )

( 6 )

ustaloną
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a w ięo na p o d s ta w ie  (6 1 o trzym ujem y

lim  £ B.t ż l  * ,* „ o .  m
B— oo I B+ll

Z (71  aa p o d s ta w ie  (51 wynika ( * ) .

T w ie rd z e n ie  T2.  J e ż e l i  Jed n a  z g r a n i o

u .  l a lpn^l ~ p l l n lpn+1 -  pnl
I n  Ip — pi * In  |p — pn— 00 ^ “ l^a v l n-*«> x “ |ł 'n  ^n - 1 1

J e s t  w ię k sz a  od 1 ,  t o  są  s p e ł n i o n e  ró w n o śo i

v  .  i i .  l t t lpn+1 -  p l l B lpn+l -  p nl
0  n ^  l k lp n  ’  p 1 B ^ >  i « | P n  -  P n — 11 *

0 d l a  0 < k -t k
  I Pn+1 “  p l -------  I p b + 1 "  p al im  J - ^±2— -  11* -  S

Q—w-00 | pb - p | ■ - «  | pn - P n_i |

O

+00 d l a  lc >  k o

(w s z o z e g ó l n o ś o l  może byó k e + 00 1 ,

Uwaga. L iezb ę  k # nazywamy rzędem z b le ż o o ó o l  e i ą g u  jpQj  ( p a t r z  [ 1], [3]l 

Dowód t w i e r d z e n i a  poprzedz im y  p ro s ty m  lem atem .

L em at.  Załóżm y, że o i ą g l  j a nj  i  ^bQ|  o w yrazaoh  r z e o z y w ie ty o h  i  do-
d a t n i o h  s ą  z b ie ż n e  do 0 .  J e ż e l i

I n  a a
1J.B i -  ł." >  1 » t o  l im  t— * 0 ,

n~o° • n n — 00 un

J e ż e l i  n a to m ia s t

Im. a a
l im  T T T ^  <  1 * t0  Hm ^ 1  * + <n—00 “n n — 00 n

Dowód l e m a tu .  Wykażemy p ie r w s z ą  o z ę śó  l e m a tu .  

Z z a ł o ż e n i a  k o l e j n o  mamy
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S tą d  w y n ik a ,  że  l im  (~  l n  ę-2-1 = +00 (ponieważ l im  (~ ln  b 1 “  + ° ° ) ,
n— 00 °n '  n— ° °

a więo

l im  ( -  l n  JŁ )  = +<» .
n— 00 °q

a
Z o s t a t n i e j  r ó w n o ś c i  otrzymujemy l im  <~ = 0 .

n— 00 ¡3

Dowodząo d r u g i e j  o z ę ś o i  l e m a tu ,  k o le jn o  z z a ł o ż e n i a  mamy

1 0  a n  ~  l a  a n

S t ą d ,  p odobn ie  Jak  w p ie r w s z e j  o z ę ś o i  lematu

b a
l im  ( - l n  -  +00 ,  a więo l im  = O o ż y l i  l im  c *  » + <*>. 

i— 00 n n— 00 a o n— 00 n

Dowód t w i e r d z e n i a .  Wykażemy n a j p i e r w ,  że J e ż e l i

l n !p n+ 1 "  p ll im
o— u l i — r

t e

li® lp n + 1  -  p l

O dla O < k < k 1 ,

+00 d la Ic > k
1 »

(81

Mamy

. .  l n  a n  l B lp n + l “ p l k 1
_ U ® _  I T V  “ - i i £ _  — ;— T T  ■ F
n— 00 n a— 00 jLn|pn -  n |

S tą d  na p o d s taw ie  le m a tu  wynika ( 8 1 .
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P odobn ie  można w yk azać ,  że J e ż e l i

k„ >  1 ,

t e

lin i f a l .T P°!. 
■—  | P n -  P n - i l

O d l a  0 <  k <  k ? ,

+ d l a  k >  k 2 .

(9>

P o z o s t a j e  n a k a z a ć ,  że k 1 -  k 2 .

Z a łć ż n y ,  że k^ <  k g .  Wtedy d l a  dow olne j  l l o z b y  k* e ( k < ; k2 ) na p o d -  
•tawle ( 8 ) 1 ( 9 )  k o l e j n o  mamy

l pn-H -  P llin
| P 0 -  P |

.  + o o ,  l i m  — ■i i- . r . - s !

i— 00 lpn “ Pn-1 1

a  w lęo otrzym ujem y sp r z e o z n o d ć  z  tw ie r d z e n ie m  T 1 .
P o d o b n ie  doohodzimy do s p r z e o z n o ś o i ,  gdy k 1 >  k g .  Z a ta n  k 1 -  k2 1 ,  dowćd 
t w i e r d z e n i a  z o s t a ł  z ak o ń o z o n y .

G ran io a

u .  ,  . „ i .  , <  Ł > . u , < ♦ «
n— oo

lp n  -  p l

może p r z y b i e r a ć  r ć ż n e  w a r t o ś o i  oo I l u s t r u j ą  p r z y k ł a d y .

R ozpa trzm y o l ą g l

k k k
p n+ i  “  p n °  (-  4n+ 1 “ *0 °  * • •  r n+ 1 “ r n °  lB V  (1 0 )

n -  1 , 2 , . . . ,

g d z ie  o >  O, k Q >  1 są  u s t a lo n y m i  l l o z b a m i  r z e o z y w l s t y n l }  l l o z b y  p ^ ,  ą., 
r 1 o k re d l lm y  p o n i ż e j .

Ponloważ
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w ięc  i s t n i e j ą  l i c z b ?  r z e o z y w is t e  p ^ ,  q ^ ,  r 1 s p e ł n l a j ą o e  vrarunkl 

k  - 1
x  0O <  -  Z y — :  <  1< 1  d l a  O <  x  O ,  <  1 ,

k„-1
d la  o <  x  <  q^ <  1 ,0 <  x 0 o <  1

k - 1
0 <  - x  I n  x  <  1 d l a  o <  x  <  r 1 <  1 .

Z o a t a t n i o b  n ie r ó w n o ś c i  na p o d s taw ie  i n d u k c j i  wnioskujemy, że o i ą g i
(10  1 s ą  m a l e j ą o e .

Łatwo ró w n ie ż  w ykazaó ,  że

l im  p ■= l im  q * l im  r  = 0 .
n—oo “ n— oo “ q—fc-oo n

S tą d  na p o d s ta w ie  (10 1 o trzymujemy

1,1 lD 9«̂.« ln
l im  - T r r —  = l im  ■.» ■■■• -i --1 « Hm «—-——- l  = k

n—oo l n  P n q-*oo -¡-a 1 a  i n  r Q o »

n a to m ia s t

l im  = o , l im  ■ = o , l im  « + °°  •
B-*°° (p n > 0 ( qn ) °  B~ ~  ( r n 1 0
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O HEKOTOPHX C3CW0TBAX IIOOJIĘHOBATEHbHOCTEH, 
CBBSAiiHHX G IiOPB^KOM CXOJÖ.UOCTK

P •  a o  u e

B paCoTe xoicasaim & B e  Teopemi o nocaej;oBaTejibHOCTax, HoTopue o»a3aHH c 
noHSTKeii nopagica cxoxhmocth .

Ä aaa nocaexoBaTejibHocTb p KoiinaeKCHHX « u c e a ,  « xa  jcotoptoc l i m  P =P,

Pn  *  Pn+1 "  Pn  * P np" BOex *  “ 1 . 2 , . . .  n^ ° °
T eopeaa  1 .  f l j i a  anfioro j e i i c T B K T e a b H o r o  < iH C J ta  k >  1

l i n  lpn . l  ~ Fl _

° ' "  |F „ - » I *  '
l i m  lPn +1 “  Pnl

lPn -  Pn -1 1

Teopeua 2 .  Korxa o j i h  h 3 n p e j e j i o B

l i m  l n lPn+1 ”  P l i i m  l n  lPn+1 ”  Pn I 
n - *  H Pn  -  p l ’ l n  |Pn Pn - l l

6oxb«e 1, t o r x a  yxob b ©t b o paau paBHocxM

l i m  ^ l pn + 1 - p l l i m  ln lPn+ 1 " Pnl
o n - ®  l n | F n  -  P| -  n - ®  l n  -  P ^ i

l i m  lPn+1 ~ P l l i m  !Pn+1 ”  Pn

lPn  - p l‘ | Pn -  V i l '

0  X J ia  0  <  k  <  k 0 

+  0 0  « x a  k  >  k
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SOME PROPERTIES OF SEQUENCES CONNECTED WITH THE ORDER OF CONVERGENCE 

S u m m a r y

The p a p e r  o o n t a i n s  th e  p r o o f s  o f  two th e o re m s  on s e q u e n c e s  which 
o o n n e c te d  w i th  t h e  o r d e r  o f  th e  oonyergenoe  o f  a s e q u e n o e .

L e t  jpnj he t h e  sequ ence  o f  complex numbers and l e t  l i n  pfl * 
P n /  P n+i  and Pn /  P form n -  1 ,2  . . .

Theorem 1 .

For an a r b i t r a r y  r e a l  number lc >  1 th e  e q u a l i t y

u .  i K L i ' i .  n .  I V t Z - h d ,
‘- ®  | P b “ P |  n~*~ !Pn ’ p n - l l

h o l d s  g o o d .

Theorem 2 .

I f  one o f  t h e  l i m i t s

u ,  1 , | , M . y |. ,  n .  S t e f * !
n-woo in | p Q — p j  n—►oo I d  ^n—1 1

I s  g r e a t e r  ^ a a  1 ,  t h e  f e l l e w lD g  e q u a l i t i e s  w i l l  be t r u e :

H i  i S
b^ oo | p  - ® r  » -« >  | p n - p n- i i

0 f o r  0 <  It < lc0

+ oo f o r  k  >  k #

a r e  

P »


