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Brunon SZOCIŃSKI

NIEZMIENNIKI PARY PUNKTÓW GEOMETRII PODWÓJNIE PSEUDOSTOCHASTYCZNEJ

S tr e s z o z e n le .  W praoy t e j  z o s ta ły  wyznaczone w szystk ie  niezmienniki 
dwóoh punktów w p rze s trz en i  opartej na grupie podwójnie pseudostoohastyoz- 
n e j .  Otrzymane wyniki zo s ta ły  zastosowane do wyznaozenia niezmienników 
o iągłyoh  oraz do o k reś len ia  normy w te j  p r z e s tr z e n i .

Wstęp

Macierz A = [ai k ] ’ ‘ »k -  1 , 2 . . . ,  n o elementaoh rzeczyw istych  nazywa 
s i ę  podwójnie pseudostoohastyczną, J e ż e l i  sp e łn ia  warunki

n

y . anf °  ”** 1  n
k=i

k s 1 f 2 p• 0• f D#
i =1

W dalszym oiągu maoierze podwójaie paeudostoohastyczne będziemy nazywać 
krótko macierzami dps*

W praoy [1] wykazano, że zbiór DS (n,R) wszystkich regularnych macie­
rzy dps stopnia  n o elementach rzeozywistyoh tworzy grupę.
Zgodnie z d e f in io j ą  podaną w praoy [2] geometrią podwójnie pseudostocha-  
styozną nazywamy trójkę (Rn, G, f ) ,  gdzie zbiór

G : » |{ A ,a i  : A e d s  (n ,R ),  a e R n

Jes t  grupą, w k tórej  d z ia ła n ie  wyraża s i ę  wzorem

________ 1923
Nr k o l .  386

( B ,b ) o (A ,a ) * (BA, Ba+bi ,
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zaś f  okreś lone j e s t  związkiem

f ( x , g i  = Ax + a

d la  dowolnych. x e Bn oraz g = (A ,a i .  e 5.
W praoy t e j  z o s ta ły  wyznaczone w szystk ie  n iezm iennik i pary punktów geo­

m e tr i i  podwójnie paeudostoohastyozneJ. Wyznaczanie tyoh niezmienników o -  
p iera  s i ę  na rozwlązaniaoh pewnego równania funkcyjnego.

W § 1 wprowadzam pomoonioźe pojęo la  potrzebne w d a lsze j  c z ę ś c i  praoy.  
§ 2 zawiera p ięó  lematów, przy pomocy któryoh wyznaczam w § 3 rozwiązania  
wspomnianego równania funkoyjnego. W ostatnim § 4 podaję zasadnioze tw ier­
dzenia praoy dotyozące niezmienników oraz normy.

§ 1 .  Na wstępie  rozpatrzmy pewne szczegó ln e  maoierze dps.

D ef in ic ja  1 . 1 .  M acierz, która powstaje z macierzy jednostkowej E przez za­
mianę miejscami i —tego oraz k -tego  wiersza nazywa s i ę  macierzą permutaoji

Pik*
Maoierze permutacji posiadają następująoe w łasn ośc i:

1° I loczyn  macierzy kwadratowyoh Jes t  maoierzą, która powstaje z A
przez zamianę miejsoami i - t e j  oraz k - t e j  kolumny.

2°  I loczyn  macierzy kwadratowyoh P^Ł. A Jest maoierzą, która powstaje z  A 
przez zamianę miejsoami i - t e g o  oraz k—tego w ier sz a .

D ef ln lo ja  1 .2 .  Macierzą dps elementarną pierwszego rodzaju stopnia  n >  3 
F ^ to i ,  <*/ 0 nazywa s i ę  maoierz powstałą z jednostkowej E przez za s tą p ie ­
n ie  w iersza k—tego oraz (k+1 i-go  wierszami

( 1 ) (k -2 i ( k - 1 i (k i  (k+1 i (n i

(0 , . . . ,  l ,  1—‘i', cę , 0, . . . ,  0 )

(0 , . . . ,  0 , CC-1 , 1—cę, •!»•••* o i

( 1 i (k-2  i (k- 1  i ( k i  (k+1 i (n i  .

D e f ln lo ja  1 . 3 .  Maoierz G ^ (c( i ,  i j i j ,  «*¿0, k tórej  elementy a ^ ,  k , l » 1 , 2 . . n  
D >  2 określone są związkami

a i i  = a j j  = *5* ' a i j  “ aj i  “ *5*  *

a ^  = Sfcl w pozostałyoh przypadkach, nazywa s i ę  maoierzą dps elementar­

ną drugiego rodzaju .
Łatwo zauważyć, i ż  macierze E, Pj^» Ffc(c(J, s9 macierzami dps o -

ra z  Det F^icti «c< , Det G jjif l i  -rt .



§ 2 .  Podam te r a z  bez dowodów dwa lematy, które są szczególnymi przypad­
kami lematu 3 .3  dowiedzionego w pracy [ i ] .

Lemąt_2jLl*. J e ż e l i  elementy u1 , 1 -  1 , 2 , . . . ,  n, n >  3 jednokolumnowej ma­
c ier zy  u sp e łn ia ją  następująoe założenia

u1" 1 /  u1 , u1 -1  ^ 0 , 1 <  i  <  n ,

to  i s t n i e j e  regularna maoierz F^oc) taka , że

F j i e t )  .  U ■ u ,  f i1  »  0

oraz

Ul + 1  -  u ^ u 141 , u1  -  u1  dla 1  /  i ,  1+1 .

jVe męt g,.^x J e ż e l i  elementy u1 , 1 » 1 , 2 , . . . , n ,  n 3 jednokolumnowej 
maoierzy u s p e łn ia ją  następująoe za łożenia

o 1”1 ¥  u1  , u1" 1 t  ul +al+ 1  , 1 < i  < n ,

to  i s t n i e j e  regularna macierz Fjfcłi taka, że

iF^(ct) .  u « u , u 1+1 -  0

oraz

u1 -  u ^ u 1-*1 , ń1  -  u1  dla 1  j  i  ,  i+ i  .

i  j a
Lemat .2 .3«  J e ż e l i  u , u"1 , i  k  n są elemeutami jednokolumnowej maoierzy .
u zawierająoaJ n js 2 w ier sz y ,  to i s t n i e j e  maoierz Gl ł + .)l°0  taka, że
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G1 i +l(<tł .  u « u ,  przy ozym

i 1  -  0 ,  gdy u1  /  -  u14-1

oraz

u1 « 1 ,  o l+ 1  -  -1 , gdy u1 * - u l+1  t> 0 .
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Dowód. I s t o t n i e ,  przyjmując

ot=  T + i"  *  ~UT  » u 1 /  -  u i+ 1u -  u

względnie

<* = V  » gdJ u l  * - u i+ 1  /  0u

po łatwyoh p rze l lc ze n ia o h  doohodzimy do związków zawartych w t e z i e  lematu.

Oznaozmy przez jk; u'c+1, . . . ,  uDj jednokolumnową maoierz elementami 
k tórej  są k o le jn o :  k zer oraz uk+1, . . . ,  uQ.  Udowodnię następująoy

Lemat 2 . k .  J e ż e l i  elementy u^, 1 = i , 2 f . . . ,  n Jednokolumnowej maolerzy u 
nie w szystk ie  są sob ie  równe, to  i s t n i e j e  macierz L będąca iloczynem  
skończonej l ic z b y  macierzy dps elementarnyoh i  permutacji taka , że

Lu -  | n - 1 |  gdJ S 0 1 ^ 0 » i 2 , n

Lu |  n-2 ; 1 , - 1  |  gdy u1  = 0 .  ( 2.2 >

Dowód. W przypadku, gdy n=2 związki ( 2 .1 )  oraz ( 2 . 2 )  wynikają natyohmiast 
z lematu 2 . 3 .

Nleoh te r a z  n ^  3 .  Wykażę najpierw, że J e ś l i  wszystk ie  elementy maoie- 
rzy u są różne od zera oraz n ie  są sobie równe, to i s t n i e j e  i lo c zy n  L1 ma­
c ie r z y  dps elementarnych i  permutaoji sp e łn ia ją cy  równanie

L1 0 = ( 1» v 2 . } • ( 2 .3 )

I s t o t n i e ,  przy powyższyoh za łożeniach  i s t n i e j ą  elementy u 1 oraz u"* maoie- 
rzy u t a k i e ,  że u 1 + u L  Wówozas z równości
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gdzie Jes t  skońozonym iloozynem stosownie dobranych, macierzy perouta- 
o j l ,  zaś u 1, u-*, u^, U i , . . . ,  u1n elementami u oraz lematu 2 .1  wynika rów­
ność

P12 W  P1U “ 1f u i f  ^  + "i* “ i  "i"

dowodząoa związku ( 2 .3 )
Nieoh teraz  macierz u posiada k <  n -  2 elementów równyoh zeru i  niech 

P2 będzie iloczynem macierzy permutaojl tak dobranych, aby

P2u * jkj uk+1, uk+2, . . . ,  unj .  ( 2 .4 )

J e ż e l i
uk+1 „ uk+2 .  _  n ( 2 ł5 )

to na mooy lematu 2.2

pU ■ |k + 1 ; ukL„u = (k+1 j ukiri + uk+2, uk+3 uD“2 

gdzie

L2 = Pk+1 , k+2 Fk+1 (0'2 ) P2 *

je j .4  Je i O n
J e ż e l i  związek ( 2 .5 )  nie zaohodzl,  to wśród u , u , . . . ,  u i s tn ie je
para elementów różnych. Wtedy mnożąc macierz P„u przez odpowiedni iloczyn

k+l / k+2macierzy permutaojl otrzymujemy równanie p o s ta c i  (2#4),  gdzie u u 
z którego w oparoiu o lemat 2.1  można łatwo otrzymać równanie postaci

k+1 k+2 k+3 „k+4L2u « ^k+1 > u

W ten  sposób na mooy indukoji matematycznej otrzymujemy

L3u = | n - 2 > w0“ 1 , wD

gdzie
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zaś L j  J e s t  pewnym skończonym iloozynem maolerzy aps elementarnyoh 1 p er-  
■ u ta o j l .

J e ż e l i  w“' 1 + wa fl O, to przy pomocy lematu 2.,2 doohodzlmy łatwo do 
związku ( 2 . 1 ) .  W przypadku, gdy w“"1 + w“ -  0 z lematu 2 .3  wynika natyoh-  
miast ( 2. 2 ) .

0«Q«d«

Lemat 2 . 5 .  Suma elementów jednokolumnowej maolerzy u ■ Au,gdzie AeDS(n,R) 
równa Jes t  sumie elementów maolerzy u .

Dowód. I s t o t n i e ,  z t e g o ,  że u » Au wynika równośó

§ 3 .  Przy pomocy lematów 2.4  1 2 .5  udowodnię następująoe:  

Twierdzenie 3 . 1 .  Każda funkcja F : Rn xRn— ^R sp e łn ia jąoe  równanie

gdzie

Stąd

0 • Q«d•

F(p,<ł) * F(Ap + a f Aq + a)  

dla dowolnyoh A 6 DS(n,R), p ,q ,a  e r d, j e s t  p ostao i

(3 .1  )

F ( p , l )  - ( 3 .2 )

1 -1

gdzie

•P: R— -R oraz V s R— - r są dowolnymi funkojaml.
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Dowód. Przyjmując w równaniu ( 3 .1 )

A -  e , a = -p

otrzymujemy

F(p ,i l)  “ F (0 ,q -p )  «= f ( u )  ,

gdzie

u » q-p .

Funkoja f  z k o l e i  powinna sp e łn laó  równanie

f  (u ) « f  (Au ) .  ( 3 . 3 )

J e ż e l i  n ie  wszystk ie  u^ dla 1 = 1 , 2 , . « . ,  n są sobie równe oraz

Z *

/ O ,  ( 3 . 4 )

to  na mooy lematu 2 .4  i s t n i e j e  taka macierz L e DS (n,R), że

n n
f ( u )  = f  (Lu) -  f ( 0 , . . . , 0 ,  ^  u1 ) « ^  ( ^ ę  u1) ,

przy ozym w myśl lematu 2 .5

gdzie 51 są elementami u » Au. Zatem, j e ś l i  nie wszystkie u 1 są sobie rów­
ne oraz zaohodzl ( 3 . 4 ) ,  to

F(p ,q )  = ^  ( >̂ ' u1 ) ,

gdzie : R“ { ° } — ~ R 3cs t  dowolną funkoją.
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J e ż e l i  n ie  w szystk ie  l ic z b y  u'“' są równe oraz

¿ y . . .
1=1

tfe S s  soey lematu 2 .4  i s t n i e j e  macierz L e DS(n,RV taka , że

Lu = j n—2 } 1 , -1  

PrzyjBują o wtedy * równaniu (3 .3  > A = L otrzymujemy 

f i u }  = f ( 0 , . . . , 0 , 1 ,  -1 } = C ,

& s a t e a  w przypadku tym

F(Pi<ł> = C ,

g d z ie  C j e s t  dowolną s t a ł ą .  O sta tec zn ie ,  gdy n ie  w szystk ie  u^ są równe 
funkcja  F przyjmuje postać

F(p ,q} * V ( >  u } «<
W

ftli  (Z " 1 '-
1=1

gd z ie  #  : H— ►R Jes t  dowolną fun keją ,  
.1

gdy
S * 1 " -

¿ . ' . o ,
1=1

S iee h  wreszoie uA = ^ dla 1 = 1 , 2 , . . . ,  n . Obliczmy elementy u1  l l o -  
esync Au

s 1 - 1  
1=1 1=1

* u u " f  7  . an

Zatem Au = u .  Stąd na mooy (3*3>

f ( u )  = f  ^ = ¥ (n f t  } = ¥ (/> u1 ) ,
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o ż y l i  gdy wszystkie u1 są równe, funkcja F przyjmuje postaó

F(p ,q )  = V ( £ V )  t 

gdzie V : R— ~R Jes t  dowolną funkoją.

O «D «d«

Ogólną postać o iąg łych  rozwiązań równania ( 3 .1 )  podaje

Twierdzenie 3 . 2 .  J e ż e l i  rozwiązanie F : R° x RD -R równania (3.1) Jeat
funkoją c i ą g ł ą ,  to musi mieó postaó

' n
F (p ,q )  = P(^T] u1 ) ,  ( 3 . 5 )

1-1

gdzie  i) s R — » R Jes t  dowolną funkoją a u1 -  ą1  -  p̂ -.

Dowód. Na podstawie tw ierdzen ia  3 .1  funkcja F (p ,ą )  musi mieó postaó ( 3 . 2 )  
Pokażemy, że j e ś l i  F Jes t  funkoją c i ą g łą ,  to -p(t ) = V (t  ) .

Nie oh t  będzie dowolną l lo z b ą  rzeczyw istą  oraz

PB -  (0 , 0 , . . . , 0 ) i  « (n + m» n “  m * n ***** ■'

Wówozas ze związku ♦

l lB  ÎPm'^m  ̂ “ CV ao ł »B—*■ oo

gdzie

pQ « (O ,O ,. . . ,O  ) , 40 ” * n n'

oraz e o ią g ło ś o i  fu n k c j i  F, otrzymujemy

lim F (p ,4  ) = F (P0, 4 0 > .
m —► oo

Ale na mocy twierdzenia  3#1 mamy

lim P (pBf O  « liB 'P it  )* jP(t ) •
BI —► oo B—oo
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oraz

F (P0, 1 0 ) - V ( t )

Z o s ta tn ic h  trzeoh  związków wynika, że P C t l^  V ( t 1 ,  oo dowodzi tezy  
tw ier d z en ia .

§ 4 .  Przejdźmy ter a z  do wyznaczania niezmienników pary punktów geom etrii  
podwójnie paeudostoohaatyoznej. Poszukujemy takioh  w łasnośoi punktów p i  
q, które nie u leg a ją  zmianie przy p rzek szta łcen iach  p o s ta o i  x = Ax + a ,  
gdzie A e os (n ,R l zaś x = [ x k] ,  x » [ ï 1*] ,  a » t3*1]» k = 1 f2 , . . . , n  ozna­
cza ją  maoierze Jednokolumnowe.
Poszukiwana funkcja F : RD x Rn— *■ R musi sp ełn iaó  równanie F(p,q1*F(p,q 1 
o ż y l i  równanie ( 3 .1 1 .  Wyznaozanie niezmienników pary punktów sprowadza 
s i ę  więc do rozwiązania równania (3.1,1.
Z twierdzeń 3 .1  oraz 3 .2  otrzymujemy zatem następująoe

Twierdzenie 4 . 1 .  Niezmiennikiem pary punktów p i  q geom etr ii  podwójnie 
p seudostochastycznej Jes t  funkcja F : Ra x Rn— *-R określona wzorem (3 .21  
J e ż e l i  założymy c ią g ło ś ó  t e j  f u n k o j i ,  to  wyraża s i ę  ona związkiem (3.51*  

Zbiór wektorów u = q -  p tworzy n -  wymiarową przestrzeń  wektorową nad 
oiałem  l i c z b  rz ec zy w isty ch ,  którą będziemy oznaozaó przez 7 Q.  Nasuwa s ię  
p y ta n ie :  Czy można w t e j  p rz e s tr z e n i  wprowadzić o lą g łą  normę ||u|{ : 7°— -R 
s p e łn ia j ą c ą  warunki

I || U || > 0  1 II u II = O <=> U = O

II  | |A u | = |X| | « |

I I I  || u + v|| <  ||u| + || v j

17 || u || J es t  niezmiennikiem obiektu (V a ,DS Cn,Rl, f i ,  gdzie f  okre­
ś lon e  Jes t  związkiem f  (u ,A l = Au dla dowolnyoh u e 7n oraz
A e DS (n,R 1.

Można pokazaó, że norma taka w t e j  p r z e s tr z e n i  nie i s t n i e j e .  I s t o t n i e ,  Je­
ś l i b y  i s t n i a ł a  norma, to w myśl tw ierdzenia  4.1 musi ona być p ostao i

M  = •
i =1



Niezmienn ik i  pary punktów g e o a o t r i l  podwójnie pseudostocl iastyczne j  35

Wtedy z warunku I wynika, że ||o|| = .P(o> = 0 ,  a stąd

¡(0 , . » . , 0 , 1 , - 1  l|| = 43(0 > = 0 ,

oo j e s t  sprzeczne z tym, że

u O = H |  u || > 0  .

Dlatego należy zapytać s i ę ,  ozy można w t e j  p rzestrzen i  wektorowej wpro­
wadzić o ią g łą  pseudonormę || u | : V0---- *-R sp e łn ia jącą  warunki:

I*  || u || >  O 1 u = O => || u | = O

oraz II-IV? Twierdząoą odpowiedź na to  pytanie daje następujące

Twierdzenie 4«2. W p rzestrzen i  wektorowej Vn jedyną oiągłą pseudonormą 
||u|| : Va — *-R sp e łn ia ją cą  warunki I* oraz I I  -  IV j e s t  funkoja

n
ii u i = .p c ^ r  u1 } = c

gdzie C j e s t  dowolną s t a łą  dodatnią.

Dowćd. Z warunku I I  otrzymujemy związek

= |^ |
i «1 1*1

J e ż e l i  /  u /  O, to przyjmująo
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więc

♦ £ >  -  4>(1) ( ¿ u 1 ! ,

1=1 I 1*1 I

przy ozym w myśl warunku I *  s t a ła  C * i>(1) musi być dodatnia jak również 
p(0 ) -  0 .  I^two sprawdzić, że funkoja (3 .6  ) sp e łn ia  także warunek I I I ,  
więo j e s t  jedyną pseudonorraą w t e j  p r z e s t r z e n i .
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INVARIANTS OF TWO POINTS IN DOUBLY PSEUDOSTOCHASTIC GEOMETRY 

S u m m a r y

In t h i s  paper there have been determined a l l  the in v a r ia n ts  o f  two 
p o in ts  In spaoe, whloh Is  supported on a doubly pseudostoohastlo  group.  
The r e s u l t s ,  whloh have been obta ined , are applied  to  determine oontlnous  
in v a r ia n ts  and to  determine the norm In t h i s  spaoe.


