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NIEZMIENNIKI PARY PUNKTON GEOMETRII PODWOINIE PSEUDOSTOCHASTYCZNE]

Streszozenle. Wpraoy tej zostaty wyznaczone wszystkie niezmienniki
dwooh punktdw w przestrzeni opartej na grupie podwdjnie pseudostoohastyoz-
nej. Otrzymane wyniki zostaty zastosowane do wyznaozenia niezmiennikow
oiagtyoh oraz do okredlenia normy w tej przestrzeni.

Wstep

Macierz A = [aik]’ ‘»k - 1,2..., n o elementaoh rzeczywistych nazywa
sie podwdjnie pseudostoohastyczng, Jezeli spetnia warunki

k s 1f2peQf D#
i=1

W dalszym oiggu maoierze podwodjaie paeudostoohastyczne bedziemy nazywac
krotko macierzami dps*

W praoy [1] wykazano, ze zbiér DS (n,R) wszystkich regularnych macie-
rzy dps stopnia n o elementach rzeozywistyoh tworzy grupe.
Zgodnie z definioja podang w praoy [2] geometrig podwdjnie pseudostocha-
styozng nazywamy tréjke (Rn, G, f), gdzie zbidr

G:» |[{Aai : A e ds (n,R), a e Rn
Jest grupg, w ktérej dziatanie wyraza sie wzorem

(B,b) o (A,a) * (BA, Bathi ,
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za$ f okreslone jest zwigzkiem
f(x,gi = Ax + a

dla dowolnych. x e Bn oraz g = (A,ai. e 5.

W praoy tej zostaty wyznaczone wszystkie niezmienniki pary punktéow geo-
metrii podwdjnie paeudostoohastyozned. Wyznaczanie tyoh niezmiennikéw o-
piera sie na rozwlgzaniaoh pewnego réwnania funkcyjnego.

W 8§ 1 wprowadzam pomoonioZze pojeola potrzebne w dalszej czes$ci praoy.
§ 2 zawiera pied lematéw, przy pomocy ktéryoh wyznaczam w § 3 rozwigzania
wspomnianego réwnania funkoyjnego. Wostatnim § 4 podaje zasadnioze twier-
dzenia praoy dotyozace niezmiennikéw oraz normy.

§ 1. Na wstepie rozpatrzmy pewne szczeg6lne maoierze dps.

Definicja 1.1. Macierz, ktéra powstaje z macierzy jednostkowej E przez za-
miane miejscami i—tego oraz k-tego wiersza nazywa sie macierzg permutaoji
Pik*

Maoierze permutacji posiadajg nastepujgoe wiasnosci:
1° lloczyn macierzy kwadratowyoh Jest maoierzg, ktéora powstaje z A
przez zamiang miejsoami i-tej oraz k-tej kolumny.
2° lloczyn macierzy kwadratowyoh PME. A Jest maoierzg, ktéra powstaje z A
przez zamiane miejsoami i-tego oraz k—tego wiersza.

Deflnloja 1.2. Macierzg dps elementarng pierwszego rodzaju stopnia n > 3
FA~toi, <*/ 0 nazywa sie maoierz powstalg z jednostkowej E przez zastgpie-
nie wiersza k—tego oraz (k+li-go wierszami

(1) (k-2i (k-1i (ki (k+1li (ni
O,..., I, 14 e, 0,...., 0)
@©,..., 0, ocl, l— elpese* qj
(li (k-2 i(k-1i (ki (k+li (ni .

Deflnloja 1.3. Maoierz G~ (c(i, ijij, «*¢0, ktorej elementy a”, k,I»1,2..n
D> 2 okreslone sa zwigzkami

aii =ajj =*5% ' aij “aji **5* *

a” = Sfcl w pozostatyoh przypadkach, nazywa sie maoierzg dps elementar-

ng drugiego rodzaju.
tatwo zauwazy¢, iz macierze E, Pj™» Ffc(c(J, s9 macierzami dps o-
raz Det F”icti «< , Det Gjjifli -rt .
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§ 2. Podam teraz bez dowodéw dwa lematy, ktére sg szczeg6lnymi przypad-
kami lematu 3.3 dowiedzionego w pracy [i].

Lemat_2jLI*. Jezeli elementy ul, 1 - 1,2,..., n, n > 3 jednokolumnowej ne
cierzy u spetniajg nastepujgoe zatozenia

ul"l / ul , ul-1 ~0 , 1< i< n,

to istnieje regularna maoierz F~oc) taka, ze

Fjiet) . U m u , fil » 0
oraz
ul+1 - u”ul4gl | ul - ul dla 17/ i, 1+1
Mmet g, x Jezeli elementy ul, 1 » 1,2,...,n, n 3 jednokolumnowej

maoierzy u spetniajg nastepujgoe zatozenia
01”1 ¥ ul | ul"l t ul+al+l | 1< i< n,
to istnieje regularna macierz Fjfcti taka, ze
iFAMct) . u «u u l+l- 0

oraz
ul - urul* | nl -ul dla 1ji, i+i
i ja
Lemat .2.3« Jezeli u , u'lJ , I k n sa elemeutami jednokolumnowej maoierzy .
u zawierajgoaJ njs 2 wierszy, to istnieje maoierz Qt+.)I°0 taka, ze
Gli+l(<tt . u « u, przy ozym
il-0, gdy ul/ - ul4l

oraz

ul « 1, ol+l - -1, gdy ul *-ul+l =0 .
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Dowod. Istotnie, przyjmujac
ot= T+i"™ * UT » ul / - ui+l
u u
wzglednie
<"=I\J/ » gdJ ul * -ui+l /7 0

po tatwyoh przellczeniaoh doohodzimy do zwigzkéw zawartych w tezie lematu.

Oznaozmy przez jk; u'c+l,..., uDj jednokolumnowa maoierz elementami
ktorej sa kolejno: k zer oraz uk+1,..., uQ Udowodnie nastepujgoy
Lemat 2.k. Jezeli elementy u”®, 1 = i,2f..., n Jednokolumnowej maolerzy u

nie wszystkie sg sobie rdwne, to istnieje macierz L bedaca iloczynem
skoniczonej liczby macierzy dps elementarnyoh i permutacji taka, ze

Lu - |n-1| gdJ S 0170» i2,n

| n-2; 1,-1] gdy ul =0 . (2.2 >

Dowo6d. Wprzypadku, gdy n=2 zwigzki (2.1) oraz (2.2) wynikajg natyohmiast
z lematu 2.3.

Nleoh teraz n ~ 3. Wykaze najpierw, ze Jesli wszystkie elementy maoie-
rzy u sa rozne od zera oraz nie sg sobie réowne, to istnieje iloczyn Ll nme
cierzy dps elementarnych i permutaoji spetniajacy rdéwnanie

Lo=(» v2. } o (2.3)

Istotnie, przy powyzszyoh zatozeniach istniejg elementy ul oraz uU* maoie-
rzy u takie, ze ul + uL Wbwozas z réwnosci
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gdzie Jest skoriozonym iloozynem stosownie dobranych, macierzy perouta-
ojl, za$ ul, u-* u”®, Ui,..., uln elementami u oraz lematu 2.1 wynika row-
nos¢

P12 w PIU “ 1f uif ~ + "i* i it

dowodzgoa zwiazku (2.3)
Nieoh teraz macierz u posiada k< n - 2 elementéw réwnyoh zeru i niech
P2 bedzie iloczynem macierzy permutaojl tak dobranych, aby

P2u *ka uk+1, uk+2,..., unj . (2.4)

Jezeli
uk+l ,, uk+2 . _ n (2145)

to na mooy lematu 2.2

kgl m [k+1j ukiri + uk+2, uk+3 ub
gdzie
L2 = Pk+l, k+2 Fk+l (02) P2 *
Jezeli zwigzek (2.5) nie zaohodzl, to wsrod ujej'A, uJEiO,..., u' istnieje

para elementéw réznych. Wtedy mnozac macierz P,u przez odpowiedni |Ioczkyré
macierzy permutaojl otrzymujemy réwnanie postaci (2#4), gdzie u
z ktérego w oparoiu o lemat 2.1 mozna tatwo otrzymaé réwnanie postaci

L2u « Akl > uk+1 k+2 k+3 ,k+4

Wten spos6b na mooy indukoji matematycznej otrzymujemy
L3Y = [n-2>w0“1, wD

gdzie
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za$ Lj Jest pewnym skoriczonym iloozynem maolerzy aps elementarnyoh 1 per-
mutaojl.

Jezeli w1l + wa fl O, to przy pomocy lematu 2.,2 doohodzlmy tatwo do

zwigzku (2.1). Wprzypadku, gdy w*'l + w* - 0 z lematu 2.3 wynika natyoh-
miast (2.2).

O«Q«d«

Lemat 2.5. Suma elementéw jednokolumnowej maolerzy u m Au,gdzie AeDS(n,R)
réwna Jest sumie elementéow maolerzy u.

Dowdd. Istotnie, z tego, ze u » Au wynika réwnoso

gdzie

Stad

0e Qude

§ 3. Przy pomocy lematéw 2.4 1 2.5 udowodnig¢ nastepujgoe:

Twierdzenie 3.1. Kazda funkcja F : Rn xRn— ~R spetniajgoe rdéwnanie
F(p,<t) * F(Ap + af Ag + a) (3.1)

dla dowolnyoh A 6 DS(n,R), p,g,a e rd, jest postaoi

F(p.l) - (3.2)

1-1

gdzie
. R— -R oraz V s R— -r sg dowolnymi funkojaml.
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Dowéd. Przyjmujac w rownaniu (3.1)

otrzymujemy
F(p.il) “ F(0,9-p) «f(u) ,
gdzie
u» g-p.
Funkoja f z kolei powinna spetnlaé rdwnanie
f(u) « f(Au) . (3.3)

Jezeli nie wszystkie u dla 1 = 1,2,.«., n sa sobie réwne oraz
/0, (3.4)
to na mooy lematu 2.4 istnieje taka macierz L e DS (n,R), ze
n n

f(u) = f(Lu) - f(0,...,0, ~ ul) « A~ (~e ul),

przy ozym w mys$l lematu 2.5

gdzie 51 sg elementami u » Au. Zatem, je$li nie wszystkie ul sg sobie row-
ne oraz zaohodzl (3.4), to

F(p.@) =~ (™ 'ul) ,

gdzie : R*{°}—~R 3cst dowolng funkoja.
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Jezeli nie wszystkie liczby u'™ sa réwne oraz

tfe Ss soey lematu 2.4 istnieje macierz L e DS(n,RV taka, ze
Lu = jn=2} 1, -1
PrzyjBujgao wtedy * réwnaniu (3.3 >A = L otrzymujemy
fiu} =f(0,...,0,1, -1} =C,
& satea w przypadku tym
F(Pi<t> = C ,
gdzie C jest dowolng statg. Ostatecznie, gdy nie wszystkie u” sg rowne

funkcja F przyjmuje postac

il (; wq.  ody

1=1 s * 1"
F(p,a} * V(> u }«<
w
(& - .0,
1=1

gdzie # : H— »R Jest dowolng funkeja,

Sieeh wreszoie uA =~ dla 1 =1,2,..., n. Obliczmy elementy ul llo-
esync Au

sl ~uul "£7 .an
1=1 1=1

Zatem Au = u. Stad na mooy (3*3>

f(u) = f n =¥(nft } = ¥ (/> ul) ,
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ozyli gdy wszystkie ul sg réwne, funkcja F przyjmuje postao
F(pa) =V (EV ) t

gdzie V : R— ~R Jest dowolng funkoja.
0 «D «d«
Ogo6lng posta¢ oiggtych rozwigzan réwnania (3.1) podaje

Twierdzenie 3.2. Jezeli rozwigzanie F : R° x RD -R roéwnania (3.1) Jeat
funkoja cigagta, to musi mie6 postad

n
F(p.q) = P("T]ul) , (3.5)
1-1

gdzie i)s R—»R Jest dowolng funkojg a ul - gl - p™

Dowéd. Na podstawie twierdzenia 3.1 funkcja F(p,3) musi mie6 postad (3.2)
Pokazemy, ze jes$li F Jest funkojg ciggta, to -p(t)= V(t).
Nieoh t bedzie dowolng llozbg rzeczywista oraz

PB - (0,0,...,0) i « (N + m» n“ m*n *r g
Wowozas ze zwigzku R
plig, TPm M “ o/ aot »
gdzie
pQ « (0,0,...,0) , 40 ” *n n'
oraz e oiagtosoi funkcji F, otrzymujemy
rrLiLnoo F( ,4 )=F (P0,40> .
Ale na mocy twierdzenia 3#1 mamy

lim P (pBfO « liB'Pit )* jP(t) e
g (p )* jP(t)
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oraz
F (PO,10) -V (t)

Z ostatnich trzeoh zwigzkéw wynika, ze PCtI™ V(t1l, oo dowodzi tezy
twierdzenia.

8 4. Przejdzmy teraz do wyznaczania niezmiennikéw pary punktow geometrii
podwdjnie paeudostoohaatyoznej. Poszukujemy takioh wlasno$oi punktow p i
q, ktére nie ulegajg zmianie przy przeksztatceniach postaoi x = Ax + a,
gdzie A e os (n,RIl za$§ x = [xk], x » [iZ¥], a » t3%]» k = 1f2,...,n ozna-
czajg maoierze Jednokolumnowe.
Poszukiwana funkcja F : RD x Rn— "R musi spetniad réwnanie F(p,ql*F(p,q1
ozyli rownanie (3.11. Wyznaozanie niezmiennikow pary punktéw sprowadza
sie wiec do rozwigzania réwnania (3.1,1.
Z twierdzen 3.1 oraz 3.2 otrzymujemy zatem nastepujgoe
Twierdzenie 4.1. Niezmiennikiem pary punktow p i g geometrii podwodjnie
pseudostochastycznej Jest funkcja F : Ra x Rn—*-R okreslona wzorem (3.21
Jezeli zatozymy ciggtoso tej funkoji, to wyraza sie ona zwigzkiem (3.51*
Zbiér wektoréw u = q - p tworzy n - wymiarowg przestrzen wektorowg nad
oiatem liczb rzeczywistych, ktérg bedziemy oznaozadé przez 7Q Nasuwa sie
pytanie: Czy mozna w tej przestrzeni wprowadzi¢ olggta norme |u{ : 7°—-R
spetniajacg warunki

| lul >0 1 LI=O0O<=>UuU=0
o qlAul = X«
e Jlu + vl < lu] + |vj
17 Ju| Jest niezmiennikiem obiektu(Va,DS Cn,RI, fi, gdzie f okre-
$lone Jest zwigzkiem f (u,Al =Au dla dowolnyoh u e’7n oraz

A e DS (nRL

Mozna pokazad, ze norma taka w tej przestrzeni nie istnieje. Istotnie, Je-
$liby istniata norma, to w my$l twierdzenia 4.1 musi ona by¢ postaoi
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Wtedy z warunku | wynika, ze |lo||= .P(o>=0, a stad
i(0,.».,0,1, -11)] =430>=0,
00 jest sprzeczne z tym, ze
u O=H|u| >0

Dlatego nalezy zapyta¢ sie, ozy mozna w tej przestrzeni wektorowej wpro-

wadzi¢ oiggta pseudonorme |u| : VO— *Rspetniajgcag warunki:
1* Ju] >0 1 u=0=>|u|l =0
oraz Il-1V? Twierdzaog odpowiedZz na to pytanie daje nastepujace

Twierdzenie 4«2. Wprzestrzeni wektorowej Vn jedyng oiggta pseudonorma

[lul] : Va—™*R spetniajgcag warunki I* oraz Il - 1V jest funkoja
n
iui = .pc”rul}=c

gdzie C jest dowolng stata dodatnig.

Dow¢d. Z warunku Il otrzymujemy zwigzek

=17

i«l 1*1

Jezeli / u [/ O, to przyjmujao



36 Brunon Szoolriski

wiec

¢£ > - 4>1) (¢ u 1!
1=1 11*1 I

przy ozym w mys$l warunku 1I* stata C * i>(1) musi by¢ dodatnia jak réwniez
p(0) - 0. I~two sprawdzi¢, ze funkoja (3.6 ) spetnia takze warunek 111,
wieo jest jedyna pseudonorrag w tej przestrzeni.
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KHBAPKAHTH flIByX TOHFK
3ABCUHE RCEBAOCIJIYHA»IHOH r BOMBTEMi

Peajme

B aTok pafioTe onpexereHH Bce HHBapaaHTH B,syx TOUEX b npocTpaacTae, oc-
ho BaHHOM Ha rpynne BgBottae nceBjocryualtH oit. iioryueauue peayrBTaTH GJaX
opHueaeHu x onpexereaaD HenpepHBHux uhbapxbhtob, a Tuxxe X onpexereHau
HOpUa & 3Tou npocTpaHCTBe.

INVARIANTS OF TWO POINTS IN DOUBLY PSEUDOSTOCHASTIC GEOVETRY
Summary

In this paper there have been determined all the invariants of two
points In spaoe, whloh Is supported on a doubly pseudostoohastlo group.
The results, whloh have been obtained, are applied to determine oontlnous
invariants and to determine the norm In this spaoe.



