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Czestaw KLUCZMY
Adam CZECH

O STABILNOSCI NIELINIOWYCH ROANAN PARABOLICZNYCH
Z STOCHASTYCZNYlLd WSPOLCZYNNIKAMI

Streszczenie. Wpracy badany stabilno$¢ niellniowyoh uktadéw i réwnan
parabolicznych ze stochastycznymi warunkami brzegowymi i wsp6tczynnikami
mogacymi by¢ procesami stochastycznymi. Wyprowadza sie warunki dostateoz-
ne stabilnosci takich ukladéw w sensie Kozina, lokalnej stabilnos$ci sto-
chastycznej, stabilno$ci przy stale dziatajacych zaburzeniach. W czesci
drugiej rozpatrujemy n-wymiarowe réwnanie paraboliozne z jednorodnymi wa-
runkami brzegowymi i podajemy tw. o jego lokalnej stabilno$ol udowodnione
przy pomocy zmodyfikowanego lematu Westhallo-Prodiego.

1. Wstep

Bedziemy rozpatrywad zadanie mieszane dla rownania typu parabolicznego
nastepujacej postaoi:

* (Lg + A(t,x,uo!l u (t,xI + F(t,x,z,col (1)

u(0,xl = 4>(x| (21

u(t,xl £(t,a>l (31
X6f

gdzie Lqg jest maolerzowym operatorem rézniczkowym wzgledem zmiennych
przestrzennyoh, A(t,x,col jest maolerzg, ktérej niezerowe elementy sag prze-
strzenno-ozasowyml procesami stochastycznymi F(t,x,u,col jest  funkcyjnym
oztonem nieliniowym mogacym zalezedé od przypadku,

r Jest brzegiem obszaru G przestrzeni Rn, na ktérym Jest okre$lony uktad
(1-31. Zaktadamy w dalszym oiggu, ze F(t,x,0,col $ 0 z prawd. 1. NV dal-
szych rozwazaniaoh bedziemy uzywad sformutowania "ukilad (1-31 Jest stabil-
ny ..." Rozumiemy przez to stabilno$¢ funkoji u(t,x| m 0 bedgoej rozwig-
zaniem uktadu

- (L., Al w!l u (t,xI
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u(0,x) mO (2)

u(t,x) (3)

xef
Pokazemy, ze mate zmiany warunkéw brzegowych 1 poczatkowyoh oraz zaburze-
nia nieliniowego powodujg mate odohylenia rozwigzania u(t,x,co) od stanu
zerowego. Bedziemy zakiadaé, ze prooes £(t,co) posiada Srednio-kwadratowg
pochodng, oo umozliwia przeprowadzenie transformacji
u(t,x) = w(t,x) + £(t,co) u)

po zastosowaniu, ktorej réwnanie (1) przyjmie postaé

= (L0 + A(t,x,c0)) w (t,x) + A(t,x,a>) £(t,w) -

+ F(t,x,w(t,x) + £(t,co), co)

w(0,x) - 0(x) - £(0,co0) (6)

w(t,x) =0 (7)
Xer

Do analizy ukitadu wykorzystany idee zaproponowane przez Mowozana, Wanga,
Tylikowskiego i innyoh. Dwa pierwsze twierdzenia bedg sie opieraty na wia-
snosciach poétgrupowych rozwiazan, pozostate na funkejaoh analoglcznyoh do
funkoji Lapunowa. Jezeli przez 8§ oznaczymy operator potgrupowy ge-
nerowany przez LO, to uktad (5-7) mozna zapisa¢ w postaoi

t
w(t,x) = $(t,0) w (o,x) + i i>(t,s) A (s,x,co0) w (s,x) ds +

+ F(3,X, w (s.,x) *+ £(s,co),w)] ds .
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Woprowadzimy nastepujace definioje stabilnos$ci:
DeflnloJa 1

Méwimy,  ze uktad (1-3) jest stabilny globalnie w sensie Kozina, jezeli

A lim llu (t,x)] =0
u(0,x)eM t—30

z prawd. 1 Mjest przestrzenig funkcji ograniczonych, oo do normy z prawd.
1.

Deflnloja 2
Méwimy,  ze uktad (1-3) Jest lokalnie stabilny w sensie Kozina, jezeli

\Jé!u (0,x)f <3 => lim u (t,x)]| =0 z prawdop. 1.
8> t- -

Deftnio.la 3

Méwimy, ze uktad (1-3) jest lokalnie stoohastyoznle stabilny «zgledee
trzech norm, Jezeli

A A \Y lu 0,x)] 0+ IMN(t,w)] <r =* A P (co:
d>0 s>0 r>o 1 0

lu (t,x) | 2>6 I< 6,

Definicja 4
Mowimy, ze uktad (1-3) Jest stabilny stochastycznie wzgledem czterech
norm przy stale dzlatajgoym zaburzeniu F, Jezeli

ée\o 5A>\0 \>/0 flu (O‘X)| 0 + llE(tw)i 1 + iF (t,x,u,c0)[2 <x

A P flu (t,x)] 3>6| <6

Hwaga 1

Horny wystepujgoe w deflnicjaoh (3) i (4) mogg byo identyozne. Bedzie-
my wtedy méwi¢ o stabilnos$ci wg jednej normy. Na ogét normy wystepujace w
definicjach bedg zaleze¢ od czasu.
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2. Podstawowe rezultat.y

Biorgc pod uwage posta¢ ukitadu (1-3), nie zmniejszymy ogdlnosci rozwa-
zan, jezeli przyjmiemy, ze badana funkcja u(t,x) e K* z prawdop. 1,
gdzie V* = ju (t,x,co0):

fi(t
Przyjmiemy takze, Ze wszystkie niezerowe elementy macierzy ¢)(t,x,co) sg z
prawd. 1 ograniczone z gory oo do normy. Tak wiec bedziemy bada¢ stabil-
no$¢ u(t,x,co) =0 w klasie M*
Liczba ft wystepujagca w deflnioji klasy M* jest dobierana w zaleznosci
odt 1 lim v(t)=0.
t —e0

Twierdzenie 1

Jezeli
oraz [$(t,0 )] <09”~"
i lim £{t,co =0 oraz i .
(i) I £{t,co) | Jim &0 z prawd. 1

(iii) F(t,x,w(t,x) + £(t»w),caj, jgi?(t,w) w (t,x) z prawd. 1
gdzie p(t,co)—-0 przy Jw (t,x)|—-0z prawdop, 1

(iv) istnieje prooes stoohastyozny B(t,co) taki, ze

< B (t,co) z prawd. 1

(V) lim
t—o00

prawd. 1

to uktad (1-3) jest stabilny w sensie def. 1.
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Uwaga 2.

Bioragc pod uwage definioje klasy M* oraz zatozenia (VI) otrzymujemy
ze supl_*]---} wystepujace w zatozeniu (iv) istnieje dla kazdego skonozo-

we li*< >
nego t, poniewaz wtedy [wCtx,co>[J > p(t), a lioznik jest ograniozony. W
wypadku gdy w(t,x,co) — O, to z definioji klasy M* wynika, Zze jest to nmo-
zliwe tylke wtedy, gdy t—*» , ale wtedy lioznik takze dazy do 0, oo u-
sprawiedliwia przyjecie zatozenia (iv).
Dowod

Przechodzac do normy || ||i wykorzystujagc zatozenia tw. otrzymujemy
z(9}

t

w(tx)l < [$(t,0)]] |w(0,x) [ + | [®<t,s>S [A(s,x,i0)fl [lw(s,x)S 0s +

%)
t t
|18 (t,s)I B(s,co) fw(sx)|l ds + [ fI$(t,s)| [NCs |  [lw(s,x)[|ds

wykorzystujagc nierdwno$¢ Gronwalla-Bellmana oraz zatozenia (ii),(i) otrzy-
mujemy

fw(t x) < C [wOx)|l exp [-¢t] exp C| [I[A(8tx(oi)] +
(10)
+ 3 (s,co) + (3,00 ] ds
[lw(t,x)] < C |jw(O,x)lexp [t * +£J 1A i3»owl
O
+ B (s,co) + 1P GaviO)!! ] d3

biorgc pod uwage, ze - jt + [B (3»0> +

+ il (s.x,c0)] + fx>(s,co)]]d dS < o z praw« 1
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otrzymujemy
* 11® |* (0,x)||<c5 , ale to wynika z (6). MieliSmy
u(t,X) - W(t,X) + E(t,OJ) y (13)
a Wiec
fut ) < IwE)ll + [EEw>] (14)
skad otrzyruj emy
lim Ju(t,x)| «Oz prawdop. 1 (15)

ai®g? i
Jezeli prooes B (tfoj) z tw. 1 jet. silnie stacjonarny i ergodyozny wa-

runek (T) mozna zaatgpid warunkiem atjp E B (t,co) < X 1 analogiognie
t>0 a

Twierdzenie 2

Jezeli

(i) A < Ce"rt2étlt
1%2

(ii)l prooes Bl (t,co) speinia stabe prawo wielkiob liozb, gdzie
(t,co) m B (t,u) + Hp (t,co)] + IA (t,x,a))|
(iii) sup E B< Ct,g) < i
t>0 1 c
(1t) ?(0,co) -O z prawd. 1,

to uktad (1-3) Jest lokalnie stabilny w sensie definlojl 3 wg normy.
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Dowod

Modyfikujago dowdd podany w praoy Tylikowskiego (1) otrzymujemy:

A A VIIW 0,X)|| < s=> A “O w (t,x >6]<6 i(16
A A Vo X AP (W )l >8] i(16)

Biorgo pod uwage ze: u (t,x) mw (t,x) + §(t,co) otrzymujemy ||o(t,x)|| <
<|lw(t.x)|] + [*(t,dd|, Jezeli przyjmiemy ze |u(t,x)|> 6 to tym bar-
dziej w(t,x)I + ]|E(t,u))| > €.

Otrzymujemy wieo cigg nieréwnosci

pjcos(lu(t x )l > fij <piojj Iw (t,x)|| +[[f(t.cp)ll >t < P{UI

(7)
Pow(t,x)] >~ +plwj li(tru)|>"].

z definicji stabllno$ol wynika, ze ||£(t,w)! < if przyjmiemy bez zmniej-
szenia ogdlnosci, ze r < 2 , otrzymujemy wtedy

Pijw: [E@wW) > || - O, (18)

a wieo jezeliwybierzemy r tak jak wpraoy (1) dla N - £to otrzymuje—
my na mooy def. 3, (17) (18) nastepujgoe:

A AV wexll + [IMclt < * = A pl<rt Ju(t,x) 156 1<0 (19
e>0 3>0r>0 lTw(e.x)ll [17(t,cj)l » ) pll lu(t,x) >cJ (19)

ale |w(0,x)j na mooy zatozenia (iy)mamy |w(O,x)| m |u(0,x)|] co konczy
dowod.

SLiSS-i
Wwypadku gdyby £(0,00) £ g SOzna zmodyfikowadé definicje (3) » naste-
pujacy sposob:

A A V juOx)Ff +2mx UQO,d), mx [ too)l <S *»
6>0 5>0 r>0 t>0

P lu(t,x)] >¢|< 8 (20)

ny wtedy w (19)

lw{O,x )S< |l«(OfX)|| + 1i(0,u))|
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1 oczywiscie, jezeli |n(0,x)|| + 2 max[ |$(O,008 max ||{(ttw>| 1< , to tym
bardziej t>0

lu(0,x)|| + |*(Ofco)|| + ||E(fc,w)|| < r.

Przyktady wyznaozania operatora fit"t.,) mozoa znalez¢ w praoy Wanga,
wzglednie praoy Tylikowskiego [i]. Dla badahn stabilno$¢ uktadu  w sensie
definicji 4, wprowadzimy funkcje V(t,u,"»F).

Twierdzenie 3

Jezeli Istnieje funkoja YitjUinjJ) > 0 spetniajgoa nastepujace warun-
ki:
(i) Jest dodatnio okre$lona wzgledem normy ||. A, tzn.

A V. A j«(t,x)L>6 =S Y(t,u,£,F) > f
n>0 f>0 t>0 3

(iii VCttu,MF) Jest oiggta wzgledem norm |.||#, j.fI™ | .i2 « punk_
ole t * O, tzn.

A Vo Ilu(o,x)|0 +|£ O.co)™ + |r(o,xf«#twl <* =*

=>Y(0,U0, i tFi < fi

(iii) \ A Vitu"F> < X(tco) V (t,tt,E,F)
*(t,co) t>0

(lt) E V(0,uo, £(0,0 F (O,x,u0,0>) exp J X(s, @) ds<

t
< V(0,u0, £(0,co0), F(0,x,uo,co) E exp J X(s,qj) ds z prawdop. 1.

t
(v) E[exp J X(s,u))]ds < M< oo

wtedy ukiad (1-3) Jest stabilny w sensie deflniojl 4.
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Do« (53

Z zatozenia (ill) wynika, ze
Vit,u,&,F) < V(0,u,C,F) exp 1 x(a,uj) ds (20)

i usSredniajac przy wykorzystaniu zatozenia (IV) otrzyouleny
t
E V(t,U,£,F) < V(O,u,E,F) Eexpj X(a,u>)ds (21)
0

przyjmujgo dla dowolnyoh fi>0, 6>0
b - luf V(t,u,£,F) £ (22)
(u,t,£,F)e |Musfu||3>fe |x | tst » O-]1x{ Fs||F||2> 6 )*{iiK, I1>c]|

w warunku olggtosoi funkojl V mamy

vV |lu(0,x) I+ ||£O,c0) 1 + ||[F(O,x,u cO)l <71 =*
r>0 0 b

(23)
=>V(0,u , £(0,<0) F (0,x,u ,co)) < £
1 z nieréwnos$ol Czebyszewa wynika, ze
PAcoS ||u(t,x)||>fcj<<3 (24)

Mozna uzyska¢ zdecydowane uproazozenie zatozenia (iy), Jezeli przyjmiemy
ze i(0,c0) «O z prawdop. 1 oraz, ze F(0,x,uo,w) »O z prawd. |.Wtedy noz-
na przyjac, ze V(0,x, £0,u>) F O,x,u0,co0)) « W (0,u0) - Jest funkcjg zdeter-
minowang. Wtym przypadku mozna by rozwazaé¢ stabilno$¢ tylko wg  warunku
poczatkowego.

11138«.2,
Zatozenie (ly) powyzszego tw. Jeat bardzo krepujgoe, gdyz w wypadku
t
gdy V(O,u0,£i0,0) F (0,x,uo,cj)) oraz erp | X(s,vj) ds byly niezalezne [o0

czysto ma miejaoe], to wtedy V(0,uo, £(0,co) F P,x,u0,w)) powinno by¢ zde-
terminowane.
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Mozna wleo eatozenia (Ir) eastagpid nastepujacy»;

t
Vio,u0, £(0,u>), f (0,x,u0,05) 1 «xp | x(*,co) da

sg nienalezne.

V tye wypadku nozna powtéreyd dowdd twlardeanla 3 pxey naatepujgoyoh enla-
naoh.

Z warunku (11) wynika, za

E TIO«, ¢(0|WFf FO ) < A

praj odpowiednio dobrania r* Korajretajgo z (Ir) aaaj
1 THW.,fF) < EY(O,n#,£(0,w) F(0,x,ugqmd) . E axpJ X(s,co) da

wablerajgo b analogloenle jak a dowodni* tw. 3 atreynanynaponoog nle-
rownodol Csebyaeeea jago tone.
Bednleny dalej roewazad rownani* paatael

g “iji*! te V *! ¢ F(*tt,.,co>
u(t,x)||Xsr. -On prawd. 1 1 F(x,t,0,co) -On prawd. 1 (26)

Bednleny bada6 atablino6dé lokalng togo réwnania w aonal* Konina wykoray-
atujgo lenat Westphalla-Frodlego odpowiednio modyfikowany.

tenat westphalla-Prodlego (modyfikowany)

Nleoh u(t,x,co) 1 v (tx,0>) bedg preestreenno oeasowynl procesami sto-
ohastyoenynl, ktéryoh realleaoje e prawdopodobienstwem 1 ag olggle wran n

poohodnynl oegatkowynl ®t* ux * *x x * Tt' Tx ' Tx x |J P*awd»l «p**
nione nleréwnodol 1 i~ 1 1

Tt < F(x,t,T,41,41)t
n prawd.1l

«t > ANy ARtPITTIjIf
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wowczas, Jezeli

P I w: o>(x,tco) - u(x,t,co) > o 1 dla x,t, e B

Pius r(x,t,<J) - u(x,t,o) >®I w1 dla x,t, e B.

Jezeli G jest obszarem, w ktér;m okreslone jest rownanie (25) z brze-
gien r , to rozpatrz;m; o + 1 - w;mlarow; obszar B m [ff+r] # x[0,T],Przez
E oznaoz;m; wnetrze tego blpero;lindra, przez BT uktad punktéw (x,T),
gdzie i e 5 a B bedzie pozostatg ozeb6olg granlo; B. Wted; B m E + Bj, + B
Dowad

Ustalm; co ze zbioru Si , dla ktérego odpowiednie reallzaoje uu 1 r(J
sg olagle i wprowadzili; funkoje u —o » ¢.  Zaldznj, ze zbidr punktow
(x,t), dla ktér;oh g7ixjt) < O, nie jest niar; zero. Z zatozenia o0 olg-
gtoool reallzaoji w;nlka, ze N_ takie ze e (x,t)*O oraz £,(x,t) > O

dla t < tTx e GPunkt (X})x ]test punkien wewnetrzn;m B, poniewaz na
B zaohodzi 10(x,t) < O«

Mam; t~tajt) » Odla x e G, a wieo funkoja g”ixjt) rozpat»;wana jako
funkoja x osigga wewnetrzne minimum w puhkole (x,t), a wieo w t;m punk-
ole

>0 (27)
N(x,t) < 0.
Mam; wieo
TmU
«i * »i (28)
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Przyjmijmy dodatkowo, ze forma Jest dodatnio okreslona dla

prawie kazdego o> . Na mocy znanych tw. o fornaod kwadratowyoh mamy

(29)
Otrzymujemy
Frix.t.u.p”p” ) - RO(x,t,v,gl,g9lj) - (PiJ-*1J) > 0 »
gdzie wielkos$ci zaznaozone kreska nalezy eblioza¢ w punkcie (x,t)
Mamy wiec
Ut > Fcoii»t »a»Pl»Pij) > FAix.t.T.gj,«r) > (30)

0os Jest sprzeczne e (28). Tak wiec zbior punktow, dla ktérych g@Ix,t) <O
jest zerowy.

Poniewaz gCl(x,t) byta ustalona dowolnie, wiec zachodzi teza lematu dla
prawie kazdej realizacji, co ko6ozy dowodd. W dalszym oiggu bedziemy roz-
wazadé funkcje u(t,x), takie ze |u(t,x)| < K, gdzie K Jest pewng stata.
Oznaczymy prawg strone (25) przez L(u)

Twierdzenie 4

Funkcja u(t,x,to) Jest rozwigzaniem (25) i dla prawie kazdego ® u, u®,

Ny, U_ _ sg funkcjami oiggtyml dla x e GeT i spetnia Jednorodny wa-
ruuek brzegowy.
ii) forma jest dodatnie okreslona a
ii) f j dodatni kresl dl
X e G+r

(iii) istnieje funkcja f(t,x,w) taka, ze

oraz tIIIe 3>(t,x,cc) m0O jednostajnie wzgledem x, s prawdep. 1.
-»00

(ir)y f(0,x) » 52 dla X e G +T ,

te réwnanie jest stabilne w sensie def, 2«
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Dowodd
Korzystajgc z lematu Westphalia—Rrodlego otrzymujemy Zze aa  brzegu
Budt,x) < $Jt,x) z prawd. 1 o ile |uNO,x)W5 . Tya samym otrzym»-
jemy w oatym obszarze B dla prawie kazdego o;
ujt,x) < $J3t,X)
Przeohodzgo do granicy t —»°0 otrzymujemy o ile |[Ju(0,x)|<5 z prawd. 1,
lim ajt,x =0 z prawd. 1 ,
Jim - lajt x| p
oe konozy dowdd.

Przykiad 1
Zbadamy stabilno$¢ réwnania

N - L(u> + F(t,x,u,co) (311

przy dodatkowym zatozenlus ts F(t,x,u,cc) < X(w) u2 z pr. 1, s lle f»f < |
gdzie X(cj) jest funkoja przyjmujaca z prawd. 1 warto$ol dodatnie 1 uto-
zymy, ze lIstnieje stata X , taka, ze max X(0) -e Xx.,pomnozymy obie stro—
ny réwnania (31) przez u. @ :

Otrzymamy wtedy

2
- L[u2] ~ abj(x) uxl Wi + 2 u F (321

wykorzystujgo poozynlone zatozenia. Otrzymamy

*7F < + «* < b[«f) X2 u2 (331

dla ustalenege o (33)
wprowadzimy dla ustalonego cc funkoje

$ (x,t) m£ (A-e X11 "7 (331

gdzie wystepujgoe state sg odpowiednio dobrane.
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SfF+L$+X,28 . azM jct+AHA-en1)

-on~ (D2 a, + DV) (34)
Dla dowolnego f2 > 0 moz dobra)c' D > 0 tale, aby (D2 ag * Db.) > 62.
Natomiast przyjmiemy A - e”| + y% gdzie y* < 1. X, Jest maksymalng wa*-
tesolg S +T . Wybierzemy < ta, aby (<t+X.j)< 2 - ®1 1
N/ enrl < K. Wiedy > L [$]+ 1 ®> 82. jezeli |ujx,0)|<8

dla x ¢ S blergo pod uwage warunki brzegowe otrzymujemy na mooy lematu,
ze ®<j>u2™ w B, a wleo dla prawie kazdego ustalonego o> otrzymujemy
lim u”(t,x) * 0 jednostajnie wzgledem x, a wleo mozemy przyjaé., ze
t-*-00

lim Ju(t,x)|- 0 z prawd. 1.

t«*.00

Dodatkowo zatozenie, ze u? < X(u>) up pozwalato nam stosunkowo tatwo przy-
ja¢ funkoje $ (x,t). Dla konstrukojl funkojonatéw mozna uzy¢ metody poda-
nej w praoy Infante, Flauta po odpowiednioJ medyflkaoji.
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CE yCTOVIHKBUCTIfi HEJttiHSIHUX yPA3HHUIU IIAPAEOUKHECKiro TKDA
CO CliyaAnHAi.il. KOu<MilimiEHTAi«li

p e 3d Me

B 3TOM palGoTe uu uccjieayeu cjiyuaiiHyx) ycTolUHBOCTt HeKOTopux HeJdiHHeKnux
cucreu npH iicmohw jieuun W estphalla-Prodie’go ueroxou JlanyHOBa u ueToxou,

ocHOBaHHtiU hu HepaBHOCTK EpoHBajuia-EejiJiMaHa.

THE STABILITY OF SOLUTIONS OF PARABOLIC DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH RANDCN COEFFICIENTS

Subbsary

In this worlc we analyse the 3tsohastio stability of some nonlinear oon-
tineus systems subjeot tfr atoohastio perturbations. W have applied West- '
phall-Prodie’ s Bodified theore of Lapunov’s Bethod as Mil as the method
supported by Gronwall-Bellman.



