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0 STABILNOŚCI PEWNYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH

S tre s z o  z e c i e .  W praoy będziemy rozważać s ta b i ln o ść  rozwiązania żerowe
go układu oiąg łego  opisanego równaniem o poohodnyoh oząstkowyoh typu p*-  
rabolloznego  przy s t a l e  d zla łająoyoh  zaburzeniaoh aa brzegu.

W p ie rw sz e j  c z ę ś o i  praoy badany s ta b i ln o ść  przy ponooy funkoji  analo
g io  r.ny oh do funkojonałów Lapunowa. W drugiej oeę śo l  badany s t a b i ln o ś ć  Z— 
kładu przy ponooy zasady nazlnun dla równań parabolioznych, a w t r z e c i e j  
rozważyny s t a b i ln o ś ć  pewnego układu dyskretno-o lągłego  z Jednostronny* 
sprzężeniem. Otrzymane wyniki nośna stosować zarówno do okładów d e t e r n i -  
n istyoznyoh, Jak 1 losowyoh. Wszystkie wyniki są sfornułowane d la  prooe-  
sów losowyoh czasowyoh, a le  nożna je  przenieść  na przypadki determ ini
s ty cz n e .

1. Q _stą tllD Q Śol pewnych Układów _ o la g ł jo h  Przy s t a l e  dzla ła lao ra fc  zaburze
n iaoh  na brzegu

Zakładany, że układ dynamiozny posiada następująoe w łasoośoli

1 .  określony Jest  na przestrzennym k-wyn. zb iorze D C Efc z brzegiem C na
p rzed z ia le  ozasowyn [ o , ° ° )

2 .  opisany J e s t  równanien

-  L ( t ) u ( t , x )  d la  x e D (11

G it)  u i t , x )  ■ £ { t ,x )  dla x e D ( 2 )

u ( 0 , x )  -  £ {x )  , C3)

gdzie  L i t )  J e s t  n a o le r z ą  za w ie ra jąc ą  o p e ra to ry  rćżniozkowe względen zmien
nych p rz e s t r z e n n y o h ,  k tó ryoh  w spó łczynn ik i  nogą być p rooesan l losowymi» 
czasowymi, G i t )  -  J e s t  n a o le rz ą  za w ie ra jąc ą  o p e ra to ry  rćżniozkowe wzglę
den zmiennej czasow e j,  k t ó r e j  w spółozynnik i mogą byó prooesami losowymi, 
£ft ,io)  J e s t  p rocesen  losowyn.
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Będziemy z a k ła d a ć ,  że i s t n i e j e  G~1 ( t )  1 oznaozmy

G_ 1 ( t )  £ ( t ,  x} = ? ( t ,  , x ) d la  x e C.

Nieoh prooes  losowy £(t,x ,u>) dąży do ze ra  z prawdopod. 1 przy t —► 00 •
W d a lszy c h  rozw ażanlaoh  będziemy zwyozajowo pom ijać w z a p i s i e  prooesu
losow ego. Będziemy badać s t a b i l n o ś ć  ro zw ią zan ia  zerowego układu

dla  o e D d r)

G(t ) u i t , x )  -  O x  e C (2^

u (0 ,x >  * 0 .  (}')

przy warunku brzegowym ( 2 )  1 poozątkowym ( 3 ) ,
Nieoh H będzie p r z e s tr z e n ią  H llb erta  rzeozyw lstą  o elewentaoh będąoyoh 
funkojaml wektorowymi o lągłym l w DxT. Wprowadzimy l lo o z y n  wewnętrzny wzo
rem:

< y » z>  •  I y ( t , x )  z ( t , x )  dD ,  U )

gd z ie  znak " i” oznaoza tran spozyoję .
P rzestrzeń  s ta  niw s  wkłada definiujemy jako podprzestrzeń H z e l e z e n t a -  
ml-wektoraml s p e łn ia ją o y a l  warunki brzegowo ( 2 )  1 Inne warunki g ład kod ol.  
Dla stanćw poozątkowyoh u ( 0 , x )  ■ f>(x) wprowadzimy normę

I u (O , x ) | « iu 0 K ■ < a 0 , Mu# > ,  ( 5 )

gd z ie  M j e s t  pewnym symetrycznym maolerzowym operatorem względem zmien
nych przestrzennyoh, dodatnio określonym. Ponieważ warunki brzegowe ( 2 )
można rćwnleż zap isać jako u ( t , x ) |  - t > ( t , x fu>), s l ę o  wprowadzimy normę

lx e o

■ sup t , x , w )  p ( t , x , 0j) .  (6 )
t  ^ 0 '

r>
Dla r o z w ią z a n ia  wprowadzimy normę

|u C t ,x ) |L  « sup E < u , B ( t ) u > ,  (7 )
t >  0

g d z ie  B ( t )  z o s ta n i e  zdef in iow ana  p o n i ż e j .
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D e f in io i a  1

Rozwiązanie t ry w ia ln e  u ( t , x , w )  » O równania (1 )  J e 3 t  s t a b i ln e  w s e n s ie  Ko
c i  n a ,  J e ż e l i

Defln lo .la  2

Rozwiązanie t ry w ia ln e  u(t,x,o_>) = 0 układu (1 )  -  ( 3 )  J e s t  s ta b i ln e  ■ praw
dopodobieństwem 1 względem 3 norm | * » « l 0 f | « » * l 1 ; l .  , .  || 2 ,  J e 
ż e l i

z prawdopodobieństwem 1 d la  norm I  .  , .  0 ; | .  , .  | |1I II • » • | 2 okre
ś lo n y ch  w p r z e s t r z e n i  M w sposób dowolny, sp e łn ia ją o y o h  postu la ty  normy.

g g £ m ° j ą , . ?
Rozwiązanie t ry w ia ln e  u ( t , x )  » 0  J e s t  l o k a ln ie  s t a b i l n e  s toohas tyozn ie

D e f in io ia  4

Funkoja V ( u , t , p )  J e s t  o ią g ła  wg ś r e d n i e j  względem | | ( u ) o , t ) | 0 i  | v ( t , x )  || 
d la  t  -  0 ,  J e ż e l i

gdz ie  B (t  ) J e s t  pewnym symetryoznym operatorem  H-—-H .  a p ( t , x ,c j )  J e s t  pro- 
oe3em ozasowo-przestrzennym określonym w D ta k im ,  że u { x , t  ) = p ( t , x  ) d la  
x e C.
Z a ło żen ia  dotyoząoe f u n k o j i  V względnie B i t )  będziemy formułować w toku  
tw ie rd z e ń .

A 11» || U ( t ,X  ,C o )  |  ■  0 .
U)  t-»°°

względem 3 norm | | .  , .  | | 0 ; || - , .  | .  , .  || 2 ,  J e ż e l i

A A  V  ( | | u ( 0 , x ) f  0 + | ? ( t , x ) | | 1 ) < 5  =!> pito: fu ( t  , x ) ||2
r>0 fi>0 §>0 ' ćr>0 fi>0 5>0

> ć  < *

( |»o llo + l ? i 0 »x ) l l '  < * => E V(u0 , 0 , ^ ( 0 )  <fi>

T w ierdzenia  o s t a b l l n o ś o l  w gpąro lu  o metode Łapunpwa 

Wprowadźmy funko ję  Y: s x A x  s — ► s ,  A= [0,«>)

V ( u , t , n ( f 7 r ) )  - < u ,  9 ( t ) u >  + p ' ( t , x )  ? ( t , x )  , (8 )



O góln ie  zakładamy, że

V V ( u , t , ? )  > L ( u ( t , x ) )
L >  0

o ra z  «prowadzimy poohodną ozasową wzdłuż t r a j e k t o r i i

V (u , t , i ? )  -  <Lu, Bu> + <Lu, BLu> + <u,B u> + ^  [ ( t / ( t , x )  ? ( t , x

on można d a l e j  za p isa ć

V(u) - < u ,  N it  )u> + j y ( t , x )  i ? ( t , x ) ] ,

gdz ie

N it ) -  L*B + BL + B

(gwiazdka oznacza t r a n sp o z y o ję  m a c ie rz y ) .
Łatwo s p o s t r z e o ,  że o p e r a to r  N i t )  J e s t  symetryozny.
Rozpatrzmy problem

N it )y » A ,Bit)y , y e S .

V t e j  o z ę ś o l  praoy obowiązuje z a ło ż e n ie ,  że powyższy problem ma 
n l a  i  i s t n i e j e  maksymalna w ar to ść  własna >u max.

T w ierdzenie  1

J e ż e l i  i s t n i e j e  o p e ra to r  macierzowy B i t )  t a k i ,  że

i  V* A V <U, B ( t ) u >  > M„
t  > 0  Mo
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i i

i i i

lim £ | .A > n « x ( t )  d t  < O

A A 11» ? ( t , x )  -  O ,
u> x e C t —•«>

)]» (9 )

i1P )

( 1 1 )

(12 ) 

ro z w ią z a -

(13)

(14)

(15)

B« Ja n le o

to  ro zw ią zan ie  t r y w ia ln e  u ( t ,x ,c o )  -  O układu  (1 )  j e s t  s t a b i l n e  w se n s ie  
K ozina .
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Dowód;

Rozpatrzmy i lo r a z

67

_ < o ,N (t  )u> + & [ p ' ( t x ) ,  p ( t , x ) ]
" <u ,B łt  )u> + v ' { t , x )  \ H t , x )  “

<n,  X B(t )u> + [ > / ( t , x )  p ( t x ) ]
“ <U, B(t )u > +  > /(t ,x  ) nl t  , 1 ) “

X, < u ,  B ( t ) u >  + [ i / ( t , x )  p ( t , x ) |
” <~u, r i t t )u >  + m t , i l  n l t , x T  *

ponieważ T)'(t,x) p ( t , x )  >  0 ,  więo

X < u ,B ( t )u >  + -fe [ p ' ( t , x )  ? ( t , x ) ]
*  ----------------- ~'~< S ; 5łŁ ła>------ 1-----------

< X n a x  + ^ ^ -  [p ' ( t ,x )  p ( t , x ) ]  .

Po soalkowaoiu otrzymujemy

t
V ( U , t , p )  <  V ( u o , 0 , p ( o ) )  e i p ^ j A n a i  ( a )  d a  +

O

+ l ó  ?<*»*>].

W oparoiu o (14 > i  (15 )  m a n y  w ięo , że

A ,  A  11» V ( « , t ,p )  -  O
X  6  D  CO t — 0 0

o ż y l i  l i *  L j u ( t ,x ) |  ■ O dla każdego co i  dla każdego X e Dt a więo
t-̂ OO

£ j lła idzeoie„.ą

Przy założenlaoh  twierdzenia  1  przyjmujemy dodatkowo:

t  A

1 exp [ I X nax (T) ar  + ^ ' ( t , x )  p ( t , x ) ] < 1  t > 0  e  prawdop.1

« w «

(16)

(17)

(18 )  

teza.

(19)
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i i  s  prawdopod. 1 i?(0,x,u>) «>0 ( 2 0 )

i i i  i s t o i e j e  s t a ła  p  taka, że < « 0 ,B (t  )u0> < b  < a Q Siu# > ,  wtedj

iOBwiąsaals tr jw la ln o  u(x ,t ,u>) > o układu ( 1 ) j e s t  s t a b i ln e  n
prawdop. 1 «

Dow ód 8

larBjstaHjr e ( 1 7 ) .  Steaująo za łożen ia  (1 9 )  -  (2 1 )  o tr s jn u je n y :

7 ( u , t , p )  <  V(«8 , 0 , 0 ) )  - < n # ,B ( t ) a 0> < /)  <  n0 , Mu0> ( 2 2 )

z prawdop. 1 .

< u ,  B(t )u> ♦ ę ( t , x )  p ( t , x )  < p  <u 0 » Mb0> b prawdop. 1 (29 )

Ponieważ

p * ( t ,x )  p ( t , x )  >  0 ,  (24 )

WifO

< u ,  B i t ) u >  <,/b < u 0 , Mu0> b  prawdop. 1 ,  ( 2? )

a w ifo t j*b ard s leJ

< u ,  B(t * > 4 p  < « # , Maj> i y ^ ( t , x )  ? ( t , x )  b  prawdop. 1 (26 )

Biorąe p arteóć  eooakiwaną, a następn ie  su pro tron po x i  t  otrzynanj

sup I <  u , B (t  )■> sup Ep < n 0 ,  M«0> + rap r v / ę ' ( t , x )  ? ( t , x )
t  t  t  "

rap E < ® , b ( t ) m > 4 p  rap < * ^ ,  Mm0> + rap & \ j i f ( t , x )  r>(t,x)'

W «papolu •  ( 1 5 ) ,  ( 6 ) 1  ( 7 )  many 

| |® ( t ,x ,w ) |2 ś p  | f a ( 0 ,x ) |o ♦ iT p it .B ,^ )^  ■ prawdop. 1 .
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Niech K * max

| | u ( t , x f o » |2 <  n [ ( | u ( 0 , x )||0 + 127 i

Kładąc w d e f  ,  2 8 » ^  otrzymujemy te zę

ITwaga 1 (do tw .  2)

Wyrażenie jjj— >/{t , x ) p ( t , x )  b io r ą c  pod uwag? d e f i n i c j ę  s t a b i ln o ś c i  może
być uczyniona d o s ta te c z n ie  małys p rzy  odpowiedni® wyborze 8 ,

Wniosek 1

V(ust , p >  o k reś lone  wzorem (8 )  j e s t  c i ą g ł a  względem noro ||u)|0 i  I P i ^
d la  t  * 0 .

Powća

W przypadku gdy p(0,a>) - O z  prawdop. 1 wniosek wynika natychm ias t .  Doaćd 
przeprowadzimy d la  ę i O sx,cc> ji 0 ,
Na aooy (24 )  i  ( 2 2 'i

7 ( u , t , p ) <  < u ,  B it  ) u > +  p ' ( t , x )  n ( t , x )  ( 2 8 )

d la  t  -  0

V(uo l O ,ł^O fx , w ) K  < u 0 » + »/(0,x,co) n (o ,x ,o ) )

< b<vi0 , Mu0> + sup^ i p '(0 ,x ,w )  p (O fx ,w ))2 

<-ib<uQ, Mu0> + sup^ij'(0 , x  ) r>(0,x) .

. y V'(o ,x )  o(o , x )

Blo rą o  pod uwagę z d e f i n i o j i  s t a b i l n o ś o l  (2 )  l l p l ^ S  możemy p rz y ją ć ,  że
Y / 7 <1.
o ż y l i

E V(uo , 0 , p ( 0 łx ,a j ) )  < yt) < o Q tóu0> + sup E ^ Q . x )  O (0?x )
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przyjm ując t e r a z  za normę || ■ sup E~V^\o ,x )  t>(0,x) otrzymamy w o p a r -

oiu  o (5 )  oo n a s tę p u je :

< u o Muo> +  I r l l i  <  n [ h 0 +  W ] 9

gdz ie  N « nax (,bt 1 )*

Kładąc ® ” jf mamy s p e łn ie n ie  d e f .  4 .

Z wniosku wynika natychm ias t  przy z a ło ż en la o h  tw .  2 lo k a ln a  s t a b i ln o ś ć  
s to o h a s ty o z n a .

Uwaga 2

J e ż e l i  X n a x ( t  ) J e s t  prooesem ergodyoznym 1 s i l n i e  s tac jonarnym , to  wtedy

EXmax ( t  ) .

P rzyk ład  1

J e ż e l i  rozpatrzym y ( p r ę t )  kolumnę, to  równanie małyoh o d k sz ta łc e ń  po
przecznych  (bezwymiarowyoh) będz ie  miało p o s ta ć  we wspćłrzędnyoh bezwymla- 
rowyoh x ,  t

t
w powyższych sformułowaniach można z a s t ą p i ć  lim

t —00
przez

o

z warunkami brzegowymi w p o s t a c i

w (0 , t  ) ■> w (1 , t  ) = O

92w (t .O )  „ 32w ( t . 1 )  „
9x2

O,

g d z i e :  u ( t , x )  = w ( t , x )  ; w ( t , x )  J e s t  przemieszczeniem
T ( t , x )  v ( t , x )  p r ę d k o ś c ią .

Za Hsu i  Lee wybierzmy

M « (29)
O 1
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BCt )

t. * 9 ^ T fr2 f>
^  <9? 2 + T  ?

/>
?

(30 )

gdz ie  q ( t ) ,  L2 mogą być u s ta lo n e  w z a le ż n o śo i  od procesu  f ( t ) .  Łatwo moż
na sp raw dzić ,  że m acie rz  B ( t )  s p e łn ia  za ło ż e n ia  tw ie rdzen ia  1 , o i l e  w Ja- 
go sformułowaniach p rz y ją ć  p ( t , x )  = 0 .  Możliwe J e s t  w tym przypadku przy
j ę c i e  fu n k o jo n a łu  o s t a ły o h  współqzynnlkaoh. Przyjmujemy wtedy q ( t ) = O

Lg * ^  1 po rozw iązan iu  sprzężonego problemu własnego otrzymujemy

X Bax( t  ) » -  fr + 08x3
D

(31)

Ze wzoru (31 )  wynika w y ra ź n ie ,  że ^ nax ( t )  J e s t  prooesem s ta o h as ty cz n y a ,  
o i l e  f ( t )  J e s t  prooesem. W przypadku p r z y ję o ia  ą ( t  ) ł  O problem u le g a  
znacznemu skomplikowaniu, uzyskuje  s i ę  Jednak dużą poprawę k ry te r ium  s t a 
b i l n o ś c i .
Wtedy

max 2n Jt D2 y 2n i  D2 “Z
max I **»------ |X t ^ -  )Z + ( f ( t H l t )  + >2 ,

I On* ir^Tl \l X

gdzie  D2 -  1 -  + - j Ł ę  .

S zo ze g ć ln ie  oiekawy J e s t  przypadek f u n k c j i  zdeterminowanej f ( t  ł - ę ^ c e s f l t  
W tym wypadku q ( t )  ■ •i'2 R g c o s & t .  Zasadnlozą t r u d n o ś o ią  powyższej t e o r i i  
J e s t  k o n s t ru k o ja  fu n k o jo n a łu  7 .  Pewne metody loh  k o n s t ru k o j l  są  podane w 
praoaoh Tylikowskiego [ i]  , I n f a n t e ,  P la u ta  [2 ] .

2 .  Tw ierdzenia  o s t a b l l n o ś o l  w oparo lu  o zasadę naxlmum

Rozważmy rćwnanle d y f u z j i :

9- i % 2 L U  a ( t , x ) L ^ Ł i + b ( t , x ) 2 Ł j U Ł l  x e ( 0 ,1 )  (321

u (0 , x )  = U0 (x )

u ( t , 0 ) = O u ( t , 1 ) = .

(3 3 )

(3 4 )
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Do ooeny ro z w ią z a n ia  będziemy używać oormy z a le ż n e j  od ozaau | u ( t , x ) | 2 ■ 
■ max | u ( t , x ) |

x e (0 ,1 ' ) .
Łatwe sp ra w d z ić ,  że tale o k reś lo n a  fu n k o ja  s p e łn i a  p o s tu l a ty  normy. Funk- 
o ja  a ( t , x )  >  a 0 > 0 1  b ( t , x )  są u s ta lonym i funkcjam i o ląg łym l w zb io rz e  
[01] x [o , °°).

T w ierdzen ie  3

Rozwiązanie t r y w ia ln e  rćw nan la  d y f u z j i  (32)  przy  s t a l e  dzia łaJąoym  zabu
r z e n i u  na brzegu  J e s t  s t a b i l n e  z prawdopodobieństwem 1 w s e n s ie  d e f i n l -  
o j l  2 .

Dow da

Rozważmy pewną r e a l i z a o j ę  £ ( t , u )  przy  usta lonym o j  .  Zgodnie ze s ła b ą  za
sad ą  maximum d la  równań p a ra b o l ic z n y c h  odpowiednia r e a l l z a o j a  \xw( t , x )  o -
s ią g a  maximum na łamanej s x « 0 lu b  x ■ 1 lub  t  * 0

max u ^ i t . x )  <  max |u (0 ,x > |  + max | u ( t , 1 ) |  + max | u ( t , 0 ) |  
x e [ 0 , l ]  x e g ) , l j  t e A  t e A

(35)
E max l u ^ t . x i l  <  E m a x |u (0 ,x ) |  + E max | u ( t , 1 ) [  +

x e [ 0 , l ]  x e [ o , l ]  t8A

E max | uCt ,0 ) | ; max u ( t , 0 )  » 0 .
teA

przyjm ując:

Hu^it ,ac >| 2 -  E (max|uB(t ,x  )| ) 
x e ( o , l ]

| |u (0 ,x ) | |  -  E(max | u ( 0 , x ) |  )
x e [ 0 , l ]

W

przy ustalonym »  mamy:

|u u ( t , x ) | 2 <  | u ( o , x ) | 0 + | | ^  ( t , x ) | t  .

Powyższa nierówność J e s t  sp ełn ion a  dla  prawie każdej r e a l l z a o j l ,  a wlęo s  
prawdopodobieństwem 1 .  Przyjmująo 5 ■ 6 w d e f i n i c j i  2 otrzymujemy t e s ę .
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Rozważmy d a l e j  uk ład  zaw iera jąoy  równanie d y f u z j i  i  warunki brzegowe w po
s t a c i

1
u ( t , 0 )  -  0 u ( t , 1 )  ■ |  q ( t , x )  u ( t , x )  dx 

u ( 0 , x )  » u0 (x )  ,

gdz ie  q ( t , x )  j e s t  ozagowo-przestrzennym prooesem s toohastyoznym . 

Tw ierdzenie  4

J e ż e l i  rozw ią zan ie  równania d y f u z j i  z warunkami brzegowymi j e s t  ograniozo-
ne oo do normy, t z n .  7 | u ( t , x ) L  < t o  rozw iązan ie  t ry w ia ln e  je s t

M1 > O Ł 1
s t a b i l n e  w se n s ie  d e f i n i o j i  2 ,  gdz ie  zam iast normy | .  , .  używamy nor
my || .  , « |  1 zd e f in io w an e j  w dowodzie.

Dowód

S to su ją o  rozw ażania  ana log lozne  ja k  w tw ie rd z e n iu  poprzednim otrzymujemy 
d l a  prawie każdego co

max I u ( t , x ) |  < max |u  ( t , 1 ) |  + max | u ( t , 0 ) |  + max | u ( 0 , x ) |  
x e [ 0 , l ]  t  t  x e [ o , l ]

1
H max (max l u j t . x ) ]  I q ^ i t . x )  dx + 

t  x * [ 0 , l ]  J

+ max | u ( t , 0 ) |  +• max | u ( 0 , x ) |  
t  x e [ 0 , l ]

max | u ( t , 0  ) |  •  0 .

p r z y j  mująo:

* n a x r IUioCt , x 31 
X  s [0,1]

1

-  £a* |  l i j t . x ' l a x

| u ( 0 , x ) |  -  max | u ( 0 ,x ) |
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mamj

«  ■ » *  ll“ a>( t »x V||2 .  + ||uCO, X > ||0 .  ( 38)

Ha aooy z a ło ż e n ia  o o g ra n ic z o n o śc i  ro zw ią zan ia  co do normy

| | u j t , x )||2 <  M1 | q j t . x ) ^  + ||u(0, x )||0

<  N [ » ą j t , x ) | 1 + || u (0  ,x  )|| 0]

d l a  prawie każdego co, gdz ie  N = max (1 ,  ) .

Kładąc więc 5 =  ^  na mocy d e f i n i c j i  2 otrzymujemy t e z ę .

I I .  Układy e iag ło -d .y sk re tn e

Rozważmy s t a b i l n o ś ć  w se n s ie  Kozina z  prawdopod. 1 nas tępu jąoego  u k ła 
du

— -  [L0 + B(t,co)]  u ( t , x )  (39)

u ( t , x ) x e c ( t ,  w) (40 )

" ¿ ¡p  » H ( t )o ) ( t )  + j  u ( t , x )  d (C ) ,

gd z ie  L0 J e s t  m a c ie rz ą ,  k t ó r e j  niezerowe elementy są  o pera to ram i r ó ż n ic z 
kowymi względem o z a su ,  H ( t )  j e s t  pewną m ao lerzą ,  k t ó r e j  niezerowe elemen
t y  są  prooesam i s to c h as ty o zn y m i.  C oznacza brzeg  o b sz a ru ,  w którym j e s t  
o k re ś lo n y  uk ład  c i ą g ł y .  Wektory u ( t , x )  i  w ( t )  mają jednakowy wymiar,

T w ierdzen ie  5

Rozwiązanie t r y w ia ln e  uk ładu  o ią g ło -d y sk re tn e g o  J e s t  s t a b i l n e  w se n s ie  Ko
z in a  z prawdopodobieństwem 1, J e ż e l i  rozw iązan ie  t ry w ia ln e  uk ładu  o i ą g ł e -  
go i  ro zw ią zan ie  t r y w ia ln e  układu

dw _ H ( t )  w ( t )  ,
ST w ( o , c o ) = 0 z p r . 1  ‘ ’

to - 1
J e s t  s t a b i l n e  w se n s ie  Kozina w prawdop. 1 o raz  ^ f (s)w ds < co w p r z e -

d s i e l s  (0,«>).
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Dowód

Rozwiązanie układu dysk re tnego  można z a p is a ć  fo rm a ln ie  w postao is

w ( t )
" i

i ( s )  w~1 d s )  w0 ,

gdzie

| . nf ( s )  » J u ( t , x )  d (C ) (4 3 )

1 w# Jes t  roawiązaalem układu ■ H ( t ) w( t ) .

Blorąo normę i  przeohodząo do g ran io y  przy t — ► «> otrzymamy l in | |w ( t) | |  -  O 
z prawdopodobieństwem 1 «

Ponieważ: | z ( t  ,x  ) |  <  II u ( t  ,x  )l * Iw ( t  )l d la  każdego więc l im | |z ( t  ,x  ) |-O

gdz ie  z -  ® I, a norma z "z" w se n s ie  norm w ek to ra .
O «D od«

Jako uk ład  o lą g ły  rozważymy równanie h ip e rb o l io z n e

_ 2a 2JŁi*iLl , „ >  o
d t  9x

(44)

t  s
u ( 1 , t )  -  u ( 0 , t )  -  j  [ J  £(1) d l  j ds 

O o

u (x ,0  ) -  Ut (x ,0  ) « 0 , 

k tó re  można zamienić na u k ła d  rozpa tryw ane j  p o s t a o l .
S to s u ją c  do za g adn ien ia  k la sy o zn ą  metodę F o u r ie ra  można s tw ie r d z i ć ,  że 
p rzy  pewnych za ło ż e n ia o h  d la  warunków brzegowyoh układ  ^ J e s t  3 ta b l ln y  w 
8 'n s l e  Kozina w prawdopodok. 1 t z n .  jego  rozw ią zan ie  J e s t  s t a b i l n e  w se n s -  
s i e  Kozina z prawdopodobieństwem 1 przy ozym | u ( t , x ) f 2 <  e - 0 * C przy  u— 
s ta lo n y n  t .
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■ ci  + + j  u c t ^ i  dx
t

i
0

■ tedy

)> d t  <|  exp I t  + 1 £(t 1 d t  ^  u ( t , x )  d x ]  d t  j  exp |  (1 + £ ( t

<  C j exp [ - I t  -  |  £ ( t  ) d t  -  a t ]  d t ]  exp £ I t  + J  £C t) d t ]  >
0 0 0

t  t  t
-  C [ J '  exp [ - 1  -  £  |  d r  -  n ]  d t ]  exp J] Cl + f  j '  £ ( t ) d t]  ,

Many

I"| <  0 [  |  exp [ - i - n - i l B  1 1  £ ( t ) ] d t ]  exp [ 1+llm £  j  £ ( t1  dt], (45 )
t —°° 0 t-*°° 0 t~°° 0

j e ś l i  przyjmiemy, że prooes j e s t  s i l n i e  s ta c jo n a r n y  1 ergodyozny, to  w te -  
djr

lim  i  f  £(t,co) d t  -  E £ ( t ,co )  .  
t —►OO C J

Układ będz ie  s t a b i l n j  w se n s ie  Kozina, j e ż e l i :

-  1 -  n -  E £ ( t )  < 0  i  nl  + E ( £ ( t n  < 0 

E ( £ ( t ) )  >  -  1 -  n E ( £ ( t ) < -  1 .
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CE yCTOuHKBCCTfc HEKOTOPHX flKHAIAíHEOÍOiX Oli G T EM

P e 3 o u e

8 3TO0 pañoTe mu jtayuaeM ycToiiuHBOCTb HetcoTopux HenpepuBsur * Heupe- 
pUBHO-XHCXpeTHUX CHCTeU CO CJiyMatÍHUUH KOSÿÿHUHeHTaUH npH nOMOqx ¡pyHXUH
JQanyuona h npHHitmia uaxcnuyu.
Mu »aëu TO*e HeKoTopue ueToju cTpoeHHH $yHKijHOHaJia.

THE STABILITY OF SOME DYNAMICAL SYSTEMS

S u m m a r y

T his  paper d e a ls  w ith  th e  s t a b i l i t y  o f  some con t inuous  d i s c re te  sy
stems w i th  s to o h a s t lo r  c o e f f i c i e n t s  making use o f  Lapunow ’s fu n c t io n s  and 
of th e  maximum p r l n o i p l e .


