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APROKSYMACJA FUNKCIJI OKRESOWYCH DWOCH ZMIENNYCH
PEWNYMI CALKAMI OSOBLIWYMI

Streazozente. W pracy uogodlniono wyniki uzyskane przez Gubanowa [1] na
funkoje przestrzeni L? z normami mieszanymi,

Oznaozania

X? [G], gdzie P - iP-jtPj’ 1* Pi*00 " m2/N 3eat Przestrzenig funkcji

mierzalnych f(x fy) okre$lonych na obszarze

X X

[1fix,yljjp - | [ If(x,y azjrn~ 1dy ~ 2 norma w Lp [qg]
~C 3t

_ jjiaga fuokoji spetnlajgoyoh warunek

If (x+h,y+k) - f(x,y)lip «i

< (2.201/PI1+1/P2 i + K 0o<4 fD< 1 .
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1# wstep

Przy dowodzeniu twierdzenn wykorzystuje sie nastepujgoe wiasnosol funk-
ojl okreslonyoh powyzej

1« ~CA-u) < (1+X.) cu”in), gdzie 1 » 1,2] y —rzeczywista
2. co(fjulV)p < uvd(u) & ¢~ (t)

oraz uogo6lniong nieréwnos$¢ Minkowskiago

f(x,y,t,z) dt d*jPl dx]P2/P1 dy

1/Po
L dt de ,

1 H P2/P1 47
I<t| { L

gdzie f(x,y,t,z) jest funkojg mierzalna w punkole (a,b)x(o,d)x(c<,ji)yxif,0)

2. AEZoteejpaoja patkami singularnyml funkoll f(x.y) € tP fc]. okreaowyoh
o okresie zJ}t ze wzgledu na kazda zmienna

Nleoh funkcja fCx,y) e LP [g], gdzie P - (pi1fp2)t 1<P., P2 <<>

-JT<x<SC

G: bedzie funkojg okresowag o okresie 2fi ze- wzgledu na kazdag
-mSNy<fi

zmienna.

Doktadnos$¢ z jaka da sie ona aproksymowaé za pomoog oatki postaol

fif
tnn(x>j) m J ] Q(z-y) dt dz , (1)
-fi-fi

gdzie it(u) Jest funkojag mierzalng a) dodatnig, b) parzysta, o) okresowa
o okresie 2fi, i) JACu) du « 1, e) 6™ -J u”™(u) du—0

pozwalajg oszaoowaé twierdzenia 112.

Twierdzenie 1

Jes$li f(x,y) eLP [g] i Jest okresowa o okresie 2fi ze wzgledu na kazda
zmienna, to

- i<x,y)|[L < 3 3 W («)
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Dowod
Wprowadzajgo zmiane zmiennych we wzorze (1) i korzystajac z witasnosci ca-
tek mozna fOn(x,y) zapisa¢ w postaci

W Si
« | | [f(x+ty+z'f + f(x+t,y-z) + f{x-t,y+z) +

i 1 C

f (x-£,y-B)] i E(t>"'fniz) dt dr,

Korzystajac z wtasnos$ci funkcji i j(u) mozna f(x,y) zapisa¢ w postaci
jr o fi
f(x,yi «4j | f(x#)i ffit) ) dt dz ,
zatem
i jt
fBOfx,y) - t(x,y) * | | |f(x+t(y+z) + f(x+tsy-z> + f(x-t,y-i-E) +
[eN6)

+ f(x-t,y-z) -4 f(x,y)] $n(t) $alz) dt dz «

Stad korzystajac z nieréwnos$oi Winkowskiego otrzymuje sie

If mn(x*?) " f(x»y)llp <

Jio fi ( fi fi
Ai0 i |[[f(x+I+E + f(x+ty-2z) + f(x-t,y+2z) +f(x-t,y-z) -
O O I-ff-fi

1/P5
- 4 f(x,y>] ~B(t) ?n(z)|Pl dx1£2/Pl dy dt dz <

fufi
4 4] |cc(fit,z)pfB(t)® n(z) dt de«?

fif

< 4] jlcAtt) +124 ] " AniB~ dt dB
0o
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Z wtasnosci (1) funkcji ~ (u) wynika, ze

cOjit) < (1 +t/A<Sm> (5mm tCgiaj < (1 + b/5q) “g”~n»
wiec
S«
Ifmn(x»y) " nx»y)|lp < 41 S f(1 + t/Sa) W +
[e)ye}
+ (1 + z/5q) wz(&ai] ~dt dz ¢

3 talCin) + 3 o2(6nj

A to jest teza dowodzonego twierdzenia.

Wniosek 1

Jesli f(x,y) spetnia zatozenia twierdzenia 1 i

3tjc

Fnnx ** ~ jrmdll [(sin o ~*r™ ais a -

(sin sin dt dz

jest jej oatkg Fejera, to

[IPmn(x,y W (x,y )llp < 3ci|[j~ (1 + 2In m)J + 3c/[j-* (1 + 21n n)J

Dowo6d

Dla i = m,n

si
sin i jf 2 Z_T
\ 77T fv qo v k3 g uiBip ) du s
aio jy 0
Jt
ut2r 3] du< ST[? +1In (? *
C
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Przjjnuje sie
\ “ET [1 + 210 i] -

WPILAS-2

Jes$li t(x,j) spetnia zatozenia twierdzenia 1 1

X
J_nx,7) - w 2% W——— fliit.o) fcaln n sin
mn 4J3f 2Bn(2B2+ I M 2n2+ n L

4
dt dz
jest® jej oaklca Jaoksona, to
< 3 », ri*£aa|=ul
1« P 1 L4b (20 +1)) 2 UnC2n2+0]
Dowdd
Dla lwu,o, podobnie Jak we wniosku 1
IC
5i 2— g— f, [-"igt du< -;38g— PR12-i1] .
1 2)1(21 +1) g L 310 K 4121 +1)

ffnloaek 3

Jesli f(x,y> spednia zatozenia twierdzenia 1 1

T Utj) - p»>gi2P»S f f f(t,z) 00S2* L~oos 20 Sjldt dz
Bn 4)fZ(2B-1 >% (2n-1t« Jj n 2

jest Jej oatka de la yallee -Pouaslna, to

K n(x»7t - < 3 tenw ]+372
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Dowaod
Dla i*m,n
jr *

5 “ssifHln 1 a0F2L1 i “ «tféfin 41 t ooazit dt<

* wB#tit! f °o0s21t *« o ijBMi ¥

Twltrdewnlo 2

Jesli f(x,y) spetnia ealozeola twierdzenia 1 1

P4* “ *tx,/|4,x)

- -fy fff(t,e> f I=s¢ IL SR P — 1 dt de
= 11-24 oos(t-*}+4 Jb-~M* oosis-jur
gdele 4 « 4 < 1, r# < r < 1Jeet jej oallcg Poissona, to

Py.—«xy>[p <~ [(1-g>[u(l-»)[]+ K2  [ti)][In(1-*)]

gdele E1t K2 ag statymi zaleznymi odpowiednio od 1r0.
Dowod

Podobnie jak w twierdzeniu 1 mozna wykazad, ze

ir jr

£ i . [o=W «,le>][— ,] dt de «

ri-oz iir igt de »
il-«<4008t+4ZJ) Li-2roose+rJ
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“ ) IL
NQFL-~1][1 + A1~ 1-4M i (1-4)E+44SIn~"| -

5
z dz

+  (1-1) |In(l-r 71 .
LHrrifn-ru § (1 ryararsin2 |

(1—47]In(1—4> 1+

j W n r I — A
B (1-43%Yas0
+ 00 (1-r)|Ind-r)]|
(1-r)2+4r
sc2

- Nei-»=>u>ti-4)i][i - $A] +
+o2[(i-rHIn(1-r>]][1 + 10 ~ ] <
i AL (C1-4)110(C1-4 )1 [i + 2411411-4 7~1"1In £ 4 ] +
+ «2 [CiHr) | Ind-r) | ]L[i g jrinum~rH 1p

Jesli 40 < 4 < 1 1 Bo™ r < 1» t0
|PW - f(x,y)|lp < K1 ~[(1-4)1111(1-4)1] + K2co2 [(1-r)]|In(1-r)]|

gdzie

# lo2 X
K1 - 1 +547ITATi-4;)f + 5«:

min 2 If
K2 - 1+ S7IH5Tr=i-0)\ + 17?;
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3. Aproka.ymao.la v przepadku funlco.1l ftx .Jl e
e HpC<s'to\ to mozna otrzymac¢ do-

Je$li ogranlozy¢ aie do funkojl f(x,y)
rozwazane sa w twierdzeniach 3-3

ktadniejsze oszaoowania. Przypadki takie
Nie oh

Cf(x.7>]lp -

Wykonujgo przeksztatoenia podobnie, jak w dowodzie twierdzenia 1 uzyskuje

sie zwigzek nastepujacy:

L si ffifi
InfF (i,y) - f(x,y)L< )\ | If(x+t,y+z) + f(x+t,y-z) + f(x-t,y+z) +
1]pc< 11 Pi-in[r
1 s P, P*»/P 4 1/P;
t (x-t,y-z) - 4fCx,y $B(t)$n(z) dx) dy dt dz

C3a o
Si Si

f(x+2t,y+2z) + f Cx+2t,y-2z) + f(x-2t,y+2z) + f(x-2t,y-2z) -

1/P5

- 4f(x,y )l i B(2t m™m2z) dx) dy dt dz<f

< 16(20i31/PI+1/P2 f i (IStIA + |2z|AH In2t) $q(2z) dt dz . (2)
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Twierdzenie 3

Jegli @<t <i<1, O<rO<r < 1, to prawdziwe sa wzory asympto-
tyozne

1/P-+1/P
%o

(2%) 1 (1-DIn(l-i)] +8f (1-r)|In(l-r)] ]

+ 0(1-1) +0(1-r), of* h ml

(2y) 1P |+17P2 d-i)|Ind-i)] + (1-r)~ seo -7 j+

+0(1-1) + O(l-r), <~ 1,0 < A< 1

n(pqr,cf»">*

(2jr)1/,pI £(l-i>a seo 4?2 +j* (I-r)|In(l-r)]j +
+0(l—g.) +0O(l-r)f O<d<l!f m

(2s0*7~1 1N 2 [(1-1)* seo (1-r) ~ seo j+
+0(1+4) +0(1—+), 0<3, P <1»

Dowaéd

Z nleréwnos$ol (2) 1 wtasnos$ol (d) funkojl 2 (u) wynika, ze

[2i*Cx»*" - «anw»lr*
1/p.,+1/p2
<i6(2jn
A .
A r in2 I gt de

. f X
® i»r [1-2i00s2t+12 [I-2roos2e+r2

) j‘%? (2jo'/PI* /12 1 flcr 72 « I5(1—r) —t-Arsin z (_1-15\2+4EIn "t
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dt

1/P.+1/P2 121+ f  t~d-a2)
1 | I

(250 2 Ly - —.s-lirt-

1 " (I-q) +4asln -t-

Niech p(t,z) bedzie funkojg okresowg o okresie 2fi pokrywajacag sie w
obszarze* 8K,X ;>*yfls funkojg [t + \%f*»
Funkojg ta nalezy do BpCtr 1 dla niej

V(Pv ict,p) « (2501/PI*I/P2 (4 £ _ A av
L *X (l—at4aagsin t

n f— s~tadLj-Id*
X (1-r)+4rsinz)

Stad, wykorzystujagc twierdzenie 5 [l] otrzymuje sie natyohmlast tezg, Je-
$1i w oytowanym twierdzeniu 5 uwzgledni sie wspdloaynnlic

1/P.j+1/P2
A - (250

Twierdzenie 4

Dla oatki de la Tallee- Pouaslna prawdziwe sa asynptotyozne réwnosci
(2501/P1+1/1>2 [ tr + A

+c(~) +0(~5), O<« , b<l

(2501/Pi+1/P2r -1 . + N i +
L-~rF +

+el/\|?+e2/ N, -i<elf e2<i. <*-/>-i
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+0-"" +e2n> o< < 1, Pm 1, -1<02<1

@d1/pi+1/p2 |j1 + AFALTAS?] +

+ 61/\[b™ + -l<el< 1, «m i, o<p <1
Dowdd
Z nieréwnosci (2) i witasnos$ol (d) funkojl ~ (u) wynika, ze
[Ivne(x,y) - f(x,y)ip«
fi X

< 16(2501/P', A L/P2 (iBIUI zPJii ff (btf* +
AT @Em-DI12n-1)11 g ]

ooa2at o0o0s2nz dt dz

N 1/Pj+1/P2

50 1
(2 is & W - K

fi

+ 4 tn-"il J Aoos2az dzl
0] J

Uwzgledniajgo funkoje f~ it.z ) okreslong w dowodzie twierdzenia 3, otrzy-

muje sie

1/P1+1/P2  1+of
uiw m (2D W 5W - f «*
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fitad 1 z twierdzenia 6 [1] otrzymuje sie teze uwzgledniajgc wspoétczynnik

I/ Pi+1/P2
A-(zg) 1 2

Twierdze ale 5

’ela oatki Jaoksona prawdziwa jest asymptotyczna réwnosc¢

= (Qyni/pi+1/1=2 £ [(8)* J dat +
o1l
+ + 0inT«) + o(n-A>

"lowdd

Z nleréwaosci (2) i witasnosci (d) funkojl ~ (u) wynika, ze

££

<i6(2.r)1/ pi+1//p2 — ,—— o J— —

, fl (latl4 o
4& mn2m +D(2n +1) g g

*m 6"'h al ;ts*r « *e

£
- 4(2in1/PI+1/P2  ---—-- *2 fcaizafal 1 2 f t«sislsL dt +
mn(2B +1)(2n +1) L b g sin\
jr

+€s(gg.tD 2* f-.»«aCMLa,] ~
6 n SIT4Z J
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+ o(,m—e() + O(*i_ i,

a stad teza.
Panu Prof. dr hab. J. Musielakowi dziekuje za wiele cennyoh uwag doty-
ozgoyok mej praoy.
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ALIIPOKCMMAISIii [IPPHO»LIIE(;KIIX SyHKUtH Jim  UEPEuBUIHIC
OKHryiaPHHi* KHTErPAUAutt

Pesuue

B npeACiaBfleHHoi« padoTe odoCmeHij peayakTaru P.li. PyfiaHOBa h] hu ipyHK-
UHH, npHHP.Aliexaigiie npocTpaKCTBy LP C uulCCMpoaaHHuiiH Kopna««.

THE APPROXIMATION OF PERIODIC FUNCTIONS OF T,"0 VARIAB1ES
BX SINGULAR INTESRALS

3umicary

Ths paperngeneralizas the results of G.P. Gubanow fil for funotions in
the spaoes L*, with a mixed corms*



