
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSK IE J 1921
S e r ia :  Matematyka-Fizyka z . 24 Nr k o l.  386

Grażyna KOZŁOWSKA 
In s ty tu t  Matematyki

APROKSYMACJA FUNKCJI OKRESOWYCH DWÓCH ZMIENNYCH 
PEWNYMI CAŁKAMI OSOBLIWYMI

Streazozen te . W pracy uogólniono w yn ik i uzyskane przez Gubanowa [ 1]  na 
funkoje  p rzes trzen i L ?  z normami mieszanymi,

Oznaozania

X? [G ], gdzie P - iP - jtP j ' 1 *  P i * 00 ”  ■*»2  ̂ 3eat P rzestrzen ią  fu n k c ji
m ierzalnych f ( x fy )  określonych na obszarze

| | f ix ,y l j jp - |  [ I  | f (x ,y  a z j1*2^ 1 dy ^ 2 norma w Lp [g]
X  X

norma w
~JC — Jt

_  jjiaga fu o k o ji spełn la jąoyoh  warunek

Jf  (x+h,y+k) -  f (x ,y )| jp  «i

< (2.?01/Pl+1/P2 i + |k| 0 < 4  , fD< 1 .
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1# wstęp

Przy dowodzeniu twierdzeń wykorzystuje s ię  następująoe własnośol funk- 
o j l  określony oh. powyżej

1« ^CA-u) < (1+X.) cu^in), gdzie 1 » 1,2| y  — rzeczywista

2. co (fju |V )p  < u>1(u ) ♦ cĵ ( t )

oraz uogólnioną nierówność Minkowskiago

f ( x , y , t , z )  dt d *jP l dx]P2/P1 dy

| | { l  [  H P 2 / P 1  4 7

1/Po
Ł dt de ,

<ł

gdzie f ( x , y , t , z )  je s t  funkoją m ierzalną w punkole (a ,b )x (o ,d )x (c< ,ji)yx if,ó )

2 . AEZoteejpaoja pałkami slngu larnym l fu n k o ll f ( x . y )  € ŁP f c ] . okreaowyoh 
o okres ie  ZJt ze względu na każda zmienna

Nleoh funkc ja  fC x ,y )  e LP [g] , gdzie P - (p 1fp2 ) t 1 < P .,,P 2 <<*>

-JT<x< SC
G: będzie funkoją okresową o okresie  2 f i  ze- względu na każdą

-■S^y< f i

zmienną.
Dokładność z jaką  da s ię  ona aproksymować za pomooą o a łk i postaol

fi fi
t nn(x > j) m J J  Q(z - y ) dt dz , ( 1 )

-fi-fi

gdzie i t (u )  Je s t  funkoją m ierzalną a )  dodatn ią , b ) p a rzystą , o ) okresową 

o okresie  2 fi , i )  J ^ C u )  du « 1, e ) ó^ - J  u ^ ( u )  du — 0

pozwalają oszaoować tw ie rdzen ia  1 1 2 .

Tw ierdzenie 1

J e ś l i  f ( x , y )  e LP [g] i  Je s t  okresową o okresie  2 f i  ze względu na każdą 
zmienną, to

-  i< x ,y )|L  < 3 ♦ 3 W, ( « )



Dowód

Wprowadzająo zmianę zmiennych we wzorze (1 )  i  ko rzysta jąc  z w łasności ca­
łek  można f 0n( x , y ) zapisać w postac i

W S i

« | | [f(x+ t,y+ z'f + f (x + t,y - z ) + f {x - t ,y + z ) +
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• i  I  c" ~

f  (x-Ł ,y - B )] i E ( t > 'f niz )  dt dr,

K o rzysta jąc  z w łasności fu n k c ji i  j ( u ) można f  ( x , y ) zapisać w postaci

jr fi
f  (x ,y  i « 4 j* |  f  (x #y ) i  ffii t  ) ) dt dz ,

zatem

Ji jt

f BQfx ,y )  - t ( x , y )  * | | | f  (x+t (y+z ) + f (x + tsy-z> + f(x-t,y-i-E) +
O O

+ f (x - t ,y - z )  - 4  f ( x , y ) ]  $ n( t ) $ a l z )  dt dz «

Stąd ko rzysta jąc  z nierćwnośoi Winkowskiego otrzymuje się

llf mn(x *? )  "  f ( x » y ) l|p <

Ji fi (  fi fi

^  i  J  I i  f  | [ f (x+t» J+E'  + f (x + t,y - z ) + f (x - t ,y + z ) + f  (x-t ,y - z ) -
O O l-.ff -fi

1/P5
- 4 f (x ,y> ] ^ B ( t )  ? n( z ) | P l dx1£’2/Pl dy

fi fi
4  4 |  | c c ( f } t , z ) p f B ( t ) ® n(z )  dt de«?

fi fi

< 4 J  j  [c^tt ) + ^ 2^ ]  '  ^n i B  ̂ dt dB

dt dz <

O O
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Z w łasności (1 ) fu n k c ji ^ ( u )  wynika, że

cO jit ) < (1 + t /<S m > (5m ■>, tCgia j < (1 + b /5q ) “ g^n^

więc

S SC

l f m n ( x »y )  "  n x »y ) | p  <  4  I  S  f( 1  +  t / S a )  W  +
O O

+ (1 + z/5q ) wz ( &a i]  ̂ dt dz “

3 to1C in ) + 3 o>2 (ón j .

A to je s t  tezą  dowodzonego tw ie rd zen ia .

Wniosek 1
J e ś l i  f ( x ,y )  sp e łn ia  za łożen ia  tw ie rdzen ia  1 i

3t jC

Fnn^x **  ̂ j " "" J  J 1 [(s in  o ~*r  ̂ a is  a •

2
: (s in  s in  ^ dt dz

je s t  j e j  oa łką  F e je ra , to

||Pmn(x,y  W (x ,y  )||p <  3ci| [ j~  (1 + 21n m)J + 3c^[j-“  (1 + 21n n )J

Dowód

Dla i  = m,n

\  "  7 T T

SI

f u
s i n  i  j f 2  2 T

d u u 2  i  u l 3 1 0  l u l

r a i o  jy-
d u  X T  J  L s l n u  J

0

d u  +

J t

SC
ST

u t2^ 3«] du <  ST [ ?  + ln (?  *



P rz j jn u je  s ię

\  “ ET  [1 + 210 i ]  •

W P IŁ A Ś - 2
J e ś l i  t ( x , j )  sp e łn ia  założen ia tw ierdzen ia  1 1
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X  P
J_n(x,7 ) -  w 2*------ w--- f liit.o) fcaln n sin

m n  4 Jf 2 B n ( 2 B 2 + l M 2 n 2 + n  L

4
dt dz

jest' jej oałlcą Jaoksona, to

< 3 » ,  r i* £ a a |= u l
11 “ “  IIP 1 L4b (2b  +1)J  2 UnC2n2+OJ

Dowód
Dla lwu,o, podobnie Jak we wniosku 1

JC

5.i  2— g—  f „ [.-." i gt du <  - ; 3 łg-—  [2 1 2-i] .
1 2 Jf  1(21 +1) g L 310 K  41(21 +1 )

ffnloaek 3
Jeśli f(x,y> spełnia założenia twierdzenia 1 1

T Utj) . p » > g i 2P»S  f f f(t,z) OOS2* Ł^oos 20 Sjldt dz
Bn 4 J f Z (2B-1 >?i (2n-1 ł « J j  ^  2

jest Jej oałką de la yallee -Pouaslna, to

K n (x »7 ł  -  <  3 t e n w ] + 3 ^2
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Dowód 

Dla i*m ,n

jr  *

5i “ ssifłiUn I a 00“21 i du “ «tféfíUn 41 t ooa21t dt<

*  w B ł i ł ! f  ° os21t * «  •  i j B M i  *

Twltrdewnlo 2

J e ś l i  f ( x , y )  spełn ia eałożeola twierdzenia 1 1

P 4*  “  * t x ,/ | 4 ,x )

- -fy  f f f ( t ,e >  f l=sć J L  i= 3 ¿-------  1
-Jr r̂ 11-24 oos(t-*}+4 Jb-^ł* o o s is - jU r  J

dt de ,

gdele 4 «  4 < 1, r # < r  < 1 Jee t je j  oałlcą Poissona, to

||P,y.-«x,y>|p < ^  [(1-q> |u(1-»)|]+  K2 [t 1-x  ) | ln  ( 1-* )|]

gdele E 1t K2 aą stałym i zależnymi odpowiednio od 1 r 0.

Dowód
Podobnie jak  w twierdzeniu 1 można wykazad, że

jr  jr

£  Í  i  .  [->,<« W  « , !• > ]  [— , ] dt de «

r i-o2 iir i
íl-«4008t+4Z J Ll-2 roose+rJ

dt de »
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“  llQ f1- ^ l ] [1  + -7111̂ 1- 4 M i J L
^ (1-4)£+44Sln^'"|-

+ ( 1- r ) | ln (1-r 71

(1—4 7 |ln (1—4 > |

5
1 + .r r i^ n - r  u  J

z dz
0 ( 1-r )^+4r s ln 2 |>

SC

1 + j W n r l — ' ^n \2 /̂. o fttO (1-4>2+44

+ 0)o ( 1-r ) | ln d - r  )|
(1-r )2+4r

SC2

- ^ [« i- » > u > t i- 4 ) i ] [ i  - $ Ą ] +

+ co2 [ ( i - r H l n(1 - r> | ] [ l  + 10 ^ ] <

i  ^ [ ( 1 - 4 ) 1 1 0 ( 1 - 4 ) 1]  [ i  +  2 4 1 1 4 1 1 - 4 ^ 1' l n  £ 4 ]  +

+  « 2 [ ( i H r ) | l n d - r ) | ] [ i  ♦ ' g j r i ń M ^ H  l p

J e ś l i  40 < 4 < 1 1 Bo ^  r  < 1» t0

|PW  - f (x ,y  )||p < K1 ^ [(1-4)1111(1-4)1] + K2 co2 [ ( 1-r ) | l n ( 1-r )|

gdzie

#  lo2 X
K1 - 1 + 547 lTńT i-4 ;)f + 5 « :

■rc ln  2 J f
K2 - 1 + S 7 J I5 T r=i-0 )\ + 1 ? ;

119
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3. Aproka.ymao.la vi przepadku funlco.1l f t x . J l  e

J e ś l i  ogranlozyć a ię  do fu n k o jl f ( x , y )  e HpC<,'to\  to można otrzymać do­
k ła d n ie jsz e  oszaoowania. Przypadki ta k ie  rozważane są w tw ierdzen iach  3-3 
N ie oh

“  f ( x .7>||p •

Wykonująo p rzeksz ta łoen ia  podobnie, jak  w dowodzie tw ierdzen ia  1 uzyskuje 
s ię  związek następu jący :

JL Si f fi fi

llf ( i , y )  -  f ( x , y ) L <  ) \ | |f(x+ t,y+ z ) + f (x + t ,y - z ) + f (x - t ,y + z ) +
l | p <  1 1  i i - i I [ r

1 , |P, P*»/P 4
t (x-t ,y-z ) - 4 f Cx,y $ B ( t ) $ n( z )  | dx) dy

1/P;
dt dz

JC 31
S i  S i

f(x+ 2t,y+ 2z) + f  Cx+2t ,y- 2 z ) + f(x - 2 t,y+ 2 z ) + f (x - 2 t,y - 2 z ) -

-  4 f (x ,y  )J i  B (2t nv(2z ) dx ) dy
1/P5

dt dz<f

< 16(2Ji31/Pl+1/P2 f i  ( IStl^ + |2z|/i>H In(2t ) $ q (2z ) dt dz . (2 )



AproksymaoJa fu n k o jl okresowych dwśoh zmlennyoh«.. 121

Twierdzenie 3

J e ś l i  C 
tyozne
J e ś l i  O < ł  < i  < 1, O < r 0 < r  < 1, to prawdziwe są wzory asympto-

(2 * )
1/P-+1/P

1 ' * 2 ( 1 - l ) | l n ( 1 - i ) |  + §f ( 1 -r ) | l n ( 1 -r )| ]

n (p q r ,cf»^> “

+ 0(1-1) + O (1 - r), of* h m 1

( 2yt) 1 ^P l+ 1^P2 d - i )  | ln d - i ) |  + ( 1 -r )^  seo - 7  j  +

+ 0 ( 1 -1 ) + O ( 1 -r ) ,  <*- 1 ,0  < A> < 1

( 2 jr)1/,Pl £ (1 -i>a seo 4 ?  + j* ( l - r ) | l n ( 1 - r )| j  +

+ 0 ( 1 —q.) + O ( 1 -r ) f O < cf < 1  f ■ 1

( 2 S 0 * ^ 1 1 ^ 2 [ ( 1 -1 )** seo (. 1 -r) ^  seo j  +

+ 0 (1—l )  + 0 (1—r ) ,  O < 3 , P < 1»

Dowód
Z nlerównośol (2 )  1 w łasnośol (d )  fu n k o jl ^ ( u )  wynika, że

| ? i * Cx» * '  -  « « » » I r *

< i6 (2 jn
1 /p.,+1 /p2

♦ i » r f  ^  x | r i ^ 2 i
[ l- 2 io o s2t+ l2 [ l- 2roos2e+r2

dt de

Í  *

.  4 ,  ( 2 jo '/ P l* ’ /t2 f  f c r  ?  «  Í  “ I  — ^ — r  «  ■j f ?  ^  L ?  5 ( 1 -r ) -t-Arsin z J  ( 1 - 1  )2+4 ls ln  t
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1/P..+1/P2 r21+c( f  t^ d - a 2 )
( 2 5 0  1 2  Ł y -  - . S - l i r t - l . . . . d t

1 "  ( l- q  ) +4ąsln t

Niech p ( t , z )  będzie funkoją okresową o okresie 2 f i pokrywającą się w 
obszarze* §K,X ;>*,yf]s funkoją |tl*  ̂ + \%f*»
Funkoją ta należy do BpCt,^  1 dla n ie j

V (Pv ict,p) « (2501/pi +1/p2 r  4t +[ 4 £ j  — Ą
L * X  ( i- ą )2(1-ąr + 4 ąsln t

^  f  — s ^ t a d L j - ld *
x (1-r )+ 4 r s ln z J

S tąd , wykorzystując twierdzenie 5 [1 ] otrzymuje s ię  natyohmlast tezą, Je ­
ś l i  w oytowanym twierdzeniu 5 uwzględni s ię  wspóloaynnllc

A - (250
1/P.j+l/P 2

Twierdzenie 4
Dla o a łk i de la  T a llee-  Pouaslna prawdziwe są asynptotyozne równości 

(2501/Pl+1/l>2 [  ł r  + A

+ c ( ^ )  + 0 ( ^ 5 ) ,  0 < «  , Jb< 1

(2501/Pi+ 1/P2r  -l . + ^ _ i +
L-^rF -y^p J +

+ e 1/ \ | ? + e 2/ ^ ,  - i < e 1f e2 < i .  < * - / > - i
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+ 0(- ^ ’ + e2 ^ >  O < C( < 1, Pm  1, - 1 < 0 2 < 1

(2 Jn 1/pi+ 1 /p 2 | j l  + A f ^ L ] A S ? ] +

+ 6 1/\[b^ + -1 < e 1 < 1 , «■ i ,  o < p  < 1

i

Dowód

Z nierówności (2 )  i  w łasnośol (d )  fu n k o jl ^ ( u )  wynika, że

||vne(x ,y )  -  f ( x , y ) j p«

f i  X

< 16 (2501/P',^1//P2 ( i B lU l ż P J i i    f  f  ( b tf* +
4JT  (2m-l )l l (2n-l ) l l  g J

ooa2at  oos2nz dt dz

, ^ 1/ P i+1/P2(250 1 2 i S & W - K

fi

+ 4 rt n - ^ i l  J  A o o s 2az dzl
O J

Uwzględniająo funkoję f ^ i t . z )  określoną w dowodzie tw ierdzen ia  3, otrzy­
muje się

uiW  ■ (2ii)
1/P1+1/P2 ,1+of

W 5 W -  f « *  “
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fitąd 1 z tw ie rdzen ia  6 [ 1]  otrzymuje s ię  tezę uwzględniając współczynnik

, _ J / P i +1/P2 A - ( ZJC) 1 2

Twierdze a le  5

’•la o a łk i Jaoksona prawdziwa je s t  asymptotyczna równość

= (2yn1 /P l+ 1 /l> 2 £  [(§)* J dt +
o 1

+ + oinT«) + o(n-A>

"|ow dd

Z n le rćw aośc i (2 )  i  w łasności (d )  fu n k o jl ^ ( u )  wynika, że

£ £

< i6 (2 .r )1/,pi+1//p2 — , ----- 2------ , —  f  I  ( la tl4 ♦
4 &  mn(2m + D (2n +1) g g

*  m 6 ' h a l  ; ł s * r  « * •

£

- 4(2in1/Pl+1/P2 ------ *2  fcaiżafa l ł 2*  f  t «< s i s l s L  dt +
mn(2B +1 )(2n +1) L b g s i n \

jr

+ € s (g g .t D  2 *  f - . » « a Ć M L a , ]  ^
6 ^ SlTl4Z J
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, —c(. , -  i!».+ o(m ) + o(*i

a stąd t e z a .
Panu P ro f .  dr hab. J .  M usielakowi dziękuję za w ie le  cennyoh uwag doty- 

oząoyok mej praoy.
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